Teorie her

Theory of games

Vlastimil Cabla

Bakalarska prace Univerzita Tomase Bati ve Zliné
2009 Fakulta aplikované informatiky




*** nascannované zadani str. 1 ***



***  nascannované zadani str. 2 ***



UTB ve Zling, Fakulta aplikované informatiky, 2009 4

ABSTRAKT

Prace se zabyva studiem teorie hefedBtavuje zakladni pojmy a Klasifikaci her.
Predstavuje maticovou hru. Popisuje hledani optingthaitegie pro antagonisticky konflikt
metodou linearniho programovani. VyuzivA metodu pixové tabulky protreSeni

linearniho programovani. Prace dale nabiiil@dy k procvéeni.

Kli¢ova slova: teorie her, klasifikace her, maticova, lantagonisticky konflikt, linearni

programovani, simplexova tabulka.

ABSTRACT

The work deals with the study of game theory. ksents basic concepts and games
classification. The work represents a matrix gafitee work describes the search for the
optimal strategy for antagonistic conflict usingdar programming. It uses the method
simplex’s table for dealing with linear programmiii¢pe work also offers examples of the

practice.

Keywords: theory of games, classification of ganmasirix game, antagonistic conflict,

linear programming, simlex’s table.
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UvoD

Tato bakal#ska prace ma za ukol popsat disciplinu moderni metiky a tou je teorie her.
Teorie her se uplatije v mnoha oborech. Na zaktadhatematickych modélse snazi
nachazet optimalnfeSeni. Tyto matematické modely Ize uptatat v oborech jako je

ekonomie, politologie ale i néilad sociologie a biologie.

V praci je popsan vSechen matematicky aparat, ljgegotebny k pochopeni teorie her.
Prace je roz&lena na teoretickodast a na praktickou. V teoretick@sti jsem se snazil
srozumitel® formulovat studijni latku, tak jak jsem ji pocHytBnazil jsem se, abjten&
nebyl ochuzen o odvozovani vziah kdyz si myslim, Ze ne kazdy je schopen tytakyt
vstiebat. Zarovie jsem se snazil, aby zakladriicv byly opravdu srozumitelné pkdenée.
Mym ukolem bylo vymyslet fiklady na maticové hry a antagonisticky konflikakTjsem

ucinil. Pridal jsem par fiklada na procvéeni zapisu her.

Prace nejtive predstavuje matematicky aparat igtiny ke studii teorii her. Druha kapitola
je venovana pojmm, kterymi popisujeme a definujeme hry. V pracv&euji i maticovym
hram a jejich optimalnim strategiim. Dozvidame akéto linearnim programovani a

simplexové metod

Souwasti prace je prezentace v MS PowerPoint, kteraughrpraktické poznatky z této
prace. Tato prezentace by mohla slouZit jako vyyikoaterial. Tak jsem k prezentaci také
pristupoval. V prezentaci nejsou odvozovany vztaliyd8vana latka je tamcana nazoré
na gikladech.

Téma bakal&ské prace jsem si vybral, protoze: havi matematika a chtjsem blize

poznat jeji aplikace v praktickéme¥. Jsem rad, Ze jsem si vybral toto téma.
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1 MATEMATICKY APARAT TEORIE HER

Pfi popisu teorie her pouzivdm#é hlavni matematické teorie. Jsou jimi teorie mmnoZzi
teorie funkce a teorie pra¥plodobnosti. Kazda Zd¢hto teorii je porérné obsahla a
komplikovana. Pro pochopeni teorie her péistaakladni pochopeniéthto ¥ teorii.

Nebudeme se proto possto jejich zevrubného popisu.

1.1 Teorie mnozin

Teorie mnozin je matematicka teorie, ktera se zabymozZinami. MnoZzinu chapeme jako
souhrn libovolnych navzéjem rozliSitelnych objektTyto objekty nazyvame prvky
mnoziny. Vyrobni programy, technologické procesislddky ekonomickych, technickych
i vojenskych rozhodnuti, rozloZeni prapddobnosti na kofeych mnoZinach &ada
dalSich star a jevi v objektivni reali¢ byva charakterizovana usg@olanymin-ticemi

¢isel. Je vyhodné, je-li mozné s takovymiticemi ¢isel provadt urcité matematické

operace.
Jsou-lix =[x, %, ..., Y] ay = [v1, V2, ..., ¥ dvé n-tice ¢isel, je jejich sotetx +y
definovan jakon-tice [x1 + yi, X + Y2, ... % + yn]. Je-li krealnécislo, je sodin kx
definovan jakon-tice [kx , k% ,..., kg]. MnoZina usptadanychn-tic ¢isel, na niz jsou

definovany operacetgani dvoun-tic a nasobeni-tice ¢islem, gicemz tyto operace maji
urcité vlastnosti, se nazyw&ektorovynebolineérni prostor Jeho prvky se nazyvaji kratce

vektory

1.2 Teorie funkce

Teorie funkci definuje funkci jako pravidfpkteré pirazuje kazdému prvkaz mnozinyX
praw jeden prveky z mnozinyY, a nazyva se zobrazeni mnozkigo mnozinyY. Prveky
piitazeny zobrazenirmprvkux se znai f(x). MnozinaX se nazyvdefinicni oborzobrazeni
f.

U funkci v teorii her nas budou zajimat maxima aima funkci. Minimum i maximum

muze byt lokalni nebo globalni. Lokalni plati pro dkmodux a globalni pro celou funkci.
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1.3 Teorie pravdépodobnosti

Teorie pravépodobnosti je matematickd disciplina zkoumajici ordtiosti jeva, které
mohou, ale nemusi nastat. Pr&wddobnost dchto jevai se vyjaduje cislem.
Prava@podobnost jevu ozitajeme realnyngislem od 0 do 1. Jev, ktery néae nastat, ma

pravdpodobnost 0. Jista udalost ma prgyadobnost 1.
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2 ZAKLADNI POJMY V TEORII HER

Clovek je prirozert vystavovan ve svém Zivosituacim, ve kterych se musi rozhodovat.
V kazdé rozhodovaci situacitiie svym rozhodnutim ztratit ziskat. Teorie her se snazi
popisovat rozhodovaci situace a na zaklaalyzy moznych rozhodnutiditrjak velky je
mozny ziskei ztrata [4]. Aby bylo mozné rozhodovaci situaceenzatickyiesit je poteba
pievést do matematického jazyka. V této kapitole a&ime klasifikovat rozhodovaci

situace.

2.1 Matematické modely rozhodovacich situaci

Teorie her se snazi rozhodovaci situace popisovatemmatickym modelovanim.
Rozhodovaci situace je mozné matematicky popsa gpisoby. Mizeme navrhnout
obecny model ve forth soustavy matematickych objéktkterym Ize popsat vSechny
mozné situace. Nevyhodou tohoto obecného modeluel® sloZitost pro &né
rozhodovaci situace. Proto se pouzivaji zakladrtematické modely, které jsou men
obecné a jsou specifické pro konkrétni situace.tdepozadavek spuje model

rozhodovaci situace, ktery budeme nazywatv normalnim tvaru

V kazdé rozhodovaci situaci vystupufiraci. Hr& je kazda osoba, institucei

mechanismus, ktery ime svym rozhodnutim nebo zasahem do hry ovlivngledek.
Hr&e dElime nainteligentnj neinteligentni Inteligentni hré se snazi maximalizovat §v
zisk a minimalizovat svoji ztratu. Pod pojmem neligentni hrd si predstavujeme
mechanismy, které svoji rozhodovaci strategii vai zaklad nahody. Jako dostajici

piiklad uvadime peasi, u kterého nefieme s ufitosti predpodét jak se zachova. Ret

hr&t bude vzdy kongy a budeme je zga ¢isly 1, 2, ... , N. MnoZinu vSech i@
ozn&ime jako Q ={1, 2, ... , N}

Kazdy z hré ma k dispozici uiitou mnoZinustrategii ze které mze v dané situaci
vybirat konkrétni rozhodnuti. Kazdy kra e Qvybira z mnoziny X,, ktera obsahuje

vSechny jeho strategie. Mnozing je tedyprostor strategii hrée i.

Kazdému hré& nalezi takévryplatni funkceM, (x). Jestlize vyplatni funkc/, (x) bude mit
kladnou hodnotu, htgje v zisku. Pokud naopaki, (x) bude navyvat zaporné hodnoty, je

hr& ve ztrat.
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Hru v normalnim tvaru fiteme tedy kratce zapsat nasledovn
{Q; X1, Xy oot X s ML (X), M, (X),...,M  (X)}. (2.1)

DalSi popis rozhodovaci situace fga ve tvaru charakteristické funkcdento tvar
popisuje hry, ve kterych se Wrégsnazi maximalizovat své zisky pomoci itwni koalic.
Zalezi také na postaveni kiiav koalici. Pokud jeden héama majoritijSi postaveni ve

sdruzeni, mze to mit vliv na rozéleni zisku v koalici.

V popisu hry ve tvaru charakteristické funkce, budeltastniky taktéz ozravat cisly a
nazyvat hréi. Koalici miZzeme charakterizovat soupisefisel hr&u, kteri koalici tvari.

Muzeme tedy mluvit o koalicich jako podmnozinach mnpZ): K < Q,L < Q,.... Je-li

napiklad Q = {1234} jsou mozné koalice n&lad {124};{1};{34} atd.

Jsou-li K;,K,,...,.Ks vSechny mozné koalice z dané mnozinyctr®, mazeme kazdé
z koalic giradit ¢islo v(K ), j = 1,2,...,s, udavajici celkovodastku, kterou si koalic&,

mize zajisti bez spoluprace s tirdteri v K; nejsou.

Posledni popis rozhodovaci situacehj@ v explicitnim tvaru Hra v explicitnim tvaru

popisuje rozhodovaci situaci ve fafrgrafu.

Predstavme si jednoduchyipad hry nim, kdy dva hta maji pred sebou dv hroméadky,

Z nichz kazda se sklada ze dvou fazoli.¢ktidlo 1 musi vzit z jedné hromadky jednu nebo
dvé fazole. Odebrané fazole se do hry nevraceji. Pgégonma tahu hrécislo 2. Ten ogt
musi vzit z jedné (neprazdné) hromadky jednu neksofakzole, které se taktéz nevraceji.
Pak je naac hr& 1 se stejnymi moznostmi atd. Prohrava tert hkéery musi vzit ze hry

posledni fazoli.
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~ B\
i, j — hréi

k —¢islo tahu

r, s — rozliSeni pozic
- J

o)

Obr. (2.1)

2.2 Klasifikace rozhodovacich situaci

Abychom mohli zvolit optimalni chovani v jednotlisly rozhodovacich situacich, je nutné
co nejlépe specifikovat vSechny okolnosti, za ktkryjjednotlivi &astnici voli sva
rozhodnuti. Rozhodovaci situace je mozné klasiféqodle nasledujicich kritérii: pet
Gcastnila, pritomnost ¢i nepfitomnost nahodnych mechanigminformovanost hré&i

v okamziku jejich rozhodovani, pet moZznych strategii, Apob generovani akbni vyher.

V mnoha rozhodovacich situacich hraji zasadni Ulvdhodné mechanismyak uz bylo
fe¢eno, nahodny mechanismus nazyvame jako neintefigentrge. V&tSinou rozdleni

na inteligentni a neinteligentni Beanestai, protoZe kktefi rozhodovatelé nesou v sob
prvky racionality, ale saiasré nevyuzivaji dsledré vSech moznosti k dosazeni maximalni
vyhry. Stupa inteligence, zapojené do volby strategii, Ize pd)nmrametrempe<0,1>
stim, Zep= 0zna&i absenci inteligentni slozky p= Zha&i inteligentniho hrée. Takto
charakterizované hté nazyvame-inteligentni

Jsou-li vrozhodovaci situaci alespalva inteligentni hrd, budeme nazyvat takovou

rozhodovaci situacikonfliktem Vedle inteligentnich htd se mohou v konfliktu

vyskytovat i hréi neinteligentni nebo p-inteligentni.

Pokud je v rozhodovaci situaci pouze jedert hindeligentni a jeden h&aneinteligentni,

budeme mluvit dozhodovani f riziku neborozhodovani fi nejisto¥. Pokud inteligentni
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hr& zna rozlozeni prawgodobnosti, podle&noz neinteligentni htavoli své strategie,
hovaime o rozhodovéniipriziku. Pokud inteligentni htdneznd toto rozloZeni pouzivame

ozna&eni situace rozhodovanti mejistot.

U konflikta, v nichZ se strategie sklada s postupnycli,tghdilezité rozlisit gipad, kdy
hr&i maji pred kazdym tahemipsnou informaci o tom, co se doposud v partio cbd
piipadi, kdy tyto informace jsowast&né. V prvni pipad mluvime ohrach s Uplnou

informaci v druhém pipadt o hrach s neuplnou informaci

Dale rozliSujeme jestli vSichni hfiamaji kon€né mnoho strategii a nebo vSichni &ira
vybiraji z nekonén¢ mnoho strategii. Matematicky aparat, ktery se zboou modeil

vyuZziva, se v obouifpadech liSi. Analogicky se hry nazyvkfineg'’né a nekonéné

Pti rozhodovani je dlezitym voditkem roz&éleni vyher. Pokud je sdat vyher vSech hta
vzdy roven konstast pak se modely nazyvajiiry s konstantnim sotem U hry
s nekonstantnim sdiem zavisi celkovy objem vyher na tom, jaké stratelgi&i voli.
Rozhodovaci situace, jejichz modelem je hra s konistm sottem, ma pro hi& vyrazi
antagonisticky charakter. Pokud v takovém modedierehré ziska vyhodu, pro druhého
hr&e to znamena stgjrvelkou nevyhodu. U her s nekonstantnimcsenn méa smysl pro

hr&e uvaZovat o spolupraci a snazit se ziskat catipastku pro dleni vyhry.

Antagonisticky konflikt je hra dvou h&@, ktei stoji proti sob. To znamena, Ze kolik
jeden z nich ztrati ziska ten druhy. Neantagomgtionflikt je konflikt taktéZz dvou hr§
ale jejich zajmy nemusi byt v protikladu. Je dokeng/hodné spolu vytwd dohodu,

koalice.

2.3 Matematicky model a realita

Pti aplikaci teorie her se snazime proveést rozbongddrych rozhodovacich situaci a na
jeho zaklad provést podklady pro racionalni rozhodnuti. Temtpbor mizeme provagt
ze dvou hledisekNormativni hledisko (stanoviskgopisuje jak se ma v rozhodovaci
situaci chovat &astnik vystupujici v roli inteligentniho & Deskriptivni hledisko

(stanoviskopopisuje jak se bude v situaci chovairpérny jedinec.

Teorie her studuje rozhodovaci situadedevsim z hlediska normativniho. Deskriptivni

hledisko je spiSeifpdnttem studii psychologickyc#i sociologickych. [5]
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3 ANTAGONISTICKE HRY

Antagonistickym konfliktem zde budeme roz&tmozhodovaci situaci, v niz vystupuji dva
inteligentni rozhodovatelé, Kiesi po voll& svych rozhodnuti rozti pevnoucastku, jejiz
vySe nezavisi na tom, jak& rozhodnuti zvolili. Magétickym modelem antagonistického

konfliktu je hra v normalnim tvaru s konstantninu&em
{Q =112} X,Y; M, (X, )M, (x, y)}, (3.1)

kde pro vSechngx, y) e X xY plati M,(x,y) + M, (X, y) = konstantni .

3.1 Optimalni strategie v antagonistickém konfliktu

Nyni nas bude zajimat jaké strategie z prasa Y jsou optimalni. Pokud zvySeni vyhry
jednoho hrée znamena automaticky zmenSeni vyhry druhéh@ehrpak za definici
optimalni strategie povazujme: strategie X a yeY budou optimalni pokud si hiia
volbou jiné strategie nemohou zvysit svoji vyhrytd strategie se nazyvajovnovazné
(optimalni). Rovnovazné strategie jsou definovaoyze jako dvojice. Nefize se tedy

stat, aby jeden hearovnovaznou strategii ¢ha druhy nikoliv. Strategiexe X, xe X

nazveme rovnovazné, jestlize plati:
M, (%, Y) <My (x.Y),
M, (X, y) <M, (x,y) (3.2)

pro viechnaxe X ayeY.

Pti hledani rovnovaznych strategii je uZié \wdét, Ze kazda hra s konstantnim &eumn je
ekvivalentni s hrou v normalnim tvaru s nulovym &em. ProtoZe je jedno, zda se dira
v antagonistické ie snazi kazdy maximalizovat svou vyhru nebo zda ssazi
maximalizovat rozdil mezi vlastni vyhrou a vyhrowtvnikovou. Rovnovaznou strategii
hledame ve hrach s nulovym stem a hry s konstantnim stiem gevadime na tvar hry

s nulovym sottem. Hru s nulovym sdtem zapiSeme takto:
Q=112 X,Y;M(x,y)}. (3.3)

Pro rovnovazné strategie u her s nulovymésem pro vSechnxe X ayeY plati:
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M(X,Y) SM(x,y) SM(x.y). (3.4)
Cislo M (x, y) se nazyv&ena hry

Véta 3.1.Nech’ (3.1) je hra s konstantnim siam rovnym K. Potorﬁ& jsou rovnovazneé

strategie ve Fe (3.1) tehdy a jen tehdy, jsoujy rovnovazné strategie véens nulovym

sowtem (3.3), kdeM (x,y) = M, (X, y) — M, (X,y) .

Antagonistickou hru rizeme vyjadit jako tzv.maticovou hru

3.2 Maticova hra

V antagonistickém konfliktu maji hténa vyker z kon€né mnoho strategii:

X ={12,...,m},

Y ={12,...,n}. (3.5)

Na zaklad volby strategie Ize pro kazdého teésestavit vyplatni funkce, kterych je takée

koneiné mnoho, pesrgji mn Takovou funkci Ize fehledré zapsat ve foreatabulky, v niz

[y aoys

Ozna&ime-li M(x,y)=a,, pro xe X,yeY, mizeme vyplatni funkce dostat& popsat
pomoci matice typu(m,n )s prvky typu a, . Tuto matici nazyvamematice hry a

zapisujeme ji ve tvaru:

8, &, ... &,
A_|B Bz B | (3.6)
&y @my - Ay

Konflikt (hra), kterd ma prostory strategii (3.5% &yplatni funkci zadanou matici hry (3.6)

se nazyvanaticova hra

Nyni nas zajima, jak najit rovnovaznou strategittiiv maticoveé be. Zakladni mysSlenkou
pii hledani optimalni strategie obou &idje snaha maximalizovat svoji vyhru tim, Ze
usiluieme o maximalni ztratu protilk& Hr&i tedy uvazuji pro kazdou svoji strategii

vSechny moZzné strategie oponenta a hledaji takstrategii, ktera je nejmérposkodi.
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Jestlize se v matici vyskytuje prvek, ktery je &mré nejmenSi naadku, v gmzZ se
nachazi a samasré nejwtsi ve sloupci v &mz se nachazi, udava nam tento bod optimalni

strategii. Tento prvek nazyvansedlovy prvekmatice. Tento sedlovy prvek nam udava

cenu hry.

5 -13

1 -2 8 3.7)
7 -3 9

Ne vzdy vSak sedlovy prvek existuje matice A (3\8j¢échto gipadech se zavadi smiSené

strategie. Vypdet rovnovaznych strategii se provadi metoliiwearniho programovani

[o -5/2 —2}
A= (3.8)
-1 3 1

3.3 Linearni programovani

Pojem optimalnii rovnovazné strategie v teorii her souvisi s pojmextrému funkce na
mnozirg. Vyhleddvanim extrému funkceiip podminkach se zabyvd matematické
programovani. BDlezitou ulohou matematického programovani je uldivearniho
programovani. Jde dipad, kdy vSechny funkce vystupujici v zadani Glotatematického

programovani jsou linearni.

Linearni programovani ndm pdite vyeSit maticovou hru, pokud hra nema jednénya

sedlovy prvek. Maticovou hru tedgSime pomoci linearniho programovani.

M¢&me maticovou hru s prostory strategii (3.5) a piatiry (3.6). Hru dvou htd

s nulovym sotitem s prostory strategii

XS ={x; X' =X X X b DX, :szo}

i=1

\A ={y; Y =V Yo Y b DU Y, =ly20} (3.9)
a s vyplatni funkci

M 3(x,y) = sziaij Yi = x" Ay

i=1 j=1
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nazvemesmisSenym roz&nimmaticove hry.

Prvkim z pivodnich prostar strategie X a Y budemetikat ryzi strategie prvkim

z prostoft X° a'Y® budemeikatsmiSené strategie

V ramci smiSenych roz&ni Ize najitteSeni vSech kogmych antagonistickych konflift

Tento faktrika wta 3.2, ktera se nazywakladni ¥tou maticovych her
Véta 3.2.SmiSené roz&ni maticové hry mé&esSeni v rovnovaznych strategiich.

Véta 3.2 je matematické tvrzeni, ktdii&a, Ze pro kazdou matici A existuji dva vektory

xe X% ayeYS tak, Ze nerovnosti
xTAy<x Ay<x Ay (3.10)
plati pro vdechnae X° ayeY®.

Véta 3.3.Rovnovazné strategie smiseného vergimaticové hry se nemi, picteme-li ke
kazdému prvku matice hry totéz kladné nebo zapdsieéc. Cena hry s takto poZnénou
matici jev+c, kde v je cenazvodni hry.

Neclt xe X® a yeY?S jsou rovnovazné strategie smigeného teméihry s maticA. Pro
tyto strategie plati nerovnosti (3.10). J&Ilmatici typu(m,n) sloZzena ze samych jedsk,

je xX'Ey=1. Klevémué¢lenu v (3.10) mizeme picist ¢islo ¢ zapsané ve tvarex' Ey,
k prostednimuclenu v (3.10) fitemec ve tvaru cx Ey a obdoba k pravémuclenu

piictemec ve tvaru c;<T Ey. Po Upra¥ dostaneme:
X (A+CE)y<x (A+CE)y<x (A+CE)y. (3.11)

Tyto nerovnosti jsou obdobou nerovnosti (3.10) matici A+ cE. Jsou tedy;< a §/ také
rovnovaznymi strategiemi veidns maticiA+ cE.
Tvrzeni &ty 3.3 je velmi nazorné: hry s matié&i a s maticiA+cE se liSi jen v tom, Ze

v druhém pipact hr&i po skorteni konfliktu dostanou nebo zapl&astku ¢ a to bez

ohledu na to, jaké strategie zvolili. Tato pew#stka nema vliv na strategické uvahy.
Potom jist existuje kladn&islo v tak, Ze pro libovolné pevnée X*° a vdechnayeY?®

plati
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v<Xx Ay. (3.12)

Funkce f (y) = X' Ay je vSude VY° spojita a kladna ¥ ° je pevna mnoZzina. K tomu, aby
nerovnost (3.12) platila pro v3echiyae Y °, stai, aby platila pro véechnﬁe Y tvaru [1,

o, .. 0,101, ..0],..1O0,0, .., 1], tj. pro zy strategie. Abychom to &kili, staci
provést linearni kombinaci nerovnosti, které vzoiknkdyz do (3.12) dosadime uvedené

ryzi strategie, a koeficienty,, y,,...,Y, :

an;(l + a21;(2 ot aml;<m >v(y=[10,...0]),
a,, X1+ @y, X2 + ...+ 8, Xm = V(y = [00,...1]) . (3.13)

Vektor x bude optimalni strategii ht& 1 av bude cenou hry, jestlize bude platit sasrE
(3.13) a

X1+ X2 + oot Xm =1, x>0, (3.14)

a jestlize se podaurcit §/ tak, aby pro vdechnae X° platila i druh&gast podminek

(3.10) tj.
x"TAy <v. (3.15)

Nerovnost (3.14) bude platit, jestlize budou plptitiminky obdobné k (3.13), ziskan&tp

dosazenim ryzich strategiic X ° do (3.15):

a:l.l;/l + a1292 +ot a:I.n?n < V(X = [:LO!D]) ’

a,y, +a,Y,+..+a, y <v(x=[00,..1]). (3.16)
Aby y byla strategie, musi platit i

Yo+ Y, ot Y, =1, y>0. (3.17)

V uvedené soustéye negijemné, Ze neznamase vyskytuje na druhé stkanerovnosti

nez zbyvajici nezndmé. To odstranime tim, Ze zawed®vé nezaporné prémmé vztahy

P, =Xilv, o} =§/i/v (3.18)
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(i=212...m j=12...,n). Pak mizeme podminky (3.13) a (3.16)¢psat jako

a,p+ay,p,+...+a,p, =1,

a:I.npl'i_a'Zn p2+"'+amnpm21’ (319)
a

a,,0, +a,,q, +...+a,,0, <1,

a0 +a,,0, +...+a,,0, <1. (3.20)

Nahlizejme nyni na (3.19) jako na omezeni uUlohgdmiho programovani, ktera ma

Ucelovou funkci

P+ P, +...+p, (=1/v), (3.21)

kterou mame minimalizovat. Na nerovnost (3.20) iZajine jako na omezeni ulohy k

(3.19), (3.21) dualni. Aby Slo o ulohu dualni, mkisii pisluset delova funkce tvaru

0, +q, +...4q, (=1/v) (3.22)

A tuto funkci je teba maximalizovat. ProtoZze vSechny prvky maticgsou kladne, je
ziejmé, Ze ob tlohy maji pipustné strategie, a tedy i optimalni strategidaé vidt, Ze
spoleéna hodnota vyplatnich funkci dualnich dloh neninéba’ p,=p,=...=p, =0

neni gipustné pro (3.19).

VyieSime-li dive zmirgné ulohy linearniho programovani, nalezneme tgeczapotebi:
Sta&i za vvzit prevracenou spobaou optimalni hodnotu vyplatni funkce ® a Y/j

vypciitat ze vztah (3.18). V gipadt, Ze matice hry mé sedlovy prvek, musime oviem

dostat strategie ve tvaf0,0,...1,...0]. [2]

3.3.1 Simplexova tabulka

Pro teSeni uloh linearniho programovani secas§ji pouziva simplexova metoda.
Simplexova metoda existuje &znych Upravach zalozenych na stejné mysSlence. kik&le

spaiva v tom, Ze vyjdeme ze zakladnifeseni soustavy a postupujeme vzdy k sousednim
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zakladnimieSenim tak, aby stéle rostla hodnotaldvé funkce. Pokud sousedni zakladni
ieSeni maji hodnotycelové funkce nizSi nebo stejné, indikuje to, Zegsmalezli bod
maxima w@elové funkce. Simplexova metoda se ¢asgji vyklada jako upravena

Gaussova-Jordanova elimima metoda prdeSeni soustav linearnich rovnic. [3]

Pro feSeni pomoci tuzky a papiru se Wgouspsada do tabulky, aby nebylo nutné

piepisovat nazvy prosmnych.

Ulohu linearniho programovani, kterou budetegit, zapisujeme ve tvaru

C,% +C,X, +...4+C, X, = max (3.23)
pii podminkach

a; X +a,X +...+a,X, <b,

A, X, + 85X, +.+ 8, X, <D,

2n”"*n

......................... (3.24)

a X +a.,X +...+a, X <b.,

X =0,x,20,..,x,>0.

Pfi numerickémieSeni se Uloha (3.23), (3.24) upravuiggnim gidatnych prominnych
Xn+1 » %n+2 5 ..., X+m tak, aby omezujici podminkyédhy tvar soustavy rovnic a podminek

nezapornosti a jinak byly evidentnimigobem s fivodni soustavou (3.24) ekvivalentni:

A X+ aX, tet X, + Xy, =Y,

A, X 850X, F ot Ay X + X5 =b,,
..................................... (3.25)
A X +a,,X, +.ta X, +Xoom =D,

X =0,x,20,..,x,>0.

Pro soustavu (3.25) hledame takdegenix,+1, X2, ..., %+m , Kde slozkag je maximalni

a ostatni sloZzky jsou nezaporné. Jeti#geni soustavy (3.25)tueme ziskat snadno bez

pocitani tim, Ze dosadimg = 0, ..., % = 0. Potom ovSem bud& = 0, coZ obec# neni
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nejwtsi mozna hodnota, . Abychomx, maximalizovali, musime se snazit vyeliminovat

jiné proneénné nez ty, které jsou vyeliminovany hned nagbku v soustay(3.25).

Budeme postupovat tak, Ze najdeme fie@klicovy sloupectj. sloupec, v&mz bude
leZet kitovy prvek. Vybereme zaénten sloupec, ktery ma v posledni rovnici nejmensi

zaporny koeficient. Na tabulce 3.1 jsou posledwuhice ozn&eny ZIut.

Dale budeme hled&icovyFadek Vydélime pravé strany omezeni (zelena barva v tabulce
3.1) kladnymi prvky vybraného Kibvého sloupce a za kbivy vybereme ten, jemuz
prislusi nejmensi podil. Touto volbou ddivého fadku zajiSujeme, Ze se na pravych
stranach soustavy (3.25) nikdy neobjevi zapotisbo, a tedy i v nasledujicim kroku

dostaneméesSeni vyhovujici podminkam nezépornosti kladenymroagnné.

Za klicovy prvekvybereme potom ten, ktery lezi naag&iku klicového sloupce a
klicového radku. V tabulce 3.1 je kazdy &tivy prvek t@né. Dovolenymi Gpravami
soustavy rovnic potom ziskame na miklicového prvku koeficient 1 a pod &tivym

prvkem a nad nim koeficienty 0. V takto transformo& soustay rovnic se mezi
vyeliminované prordnné z@adila rekterd z prominnych x; ,...,% . Na transformovanou
soustavu pouzijeme nyni stejného postupu jako mataeu @vodni. To opakujeme tak

dlouho, dokud existuji v posledni rovnicijaké zaporné koeficienty.

Pokud v této rovnici jiz Zadné koeficienty nejsgeikon&né soustavy rovnic jiz hledané
ieSeni ulohy linearniho programovaniiinpo patrné: Hodnoty vyeliminovanych
proménnych ge¢teme na pravych stranach rovnic, kdykediim za vyeliminované
proménné dosadime nuly. Naztemo v tabulce Sedou barvou. Takto ziskame hodnoty
vSech prominnych ze soustavy (3.25). Optimalni strategie jmopopsana sloZzkanxi

,.... %, zatimco slozkaxy (hodnota je vtabulce oz¥ena cerver®) udava maximalni

hodnotu vyplatni funkce. [1]
Vypocet si ukdzeme pomocfigladu:

Uvazujme hru s matici (3.8). Tato hra nebedeni v ryzich strategiich, a musime proto
vySetovat jeji smiSené roz&hi. Pro vypoet potebujeme, aby byli vSechny prvky matice
hry kladné. Eipocteme proto ke kazdému prvku matice stejnou klackamstantu, nap
c=3. Tim jiz dostaneme matici s poZzadovanymi vlastmastjejiz optimalni strategie

jsou stejné jako u hry sipodni matici. Budeme tedy pracovat s matici
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3 1/2 1
2 6 4|

Z dudlnich uloh linearniho programovéani budews@t pochopiteldé jen jednu, a to tu, jejiz

omezeni maji tvar (3.20). Pro na$pad dostaneme tuto tlohu

Maximalizovatq, =q, +Q, + 0,
pfi omezenich

30,+0,/2+0, <1,
29,+6q, +4q9, <1
9,=20,0,20, g, =0.

Postupem popsanym o p&adki vySe najdemeieSeni uvedené ulohy linearniho

programovani. Vyp&et je uveden v Tab. 3.1.

qQa o) ds a4 gs
3 1/2 1 1 0 il
2 6 4 0 1 1
-1 -1 -1 0 0 0
1 1/6 1/3 1/3 0 1/3
0 17/3 10/3 -2/3 1 1/3
0 -5/6 -2/3 1/3 0 1/3
1 0 4/17 6/17 -1/34 | [11/34
0 1 10/17 -2/17 3/17 1/17
0 0 -3/17 4117 5/34 13/34
il -2/5 0 2/5 -1/10 3/10
0 17/10 il -1/5 3/10 1/10
0 3/10 0 1/5 1/5 BB |
Tab. (3.1)

Resenim této Glohy je

g, = 3/10, 9, =0, g, = 1/10, g, =0, g, = 0.
Dualni dloha m&eseni

p, =1/5, p, =1/5.

Optimalni hodnota vyplatni funkce méa hodnotu 2/8./& Pro ol feSeni. S pouZzitim

vzorai (3.18) dostdvame optimalni strategiederd

Xi=1/2, Xo =1/2
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a optimalni strategie hté 2
y,=3/4,y,=0,y,=1/4.
Cena smiseného rogi hry s ivodni matici (3.8) je potom 5/2 — 3 = -1/2.

V konfliktni situaci, jejimz matematickym modelemgmiSené roz&ni hry s matici (3.8),
tedy (astnici tedy optimakh rozhoduji takto: Prvni dastnik kona fed rozhodnutim
nahodny pokus, jehoZz vysledkem je s pggatiobnosti 1/2¢islo 1 a se stejnou
pravéEpodobnostic¢islo 2. Druhy dastnik kona fed rozhodnutim n&hodny pokus, jehoz
vysledkem je s prawgodobnosti 3/4 ¢islo 1, s pravepodobnosti Oc¢islo 2 a
s prav@podobnosti 1/4¢islo 3, a své rozhodnuti voli &p podle vysledku tohoto

nahodného pokusu.
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. PRAKTICKA CAST
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4 PRIKLADY

V této kapitole si na ifkladech nazorh ukazeme, jak aplikovat teorii her do realnych

situaci.

4.1 Hra v normalnim tvaru

Zadani:Dva hré&i hraji hru. Hr& &islo 1 voligislo z intervalu(0100 a hré ¢islo 2 voli

gislo z intervalu(2080) nezavisle na ht@l. Po zveejnéni voleb hré 1 dostane od heé

2 ¢i odevzda hré& 2 ¢astku rovnou rozdilu zvolenyctisel. ZapiSte model této jednoduché

salonni hry. A odhadite optimalni strategii.

ni:Model této hry je hra v normalnim tvaru

Rese
{{12};(0100),(2080); M, (%) = X, — %, M, (X) = =X, + X, } (4.1)

Optimalni strategie pro hta 1 je ¥ =100 a pro hrde 2 je optimalni strategie
X2 = 80.Hr& 2 tedy musi zaplatit ka1l kaZzdou hrwastku 20. Kdo se odchyli, zhorSi

svij vysledek.

4.2 Hra ve tvaru charakteristické funkce

ZadanilUvaZzujme situaci, v niZz se vybira tym pro projektdpské unie. Tym bude muset
komunikovat v anglickém, émeckém, francouzském a ruském jazyce. Doérgleeho
fizeni se fihlasilo celkem pt uchazed. Uchazé 1 ovlada anglicky a francouzsky jazyk.
Uchaze 2 pouze rusky. Uchaze3 némecky a rusky. Uchazed4 anglicky a amecky a
uchazé 5 francouzsky. Tym zisk&stku 100. Vypiste nejmensi mozné koalice, kterg ma

Sanci ziskat projekt. Vygtste, kolik koalic nema Sanci ziskat projekt.

ReSeni:Maximalni paet koalic je 2° —1=31. Nejmensi mozné koalice, které maji $anci

na usgch
v({13}) =v({124}) =v({245}) = v({345}) =100. (4.2)
Koalice, které maji také Sanci na &ep, ale jsou nepraktické

v({123}) =v({134}) = v({135}) =v({1234}) =v({1,245}) =v({ 2345}) =Vv({1345}) =
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=v({ 12345}) =100. (4.3)

Patet koalic, které nemaji Sanci na zisk projektu hinyyje roven rozdilu celkového ¢toi
koalic a p@tu koalic, které maji Sanci na @sh. P@et neaspsSnych koalic je roven 19
(31-12).

4.3 Maticova hra

4.3.1 Ryzi strategie

4.3.1.1 Petr a Hynek

Zadani: Petr a Hynek hraji karetni hru. Petr ma v ruce ykéit (dvojku, sedmiku a
devitku) a Hynek ma v ruce é&karty (trojku a osngku). Oba hréi ukazi sodasre jednu
kartu. Ten hr& ktery ukaze vysSi kartu, ziskava od druhéh@eétakovou sumu, jaka je
hodnota karty s mensiislem. NapiSte hru jako maticovou,cate optimalni strategie

obou hré&ut a ukete cenu hry.

ReSeni:Jde o klasicky konmy antagonisticky konflikt. Na obrazku (4.1) je Epry ve

tvaru matice pro prvniho hyé.

Hynek
3 8
2 -2 -5
Petr 7 | 3 -7
9 3 8
Obr. (4.1)

Optimalni strategie pro Petra jeeti fadek, tedy hrat devitkou. Pokud chce Hynek hréat co
nejoptimalrji, bude volit prvni sloupec, tedy kartu s trojkdnisetik téchto dvou strategii

je sedlovy prvek matice, ktery nam udava i cenu Yiriomto gipad: je cena hry rovna 3.
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4.3.1.2 Tradiéni turnaj

Zadani:Kazdy patek se v mistni vesnicitpda tradini turnaj mezi Horni a Dolni viskou.
V turnaji se vzdy utka jen jeden tym z kazdé viskpmaci maji k dispoziciit tymy.
Modry tym ma pt ¢lend, zeleny tym (i ¢leny) a Zluty tym, ktery ma jednoh@iena.
Doliaci maji tymy takéit. Tym A mactyii ¢leny, B jich ma sedm a C dva. Vyhrava ta
viska, kterd do turnaje poSle gaeirejSi tym a ziskava tolik sud piva, kolik ¢leni
porazeného tymu maji zbylé dva tymy, které se farnaz@astnili. Sestavte matici, ktera

uréi rozctleni vyher pro ob visky. A ukete optimalni strategii Horni i Dolni visky.

ReSeni:Jedna se o konry antagonisticky konflikt dvou héé. Na obrazku (4.2) je tvar

maticoveé hry pro Dolni visku.

Horni
4 7 2
519 -4 11

Dolni 3 |-6 -6 6
1/-8 -8 -8

Obr. (4.2)

Optimalni strategie Dahka je poslat do turnaje vzdy modry tym{&ni). Pro Honaky je
nejlepsi strategii poslat do hry vzdy tym B, ktema sedmlena. Priseik téchto dvou
strategii je sedlovy prvek, ktery macuje cenu hry. V tomto ifipact je sedlovy prvek

roven -4. Hoiiaci tedy kazdy patek obdrzi od sotipé sudy piva.

4.3.1.3 Véziovo dilema

Priklad pouze k zamysSler8trdznici zadrZeli dva pode&té z bankovni loupeze. M& ovsem
malo dikazi a musi tedy spoléhatipnani nebo udani. Vifpad® doznani se obou dvou
jim hrozi mensSi trest nasplet. Pokud se néjzna ani jeden, tak zaifile pijjdou pouze na
pul roku za rozbiti sejfu. Pokud se al@zma pouze jeden z nich a druhy nikoli¥izmavsi

pujde sedt na deset let a druhy bude volny. Jaka strategieq hrée nejvyhodsjsi?

Koment#: Z pohledu optimalni strategie by bylo pro oba depmket. OvSem jistou roli

zde hraji i psychologické Uvahy. Pokud totiZ jedigpi¢ zradi, m& Sanci uniknout trestu
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zcela. Tento fipad néeSime, slouzi nam ale jako nazorna ukazka tohopezd&azdy

inteligentni hré jedn& optimala.

4.3.2 SmiSené strategie

4.3.2.1 Priklad

Zadéani:Pomoci simplexové metodgsSte hru dvou hid s konstantnim sd@tem, kdyz je

dana matice vyplat prvniho [e&na obr. (4.3). Wete optimalni strategie knaa cenu hry.

2 1 4
1 3 -2
Obr. (4.3)

ReSeni:Jak vidime, tak matice neméa sedlovy prvek. Maticidmeresit pomoci linearniho
programovani. Zmeme tim, Ze k prilkn matice picteme konst. = 3, aby neifa zaporné

prvky. Dostavame tim matici na obr. (4.4).

5 4 7
4 6 1
Obr. (4.4)

ZapiSeme matici jako ulohu linearniho programovani

50, +49, +7q; <1

49, +60, + 0, <1 (4.4)
9,20,0,20,0;,20

g, +q, +g; > max
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Vypocet ulohy je v nasledujici tabulce
d: g2 ds qr 92
5 4 7 0 1
4 6 1 0 1 1
-1 -1 -1 0 0 0
1 4/5 7/5 1/5 0 1/5
0 16/5 -23/5 -4/5 1 1/5
0 -1/5 2/5 1/5 0 1/5
1 0 41/20 2/5 -1/4 3/20
0 1 -23/16 -1/4 5/16 1/16
0 0 9/80 3/20 1/16 17/80
Tab. (4.1)
Z tab. (4.1) od&eme totareSeni ulohy (4.4)
3 1
=—), =—), = 0'
O, 20 . 16 s
L S 17
optimalni hodnotadelové funkce Je%.
Dualni uloha k (4.4) je
p -3 p -t
Y200 77 16
. i : 17
Optimalni hodnota delové funkce je taktez8—o.
Nyni pouZijeme upravené vzorce (3.18) pro Wgiagovnovaznych strategii
v Pi N q;
i =— a = —
1/v i 1/v
i=12, ..,m j=1 2, .., n)stim, Zevlje vypcitana optimalni hodnotacélové

funkce. Rovnovazné strategie jsou rovny

- 12 - 5 -

X1=—,X2=—,X3=0,
17 17

_ _1_2 9 B 5

o177 7% 17

Cena hry je rovna:IL—7 -3= 11—2 .
80 17
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ZAVER
V praci jsem se snazil srozumit&lobjasnit matematicky aparat pelhny vibec ke studiu

her. Dale jsem seémoval popisu a definici konflikt v teorii her. Jak se dajiazre

zapisovat hry.

Zvlastni odstavec je émovan maticovym hram, na kterych je postavené tiriea
programovani a metoda simlexové tabulky. Tyto mgfedu rozvijeny samostatm je jim

vénovana dostat®ea pozornost.

V praktické ¢ésti jsou piklady k procvéeni nadené latky. Snazil jsem se, abjikpady
byli stredrg obtizné. Jsou spiSe na pochopeni latky a k ndaoprikladam.
Souwasti prace je i prezentace v MS PowerPoint. Taticerje pouze Vv elektronické

podolz. V praci jsou piklady z praktick&asti. Prezentace jedena jako gebni ponicka

k teorii her.

Myslim, Zec¢ten& by nengl mit problém s pochopenintiva.
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ZAVER V ANGLI CTINE

At work | have tried to clearly explain the mathéiwa machinery needed to study theory
of games at all. In addition, | spent a descriptama definition of conflict in the theory of

games. How can write the game differently.

Special paragraph is devoted to matrix games orhwihiis built the linear programming
and simplex method. These methods are being deaelsgparately and are given enough

attention.

In the practical part of the work are exampleseafthed compounds. | tried to be examples

no high level. They are rather to understand ttstsunce and illustrative examples.

Part of this work is the presentation in MS Pow@nRdlhis work is only in electronic
form. There are examples of the practical part. pitesentation is intended as a classroom
aid to the theory of games. | think the reader khoot have a problem with understanding

the curriculum.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOL U A ZKRATEK

Obr. Obrazek

Tab. Tabulka
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SEZNAM OBRAZK U

Obr. (2.1) — ukazka zapisu hry v explicitnim tvaru
Obr. (4.1) — maticova hra prdgiklad Petr a Hynek
Obr. (4.2) — maticova hra prdgiklad Tradéni turnaj
Obr. (4.3) — zadani maticové hry priikbad

Obr. (4.4) — upravena maticova hra prgBRd
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SEZNAM TABULEK
Tab. (3.1) — simlexova tabulka (n&z&rn

Tab. (4.1) — simplexova tabulkai{klad)
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SEZNAM PRILOH

Priloha je pouze jedna a to v elektronické padalytvorena v programu MS PowerPoint

S nazvem Teorie her.



