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ABSTRAKT

Prace se zabyva vypocétem a vyuzitim nulovych boda nelineérnich rovnic. Teoretickd ¢ast
prace popisuje humerické metody, které vedou k urc¢eni nulovych bodi rovnic. V praktické
¢asti prace jsou tyto metody realizovany v prostiedi Mathematica. K nalezeni nulovych
bodl jsou také pouzity ptimo funkce softwaru Mathematica. Vyznam hledani nulovych
bodi je ukazadn na pfikladech z inzenyrskych aplikaci, zejména zfidicich nebo
informacnich technologii. Cilem prace je popsat zplsoby feSeni nelinearnich rovnic a

ukazat jejich vyuziti v praxi.

Kli¢ova slova: nulovy bod, koten, numericka metoda, nelinedrni, transcendentni rovnice

ABSTRACT

Work deals with the calculation and application of the zero points of nonlinear equations.
The theoretical part describes numerical methods that lead to the determination of zero
points of equations. In the practical part, these methods are implemented in the
Mathematica environment. To find the zero points are also used directly function of the
software Mathematica. Importance of seeking zero points is shown in examples of
engineering applications, especially of control or information technologies. The aim is to

describe methods of solving nonlinear equations and show their practical use.

Keywords: zero point, root, numerical method, nonlinear, transcendental equation
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UvVOD

V dne$ni dob¢ dokazeme véci, kterym lze pfifadit hodnotu, matematicky popsat. Tak
muizeme nejriznéj$i problémy analyzovat, simulovat, optimalizovat... Tento matematicky

popis Casto tvofi rovnice nebo vice rovnic.

Rovnice lze rozdélit na algebraické rovnice, oznacované téz jako polynomidlni rovnice, a
nealgebraické rovnice, oznaCované téz jako transcendentni rovnice. Jako algebraickou
rovnici n-tého stupné o jedné nezndmé oznacujeme rovnici ve tvaru a,x" + a,_;x" " +
+ ... + a;x + ay = 0, kde levou stranu rovnice tvoti polynom n-tého stupné s a,, # 0 za
predpokladu n > 1. Pokud rovnici nelze vyjadfit ve tvaru algebraické rovnice, pak
mluvime o rovnici nealgebraické. Transcendentni rovnice dale miizeme rozd¢lit na nizsi a

vys$§i. Mezi vyssi patii diferencialni rovnice, kterymi se tato prace nezabyva.

Cislo, po jehoz dosazeni za nezndmou proménnou se rovna leva a pravéa strana rovnice,
nazyvame kofenem rovnice nebo také nulovym bodem. Nazev nulovy bod vznikl ziejmé
z geometrického znazornéni. Rovnici pfevedeme do tvaru, kdy je na jedné stran¢ nula a
vyneseme ji jako funkci do kartézské soustavy soutadnic. Tam kde funkce protne osu X se
nachazi nulovy bod. Mnozinu vSech kofenli oznaujeme jako feSeni rovnice. Algebraické
rovnice do Ctvrtého stupné jsou obecné vzdy analyticky feSitelné. Je dokdzano, ze nemuze

existovat obecny vzorec fesici jakoukoli rovnici patého a vyssiho stupné. Potom je tieba

feSeni hledat numerickymi postupy.

Numerickym hledanim kofene rovnice je minén takovy postup, kdy se hodnoty konkrétné
vyCisluji. Nenalezneme tedy obecné feSeni jako pifi analytickém postupu. Tato prace se
zabyva numerickymi postupy pro nalezeni kotfenti nelinearnich transcendentnich rovnic.
Postup je obecné takovy, Ze sestavime iteracni funkci. Tu vycislime pro zvolenou
pocateéni aproximaci ¢i vice pocatecnich aproximaci kofene a jako vysledek obdrzime
presnéjsi hodnotu aproximace kofene. Itera¢ni funkci vyhodnotime s novou aproximaci a
cely postup stale opakujeme, dokud neni vysledny nulovy bod dostate¢né piesny. Tento
proces lze provést riznymi metodami, které se li§i svou naro€nosti pfi vypoctu, robustnosti
a rychlosti zptesiovani kofene, tj. rychlosti konvergence. Takovych metod je celd fada a
teoreticka Cast prace popisuje nejpouzivanéj$i z nich. V praktické casti je na ukazku
realizovana Brentova metoda V prostiedi Mathematica, realizace ostatnich metod jsou
ptilozeny na CD. Dale je ukdzana moznost fesit rovnice piimo funkcemi v Mathematice a

na zaver je uvedeno par piikladd praktickych aplikaci, ve kterych se tyto rovnice fesi.
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1 ZAKLADNI POJMY

1.1 Definice metrického prostoru

Libovolnou mnoZinu X bodd budeme nazyvat metrickym prostorem [14], pokud je na
mnoziné¢ X déna tzv. vzddlenost, coz je jakakoliv jednozna¢na nezapornd realna funkce

o(x,y), ktera je definovana pro kazdou dvojici x, y € X a ktera spliiuje tyto tfi podminky:

1) o(x,y) =0, kdyz a jenkdyz x = y;
2) o(x,y) =0(y,x) vx,y € X (symetrie);
3) olx,y)+o(y,2) =o(x2) Vx,y,z €X (trojuhelnikova nerovnost).

Metricky prostor budeme oznacovat symbolem
R=(X,0)-0
1.2 Kontraktivni zobrazeni

Necht’ R je metricky prostor. Zobrazeni ¢ prostoru R do prostoru R se nazyva kontraktivni

[10], pokud existuje takové ¢islo a < 1, Ze pro libovolné dva body x,y € R plati nerovnost

(@), e(y)) < ao(x,y). 1)

Kazdé kontraktivni zobrazeni je spojité. Podle (1) plati, ze pokud x, — x, pak také

¢(x,) = @(x). Symbol ,,»* znamen4 zobrazeni.

1.3 Banachova véta o pevném bodé

Pevnym bodem [1] budeme nazyvat bod x zobrazeni ¢, pro ktery plati ¢ (x) = x. Neboli

pevné body jsou feSeni rovnice @ (x) = x.

Kazdé kontraktivni zobrazeni ¢, definované v Gplném metrickém prostoru R, ma prave

jeden pevny bod.
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1.4 Dikaz Banachovy véty 0 pevném bodé

Necht’ x, je libovolny bod prostoru R [10]. Polozme x; = ¢(xg), x, = @(x1) = @?(x1)

atd. Znaceni ¢?(x) znamena ¢ (¢ (x)). Obecné necht x,, = @(x,_1) = @™ (xo).
Ukazeme, ze posloupnost {x, } je cauchyovska. Pro dané m > n, dostaneme
0(n, Xm) = 0(@" (x0), ™ (%)) < @™ (X0, Xpn—n) <
< alo(xo, x1) + 0(x1,%2) + -+ + 0(Xm—n—1, Xm—n)] <
<a"o(xp,x) ) A +a+a?+--+am 1)< a”g(xo,xl)ﬁ.

Jelikoz a <1, je pro dostateCné¢ velka piirozena Cisla n tento vyraz libovolné maly.
Vzhledem k tplnosti prostoru R posloupnost {x,}, kterd je cauchyovskd, ma v tomto

prostoru limitu. Polozme
x =lim,_ x,.
Potom vzhledem ke spojitosti zobrazeni ¢ je
@(x) = p(limy, e x,) = limy e, (o) = limy 0 X 41 = .
Tim je dokazana existence pevného bodu. Dokazme jesté jeho jednoznacnost. Pokud
px)=x, @)=y,
pak z nerovnosti (1) plyne nerovnost

o(x,y) < ao(x,y),

z ¢ehoz vzhledem k tomu, Ze a < 1, plyne

olx,y) =0,tf. x =y.
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2 RESENI OBECNE NELINEARNI ROVNICE
Pro feSeni obecné nelinearni rovnice

fx)=0 )
existuje vice ruznych itera¢nich metod. Princip téchto metod spociva v iteraénim procesu
[12], [13]: Kontraktivni zobrazeni ¢ (x) nazveme iteracni funkci. Pokud vime, Ze se kofen
x = x* rovnice (2) nachazi na dostate¢né¢ malém intervalu, zvolime v tomto intervalu
pocatecni odhad x, (blizky k x*) a sestrojime posloupnost bodt xi, x5, ..., X,, ...podle
rekurentniho pfedpisu

X = (pk(XOJle ---;xk_l)- (3)

Rekurentni piedpis (3) budeme tvofit tak, aby za jistych pfedpoklad posloupnost {x, }
konvergovala ke kofenu x*. Riznou volbou ¢, (zavisejici na funkci f) dostavame rizné

iteracni metody.

Casto se itera¢ni funkce ¢ (x) voli tak, Zze hledané feSeni x* je také feSenim rovnice

x =) (4)

pfi¢emz posloupnost {x, } konstruujeme podle vztahu

X, =@(x,_q), k=12,.. (5)

Metody, u kterych se funkce ¢ se vzrastajicim indexem iterace neméni, nazyvame
Staciondrni a uzivaji se nejcasteji.
Funkce ¢ byva Casto diferencovatelna. Pokud v intervalu, ve kterém hledame feSeni, plati

l' ()l <K <1, (6)

postupné aproximace budou konvergovat k x*. Cim mensi bude K, tim rychlejii bude

konvergence.

Na obrazcich (Obr. 1) az (Obr. 4) jsou znazornény kvalitativné odlisné ptipady iteraéniho
postupu. Na prvnich dvou obrazcich je |¢'(x)| < 1 a posloupnost {x,} bude konvergovat
ke kofenu. Na dalSich dvou obrazcich je |¢'(x)| = 1 a posloupnost {x,} bude divergovat,

iterac¢ni proces tedy nepovede k feseni rovnice.
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Obr. 3. Iteracni proces pro ¢ € (1,0).  Obr. 4. Iteracni proces pro ¢' € (=0, —1).

2.1 Rad iterace

O rychlosti konvergence itera¢niho procesu vypovida tzv. rad iterace ¢i konvergence [12],

[13]. Rozumime jim takové realné ¢islo m > 1, pro které plati

l&g41] —c (7

lim =
koo g ™

kde C je konstanta, g, chyba k — té iterace, tj.

E = X — X", (8)
x* je presny kotfen rovnice (2). Ptitom predpokladame, ze konstanta C je rtiznd od nuly a ze
vptipadé m =1 je menSi nez 1. O metod¢, jejiz fad konvergence je 1, fikame, Ze

konverguje linearné, ptim > 1 superlinearné, pii m =2 mluvime o konvergenci

kvadratické atd.
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2.2 Metoda pileni intervalu

Metoda ptleni intervalu [12], [13], nékdy oznacovana jako bisekce, je jednoducha metoda,
ktera konverguje sice pomalu, zato vSak vzdy. Je proto vhodna pokud nezname blizsi
informace o poloze kofene rovnice (2). Pocate¢ni interval tak miizeme zmensit a pouzit
sofistikovanéjsi metodu s vysS§im fadem konvergence. Metoda pileni intervalu vychazi
z predpokladu, ze funkce f(x) z rovnice (2) je spojita. Potom staci nalézt dva body x; a x;
takové, ze funk¢éni hodnoty v bodech maji rozdilna znaménka. Tedy f(x;) - f(x,) < 0. Ze
spojitosti potom vyplyva, ze mezi x; a x, lezi aspon jeden kofen. Metoda funguje tak, ze
vezmeme bod lezici uprostied mezi body x; a x,, oznatme jej jako x,. Tj. x, =
(1 + x5)/2. Ke konstrukci daliiho bodu pouZijeme ten z intervald [y, xp] a [xp, x,], pro
ktery plati f(x;) - f (xp) < 0. Tj. opét interval, jehoz krajni body maji opacnd znaménka
funk¢énich hodnot. Krajni body intervalu ozna¢me opét x; a x,. Timto zplsobem

pokracujeme dale. Postup je znazornén ve vyvojovém diagramu na (Obr. 5).

( START )

ano
fr fi<O
y
Volba x; a x, tak, aby ne
f(x)-f(xy) <0. X1 = X, X2 = X,
!
fi= fGr) fﬁﬁ” fZ‘l’?’
fo= f(xz)
. ne lx; — x| < €
X1 + X2
Xp =— ano
¥ / Vypis x,,. /
= f(xp)
| STOP

Obr. 5. Vyvojovy diagram metody piileni intervalu.
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Vznikld iteratni metoda je zfejmé nestacionarni. Rychlost konvergence neni vysoka.

V kazdém kroku se chyba zmens$i na polovinu, plati tedy

%) = x| = 27", (9)

kde |x; — x,| je velikost ziskaného intervalu, r velikost pivodniho intervalu a n podcet

ptleni intervalu. Po 10 ptlenich se tedy piivodni interval zmensi vice nez 1000krat.

2.3 Metoda regula falsi

Viz [13]. Jedna se rovnéz o jednoduchou metodu, ktera se podoba metod¢ ptileni intervalu.
Vyjdeme opét z intervalu [x;,x,] takového, Ze plati f(x;) - f(x;) < 0. Oproti metodé
pileni intervalu se vSak nekonstruuje dal$i bod v polovin¢ intervalu, ale kiivka dana
rovnici y = f(x) se lokalné nahradi pfimkou a priseéik této pfimky s osou x bude dalsi
bod. Nahrazujici pfimka prochazi body [x, f(x1)], [x,, f(x3)]. Tim ndm vzniknou dva
intervaly a jako dalsi vezmeme opét ten, jehoz krajni body maji opa¢na znaménka

funkénich hodnot.

y /

Obr. 6. Metoda regula falsi.
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Nastane-li situace tak, jako na (Obr. 6), sestrojime x, pomoci intervalu [x3,x,], bod x5

pomoci intervalu [x,, x,], x4 pomoci intervalu [x,4, x5] atd., tj.

ST ) — fOe) T ) = fla)

o = f(xz) et f(x3) .

FTO) = flxs) T flas) = flx) Y
f(xz) f(x4)

S =T ) — F) T F o) — £ 2
atd.

Jedna se opét o nestacionarni metodu. Pro nékteré specidlni funkce (napf. konvexni
funkce), je ale metoda regula falsi stacionarni, nebot” potom jeden krajni bod intervalu,

Z n¢hoz urcujeme dal$i aproximaci, bude stale tentyz.

Rychlost konvergence metody je opct nejvySe linedrni, tj. mala, tento fakt je ale vyvazen
tim, Ze konverguje vzdy.

2.4 Aitkenova — Steffensenova metoda

Iteracni metody 1. fadu se daji urychlit podle nasledujici avahy [13], [5]. Pokud je ve

vzorci (7) m = 1 aindex k dostate¢né velky, budou pfiblizné platit nerovnosti
€e+1 = Cey,
Xpp1 — x5 = Cx, — x%),
X —x" = C(xp—q — x7),
z kterych vypocitame koten x* (jen pfiblizné).

2 2
X'~ = Xg—1Xk+1 — X X (o — xp-1) (11)

~ X = .
Xp+1 = 2% + Xp—q X1 — 2X + Xp—q

Pouzijeme-li tii ziskané iterace xj_1, X; @ Xi4q Znéjaké iteraéni metody, vysledek
z rovnice (11) dava obvykle lepsi aproximaci kofene, nez kterakoli iterace pouzita k jeho
ziskani. Tento postup lze ovSem pouZit jen u iteracnich metod 1. fadu.

Muzeme-li z rovnice (2) vyjadtit x, ziskame rovnici ve tvaru x = g(x).

Tzn. @(x) = g(x). Potom x;, = g(x,_1), Xp41 =90) = g(g(xk_l)). Hodnotu x

z rovnice (11) budeme pokladat za dalsi aproximaci kotfene x*. Dostaneme tak vzorec
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(g(xp—1) — xk—l)z (12)
g(g(xk—l)) —290_1) + x4

Xk = Xg—1 —

Iteracni predpis dany vzorcem (12) se nazyva Aitkenova — Steffensenova metoda pro
vypocet kofene rovnice x = g(x). Pokud volime pocate¢ni aproximaci x, dostatecné
blizko kofenu x* a pokud g'(x*) # 1, konverguje tato metoda kvadraticky. Pokud

g (x*) = 1, konvergence je pomala.

2.5 Metoda secen

Metoda secen [13], [3] vychazi z metody regula falsi (Ize ji i odvodit po aproximaci
derivace v Newtonové metod¢). Od metody regula falsi se lisi tim, ze funkce v krajnich
bodech intervalu, na némz se konstruuje dal$i aproximace, nemusi mit opa¢na znaménka.
Pti vypoctu se pouziji vzdy dve predchozi aproximace. Iterace jsou dany vzorcem

S i € R i ) B (13)
LT ) = Foe—) T flxgm) = fla)

Nazev metody pochazi z jeji geometrické interpretace: x; .1 je X-ova soufadnice pruseciku
osy X a piimky prochéazejici body [x_1, f(xr—_1)] a [xg, f(xp)], tj. seéna funkce f(x).
Iterac¢ni postup je znazornén na (Obr. 7).

Jedna se uz o staciondrni metodu. Da se odvodit, ze pokud hledame jednoduchy koten, fad
konvergence je m = % (1 + \/E) ~ 1,618. Oproti metod¢ regula falsi konverguje podstatné

rychleji (oproti Newtonoveé metod¢ pomaleji), nemusi ale konvergovat vzdy.

Obr. 7. Metoda secen.
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2.6 Newton - Raphsonova metoda

Newton - Raphsonova metoda, zkracené Newtonova metoda, viz [12], [13], [5], [3], je
jedna z nejpouzivanéjsich metod. V programu Mathematica je to vychozi metoda u piikazu
FindRoot. Nazyva se také metoda teCen, diky geometrické ptedstaveé. Princip je podobny
jako u metody secen, jen se nekonstruuje se¢na ze dvou bodu, ale te¢na z jednoho bodu.
Postup lze vidét na (Obr. 8). Odvozeni iteraéniho piedpisu pro tvorbu posloupnosti {x,} je
nasledujici:

Piedpokladejme, ze zname x;,. Bodem [x, f(x;)] vedeme teénu ke kiivee y = f(x) a

prusecik tecny s 0SOU x povazujeme za Xy 1. Do rovnice te€ny
y =) + f(x) (= x;)
proto dosadime y = 0, vyjadiime x a polozime x;,; = x. Tim dostaneme piedpis

fCxx) (14)

Xk+1 = X — f,(xk).

X t+—————-- - — —— ———

|

|

|

|

|

l |

I |

/ 7 7

X3 X2 X1

Obr. 8. Newtonova metoda (tecen).

D4 se odvodit, ze Newtonova metoda konverguje vzdy, pokud zvolime pocatecni
aproximaci dostatecné blizko ke kotenu. (Toho dosdhneme néjakou jednodussi metodou,
ktera konverguje vzdy, napt. metoda bisekce). V piipad¢ jednoduchého kotene konverguje
Newtonova metoda kvadraticky, v pfipadé vicenasobného kofene linearné. Pro iterace
Vv blizkosti kotfene uz ptiblizné plati, Ze se pocet spravnych desetinnych mist kazdou iteraci

zdvojnasobuje.

V piipadé vétsi vzdalenosti od kotfene lze pouzit iteracniho predpisu
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TG (15)
k+1 k fl(xk);
kde 0 < a <1. Timto postupem muzeme zabranit divergenci metody zplsobené

nevhodnou poc¢atecni aproximaci.

Pokud chceme zachovat kvadratickou rychlost konvergence pro vicenasobny kofen,

v ptedpisu (15) polozime a rovno nasobnosti kofene. To 1ze dokazat slozit€jSimi uvahami.
Vedle analytického vycCisleni derivace f' ji mlzeme vycislit také numericky. Napf.

Vv ptipadech, kdy by analytické derivovani bylo slozité ¢i nemozné. Napf. aproximaci

pro vhodné malé h.

2.7 Steffensenova metoda

Od Newtonovy metody a vztahu (16) je jiz jen kracek k metodé Steffensenové [5], [3].
V aproximaci derivace funkce (16) oznaéme h jako h; a nebude to jiz znamenat Cislo s

konstantni hodnotou, ale ¢islo, které se s rostoucim indexem K blizi k nule. Budeme volit

hy, = min(e, |f (x,)]), (17)

kde funkce min(M) je rovna minimalnimu prvku mnoziny M, € je dana tolerance (chyba)

vypoctu kotene. Iteracni predpis je potom ve tvaru

o fCadhy, (18)
et = X T G+ ) — £ (o)’

Steffensenova metoda konverguje stejné rychle jako Newtonova metoda, tedy kvadraticky.

2.8 CebySevovy metody

Iteraéni metody s vyssim fadem konvergence nez dva uz neodvodime z geometrické
interpretace nebo nazoru. Takovych metod je celda fada. Odvod'me metody jedné tiidy,

Cebysevovy iteraéni metody [12]:

Pfedpokladejme, Ze rovnice (2) f(x) = 0 ma na intervalu [a, b] kofen x* a funkce f(x) je
spojitd. Potom k funkci y = f(x) existuje inverzni funkce x = F(y) na intervalu [c, d],

ktery je obrazem piivodniho intervalu [a, b]. Pro navzajem inverzni funkce plati identity
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=F[f(x)] x€][ab], (19)
y=fIFM] yelcdl

Z toho plyne, ze

x* = F(0). (20)

Taylorovym rozvojem v bod¢ y dostaneme

(n)(y) (21)

x* = F(0) —F(y)+Z< " " 4R,

kde R predstavuje zbytek Taylorova polynomu. Po dosazeni vztaht y = f(x) a x = F(y)

do (21) Ize rovnost zapsat jako
) o FOLF(0)] i
X"=x+ _El(—l) T[f(x)] +R.

Pro jednoduchost zapisu polozme

FWIf(0)] = a, ().

Vytvoiime iteraéni funkci ¢, (x)

“ O [t cor

00) =x+ ) (1"
n=1

a iteracni proces bude dan predpisem

X1 = 0 (%) k=0,12..

(22)

(23)

(24)

(25)

Rad iterace m tohoto procesu bude roven m = r + 1. Je-li x, zvoleno dostateén& blizko k

x*, potom je splnéna podminka (6)

lp,"(x)] < 1

a iteracni proces bude konvergovat.

Funkci ¢, (x) lze vyjadiit explicitnd pomoci derivaci f,f ,f , .., nebot zrovnice (19)

derivovanim ziskame
FIflf () =1
FU'IF OIS GO+ F If)If '(x) =0

atd. Neboli podle oznaceni (23)
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a()f (x)=1 (26)
a, O )2+ a;(x)f"(x) =0
azC)[f )P +3a,)f G)f"(x) + a; () f""(x) = 0

atd. Z téchto vztahi lze zpétné nalézt a;(x), a,(x), ... a sestrojit z nich ¢, (x). Pror =1

dostaneme a; (x) = 1/f (x) a obdrzime tedy

it
p1(x) =x —m

coz odpovida Newtonoveé metode€. Pro r = 2 ziskame iteracni ptedpis metody ttetiho fadu

ISR i GO N i C72) €7 (27)
k+1 — *k f,(xk) Z[f'(xk)]3 .

Pro r = 3 ziskdme metodu ¢tvrtého fadu

U €72 GBI )] = ) f )} () (28)
LT ) 20 B 6[f" (xi)]° '

A timto zptisobem bychom mohli pokracovat dale. Cim vys$§iho fadu metoda bude, tim

vys§i derivace bude nutné vycislovat.

2.9 Metoda te¢nych hyperbol

Odvod'me jesté jednu tfidu metod vysSich fadd. Metoda se nazyva Halleyova nebo
Richmondova metoda nebo metoda teénych hyperbol [12]. Jednotlivé iterace kofene
funkce budeme hledat ve tvaru

X1 = X + Cp, (29)

kde c, predstavuje okoli bodu x, a funkci f(x) zde rozvedeme v Taylorovu fadu. Cim
vy$§iho faddu rozvoj bude, tim bude aproximace piesnéj$i a metoda bude konvergovat
rychleji, dafi za to je oviem opét vyéislovani vyssich derivaci, podobné jako u Cebysevovy

metody. Podivejme se postupné na Taylorovy rozvoje funkce riznych radu.

2.9.1 Tayloriiv rozvoj 1. Fadu:

fO) + f () =0 (30)

Po vyjadieni ¢; z (30),
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Y AC)) (31)
! ()
obdrzime Newtonovu metodu.
2.9.2 Tayloriv rozvoj 2. fadu:
’ 1 11 2 (32)
fa) + f (e + Ef (xx)cs =0

Kvadratickou rovnici (32) pro c, nelze fesit obecné (bez odmocnin), a proto aproximujeme
kvadraticky ¢len
i = ¢i6y,

kde c; je Newtonuv piirastek (31). Rovnice (32) ma potom tvar

f(xk)l —0

f(xk) + f'(xk)cz + %f”(xk)cz _m

Resenim této linearni rovnice pro ¢, dostaneme Richmondovu (Halleyovu) metodu tietiho

fadu

Xpp1 = X — 2f () f' ()
o= T IR — fo)f G

(33)

Kdyz bychom do rovnice (32) dosadili za kvadraticky ¢len ¢ ~ c? z Newtonovy metody,
ziskame Cebys$evovu metodu tfetiho fadu, rovnice (27). To vysvétluje, pro¢ Richmondova

iterace obvykle konverguje rychleji nez Cebysevova.

Tab. 1. Srovndani metod pro rovnici x3 — 10 = 0.

Metoda
k .
Newtonova Cebysevova Richmondova
2,000 000 000 000 000 2,000 000 000 000 000 2,000 000 000 000 000
2,166 666 666 666 667 2,152 777 777 777 778 2,153 846 153 846 154

2,154 503 616 042 078

2,154 434 688 394 754

2,154 434 690 002 592

2,154 434 692 236 913

2,154 434 690 031 884

2,154 434 690 031 884

2,154 434 690 031 884
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V tabulce (Tab. 1) miZeme srovnat iterani procesy Newtonovy, CebySevovy a

3

Richmondovy metody pro rovnici x> — 10 = 0, pii x, = 2. Pocet platnych desetinnych

mist je vyznacen podtrzenim. Newtonova metoda konverguje kvadraticky a pocet platnych
mist se kazdou iteraci piiblizné zdvojnasobuje. CebySevova a Richmondova metoda
konverguji kubicky (jsou tietiho fadu) a pocet platnych mist se pfiblizné ztrojnasobuje,

pricemz Richmondova metoda konverguje o néco rychleji.

2.9.3 Tayloriv rozvoj 3. fadu:

FGo) + f (o)es + %f" (x)c3 + %f’" (x)c3 =0 (34)
Zde nahradime
c3 = cyc3,
€3 ~ cics
a po dosazeni do (34) a vyjadieni c3 dostaneme

_ ~f () (35)
F )+ 3 f (e, + 2 " (x)e

(3

atd., funkci miizeme rozvinout do libovolného fadu.

2.9.4 Tayloriv rozvoj k - tého Fadu:

Flx) + f (a)e + %f" (xp)ci + %f’" (e + .+ %]‘(")(xk)c,’cc =0 (36)
Nahradime
CF = Cp_1Cy, C2 = CP_iCpy o, CF = cfTlcy.
Odtud
. —f (xx) (37)

mnr

- 1. 1 1 -
fed+5f (de-r +gf Codcieoy + ot mf(k)cllcc—%

Takto miizeme tvofit metody stale vyssich a vyssich fada podle piedpisu (29).

2.10 Metoda inverzni kvadratické interpolace

Metodu inverzni kvadratické interpolace, viz [3], [4], mizeme odvodit z nasledujici

myslenky. U metody seCen se dalsi bod iterace konstruuje jako prisecik osy X S piimkou,
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ktera je dana dvéma body funkce. Pokud pouzijeme z funkce tfi body, miizeme sestrojit
parabolu, a aproximace funkce bude ptesnéjsi. Na tomto principu je zalozena Miillerova
metoda. Potiz miize byt v tom, Ze parabola nemusi osu X protnout. Proto musi Miillerova
metoda provadét vypocet v komplexni aritmetice. Abychom se tomu vyhnuli, nepolozime
parabolu v proménné X, ale v proménné y. Odtud slovo ,,inverzni“ v nazvu metody. Tato
parabola vzdy protind osu X. PruseCik najdeme, kdyz polozime y = 0. Viz (Obr. 9).
Algoritmus metody realizujeme takto: Na zafatku zvolime body x; a x,, mezi kterymi
hleddme nulovy bod funkce f(x). Bod x; zvolime v poloviné intervalu [x,x,], x5 =
0,5(x;+x,). Funkéni hodnoty v téchto bodech oznatme y; aZz y;. Témito tfemi body
[x1, v1], [x2,v2] a [x3,y3] prolozime parabolu v proménné X pomoci Lagrangeova

interpola¢niho polynomu druhého fadu L, (y).

x=1L,©y) = (38)

. =y2)—y3) +x -y)W—y3) +x =y —-y2)
! 1 —¥2) (1 —y3) ? 2 —y1) (2 —¥3) 3 3 —y1) (3 —y2)

Hledame takové x, ze f(x) = y = 0, proto
x =L,(0) = (39)

V2Y3 4 Y1Y3 4 Y1y2
1(}’1 —y2) (1 —y3) 2()’2 -y —y3) 3(}’3 -y —y2)

=X

Vztah (39) se da rozepsat do podoby

j2 (40)
X =x3+—
TQ
kde
R=2Zs=2 1= g -DR-DE-1),

Y2 Y1 Y2
P =S[T(R—T)(x; —x3) — (1 — R)(x3 — x1)]
Vypocitané x ze vztahu (39) nebo (40) ozna¢me jako x,. Dalsi parabolu proloZzime body

X5,X3 @ X4 a cely postup opakujeme. Rad konvergence této metody m =~ 1,839, rychlost

konvergence je tedy superlinearni.
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1.0

e e e e e e e e e ——————

x4 13

-1.0

Obr. 9. Metodu inverzni kvadratické interpolace.

2.11 Brentova metoda

Metoda puleni intervalu spolu s metodou seCen a metodou inverzni kvadratické interpolace
jsou zakladem Brentovy metody [3], [4], [2]. V programu Mathematica tuto metodu
pouziva funkce FindRoot po zadani dvou pocate¢nich hodnot. V programu Matlab ji
pouziva funkce fzero. Vyhoda Brentovy metody je, Ze nepouzivd derivace funkce,
zaruCené¢ konverguje ke kotfenu, tzn. je spolehlivd a po nékolika pocatecnich krocich
nabyva superlinearni rychlosti konvergence, tzn. chyba se rychle zmensuje. Dva startovaci
body musime zvolit tak, aby jejich funk¢ni hodnoty mély opaéna znaménka. Prvni iterace
se provede metodou secen, ¢i metodou bisekce, ma — li lepsi vysledek. V dalsich krocich je
pfednostné pouzita metoda inverzni kvadratické interpolace. Pokud dostaneme lepsi
vysledek metodou secen, pouzijeme tuto metodu. Nakonec se urci, jestli nedostaneme lepsi

aproximaci kofene metodou pileni intervalu a pokud ano, pouzijeme ji. Rychlost
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konvergence metody je proto nejvySe superlinedrni jako u metody inverzni kvadratické

interpolace. Piesny algoritmus metody je popsan v praktické ¢asti prace.

2.12 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace [3], nazyvana také metoda postupnych aproximaci, je zaloZzena na

myslence prevést rovnici (2) f(x) = 0 na ekvivalentni tvar

x = g(x). (41)

Funkce g(x) tedy odpovida iteraéni funkci ¢(x) ze vztahu (4). Posloupnost postupnych

aproximaci kofene budeme tvofit (podle vztahu (5))
xe =9(x—1), k=12,.. (42)
Problém této metody je to, Ze nekonverguje vzdy. Jako postacujici podminky konvergence
pouzijeme nerovnost (43) ¢i silnéjsi (44). Viz (1) a (6).
lgx) —gM|<alx—yl, 0<a<1 (43)

lg'(x)| <K <1 (44)

Aby posloupnost konvergovala, musi nerovnosti platit pro vSechna x,y z intervalu, na

kterém hledame feSeni.

Vhodnou tpravou rovnice (2) na rovnici (41) mizeme dostat fadu riznych konkrétnich

metod. Napt. pro g(x) = x — f(x)/f '(x) dostaneme Newtonovu metodu.

Rychlost konvergence metody zavisi na chovani funkce g(x) v nulovém bodé x*. Je — li

splnéna podminka (43) nebo (44), daji se dokazat nasledujici tvrzeni.

e Pokud g'(x*) # 0, t4d konvergence je roven jedné a plati
I, —x*| < alxp —x*.
e Pokud g (x*) = 0ag”(x*) # 0, tad konvergence je roven dvéma.
e Obecné, pokud jsou derivace g®(x*)=0,s=12..,r—1 a g™ (x*) #0,

konvergence je fadu r.
Zkusme to ové€fit na nasledujicim piikladu. Mé&jme nelinearni rovnici

f(x)=x%?—2x—3=0 skoteny x; =—1 a x; = 3. Prozkoumejme konvergenci ke

kotenu x; = 3 pro nékolik iteraénich funkci g(x).
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1. g(x) = (x2=3)/2,9 (x) =x, 1g'(3)| = 3, pro x, # 3 nenastane konvergence.

2. gx)=v2x+3, g ) =1/V2x+3, 19'(3)|=1/3, nastane linearni
konvergence. Napf. pro x, z intervalu [2; 4], v némz |g'(x)| < 1/4/7.

3. gix)=2+3/x, g (x)=-3/x% |g'(3)| = 1/3, nastane linearni konvergence.
Napf. pro x, z intervalu [2; 4], vnémz |g'(x)| < 3/4.

4. g =(x*+3)/2x-2), g () =2(x*-2x-3)/2x-2)% 1g'®)=0,
g (3) = 1/2, nastane kvadratick4 konvergence. Napt. pro x, z intervalu [2,5;3,5],

vnémz |g'(x)| < 0,39. Tato itera¢ni funkce odpovidd Newtonové metodé.

2.13 Itera¢ni metody pro nasobné koreny

U zminénych iteratnich metod hraje také roli nasobnost kotfene [13], [3]. VSechna
piredchozi tvrzeni o rychlostech konvergence metod plati pouze v ptipade, zZe
aproximujeme jednoduchy kofen rovnice (2). Pouzijeme — li tyto metody pro kofen
nasobnosti vétsi nez jedna, zlstane za predpokladu, ze vychozi aproximace byla zvolena
dostate¢né blizko k hledanému kotenu, jejich konvergence vétSinou zachovana, jejich tad

konvergence vSak klesne na jednicku.

Pokud zname nasobnost koiene, da se vétSina metod modifikovat tak, ze jejich tad

konvergence zustane zachovan. Napf. specialné Newtonova metoda:

=y 1 f &) (45)
k+1 = Xk =T 77—~
’ f'Ca)
kde r je piislusna nasobnost. Konkrétni modifikace jinych metod nebudeme uvadét,
protoze jejich vyznam je znacn¢ omezen. Hlavné proto, ze nasobnost hledaného koiene

vét§inou neni znama.

Metody vSak miizeme jednoduse univerzaln¢ upravit tak, aby jejich fad konvergence zlstal

zachovan a byl nezavisly na nasobnosti kofene. Vyjdeme z poznatku, ze polozime — li

_f@ (46)

u(x) oy

jsou kofeny rovnice
ulx) =0

stejné jako kofeny rovnice (2) a jsou vSechny jednoduché. K tomu abychom dostali

metodu, jejiz fad iterace nebude zaviset na nadsobnosti kofene, staci tedy pouze v piedchozi
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metodé zaménit funkci f(x) za u(x). Nevyhodou mize byt, Ze musime poéitat jednu

derivaci navic.

2.14 Dosazitelna presnost nulového bodu

V obecném piipadé mizeme numerickymi metodami ziskat pouze piibliznou aproximaci
nulového bodu. Kk - ta aproximace kofene je limitovana dosazitelnou ptesnosti kofene [3].
Pokud je x;, aproximace jednoduchého koiene rovnice (2), f(x) = 0, pomoci véty o

stfedni hodnoté obdrzime

fla) = fla) = F(x) = £ () x —x7),
kde ¢ je néjaky bod lezici mezi x;, a x*. Za predpokladu, Ze pii vypoctech pracujeme jen
s pribliznymi hodnotami ¢ (x;,) = f(x;) + 6, pficemz &, < &8, pak nejlepsi vysledek,
jakého mizeme dosahnout, je @(x;) = 0. V tomto piipadé |f(x;)| < &, takze potom

VED A R S (@)
NGNS

|2, — x| &5,

pokud se f* v blizkosti kofene piili§ neméni. Vy¢islit x* s mensi chybou neZ & nelze. &
se nazyva dosazitelna presnost korene x*. VSimnéme si, ze kdyZ je velikost smérnice
If (x*)| v kofenu x* mala, dosazitelna piesnost & je velka, viz (Obr. 10). V tom piipadd

je vypocet kotene x* Spatné podminény probléem.

y
f(x)

Obr. 10. Dosazitelna presnost korene.

Podobnou uivahou pro koten ndsobnosti  dostaneme dosaZzitelnou piesnost

or! r (48)
“:Gmw)'
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vvvvv

tiloha. Napi. pro f(x) = x" je x* = 0 kofen nasobnosti r a &, = 8", Pro r =15 a

5 = 107> dostaneme ¢, = 0,1!

2.15 Koreny polynomi
Polynom

Pn(X) = apx™ + a1 x" 1+ .+ ax + a (49)

stupné n ma obecné n komplexnich kotfend [13], [3]. VSechny popsané itera¢ni metody lze
pouzit k hledani realnych kofenii funkce f(x) = p,, (x). Pro zrychleni konvergence metody
pii nasobnych kofenech miizeme metodu upravit vztahem (46). V praxi nas ¢asto zajimaji i
komplexni kofeny. Pro nalezeni komplexnich kotenil 1ze nékteré popsané metody mirné

upravit nebo pouzit jiné metody zaméiené specialné na tento problém, viz [13].

Podivejme se jen na nejzndmé¢jsi Newtonovu metodu. Neni zde tieba zadnych uprav. Pro
vypocet komplexnich kofentl sta¢i zvolit jako pocatecni aproximaci komplexni ¢islo a pak

pracovat v komplexni aritmetice.

V piipad¢€ ze nas zajimaji vSechny kotfeny polynomu, tak po nalezeni redlného koiene x*
polynom p,, (x) vydélime ¢lenem (x — x*) a stupefi polynomu se sniZi o jedna. Po nalezeni
komplexniho kotfene x*, je také kotfenem komplexné¢ sdruzené ¢islo X*. Potom dé€lime
polynom p,, (x) kvadratickym polynomem (x — x*)(x — x*), jehoz koeficienty jsou realna

¢isla. Tim se ndm sniZi stupen polynomu p, (x) o dva a pokracujeme dal v hledani.
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3 RESENI SOUSTAV NELINEARNICH ROVNIC

Problematika feSeni soustavy nelinedrnich rovnic iteratnimi metodami je formalné
podobna problematice feSeni jedné rovnice. Mnohé z metod urcenych pro feSeni jedné
rovnice lze zobecnit na feSeni soustavy rovnic [3], [12], [13]. Nemilé je, Ze to neplati pro
metodu bisekce ani pro metodu regula falsi. Co vice, pro soustavy nelinearnich rovnic
nebyla objevena zadna univerzalni metoda, ktera by dokézala spolehlivé urcit dostatecné
dobrou pocatecni aproximaci. Vyhovujici poc¢atecni aproximaci proto musime odhadnout.
Pomoci ndm mutZe znalost konkrétniho problému nebo odhad feSeni za zjednoduSenych

pfedpokladi, napt. aproximaci nelinedrniho problému vhodnym problémem linearnim.

M¢jme soustavu n nelinedrnich rovnic o n neznamych

0 (50)
=0 neboli f(x) = o,

fl(xl,XZ, ey
fz(xl,XZ, ey

Xn)
X,)

ffl(lexZJ "';xn) = 0

kde
X1 fl (xlleI '"lxn) fl(x) 0
x=("2 ] foo=|0re i) S (L) 4 oo (0)
Xn ﬁl(xlleI '"lxn) f;’l(x) 0

Resenim soustavy (50) je kazdy &iselny vektor x*, pro ktery plati f(x*) = o.

3.1 Newtonova metoda

Zobecnénim Newtonovy metody pro jednu rovnici ziskdame Newtonovu metodu pro

soustavu rovnic [3] [12] [13].

Xp+1 = X — JH(xOf(x,) (51)

Kde J(x) je Jacobiho matice:

ix) d0fix) dfi(x) (52)
0x4 ox, 7 0x,
f,(x) 0f,(x) af,(x)
J&X) = ox, ox, 7 ox,
A IIAC A

dxy ox, 7 0x,
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Itera¢ni predpis (51) lze ptepsat do podoby
J(xp) (X 41 — ) +H(x,) = 0 (53)
a vypocet organizovat tak, ze nejdiive vyfesime soustavu linearnich rovnic
J(x,)d, = - f(x;) a pak uréime X, 1, = X + dy (54)

Newtonova metoda konverguje, pokud pocatecni aproximace X, byla zvolena dostatecné
blizko kotfene x* a rychlost konvergence je kvadratick4. Tyto vlastnosti jsou tedy stejné

jako v jednodimenzionalnim piipad¢.

3.2 Diskretizovana Newtonova metoda

Pokud nechceme analyticky vy¢islovat parcialni derivace v Jacobiho matici, mizeme je

aproximovat diferenénimi podily

f; (x) ~ 8, (xh) = fi(xl, X+ hy, ...,xn) —f,-(x)’
0x; hy

kde h; # 0 jsou vhodng zvolené parametry, vektor h = (hy, hy, ..., h,)T. Pro malé h; > 0
je A;(x,h) standardni aproximace df;(x)/dx; dopfednou diferenci. Matice A(x,h)
s prvky A;; (x, h) je aproximaci Jacobiovy matice J(x). Po nahrazeni v (53) J(x,) pomoci

A(xy, h;), dostaneme diskretizovanou Newtonovu metodu [3]

A(xp, ) (Xpe1 — X)) +H(x) = o. (55)

3.3 Zobecnéna metoda seéen

Zobecnénou metodu seéen [3] ziskame, kdyz j — tou slozku vektoru h; nahradime

PO = 10D _ ®) (56)

Pro n = 1 ptejde rovnice (56) do tvaru (13). Tato metoda potiebuje dvé dostatecné dobré
pocatedni aproximace X, a X;. Rad iterace je stejny jako v jedné dimenzi, m = 1,618.
3.4 Zobecnéna Steffensenova metoda

Zobecnénou Steffensenovu metodu [3] dostaneme, kdyz v diskretizované Newtonoveé

metodé polozime
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h' = £ (x,). (57)

V piipadé n = 1 bude iteraéni predpis (56) stejny jako (18). Rad iterace je opét stejny jako

V jednodimenzionalnim ptipadé, m = 2.

3.5 Metoda prosté iterace

Diive popsanou metodu prosté iterace lze zobecnit i pro soustavu nelinearnich rovnic [3].

V mnoha aplikacich se miizeme setkat s nelinearni soustavou

x=a+ hp(x), (58)

kde a je Ciselny vektor a h je malé kladné ¢islo. Pokud pfevedeme vSe na jednu stranu a
ozna¢ime soustavu f(x) =x —a — hp(x), mizeme soustavu f(x) =0 vyfesSit vyse

popsanymi metodami, napt. Newtonovou.

Pokud je vSak tilloha ve tvaru (58) mizeme pouzit jiny, velmi jednoduchy postup. Ozna¢me

g(x) = a + hp(x) a ulohu mizeme zapsat ve tvaru
x* = g(x*), (59)

kde kofen x* odpovida pevnému bodu zobrazeni g(x).

Ulohu (59) zkusime vyfesit metodou prosté iterace: zvolime poéateéni aproximaci X, a

pocitame
X1 = 8x,), k=0,1,... (60)
Aby posloupnost konvergovala, musi byt splnéna podminka
.|| <k <1, (61)
kde Jg(x) znaci Jacobiho matici soustavy g(x) a zavorky || - || normu. Rychlost obecné

line4rni konvergence zavisi na K.

Vratme se K tloze (58). Pokud ma funkce p(x) v okoli kofene x* ohrani¢ené parcidlni
derivace, potom pro dostate¢né malé h a pro x, dostatecné blizké k x* posloupnost

postupnych aproximaci

Xes1 =a+hp(x), k=0,1,.. (62)

konverguje k x*.
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II. PRAKTICKA CAST
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4 IMPLEMENTACE METOD

Metody popsané v teoretické ¢asti prace a vypocty spojené s aplikacemi, které jsou
uvedené v praktické c¢asti, jsem realizoval v prosttedi Mathematica 7 for Students od
spole¢nosti Wolfram Research. Stru¢né popiSu software Mathematica a ukazu realizaci

jedné metody. Soubory - notebooky s ostatnimi metodami jsou ptilozené na CD.

4.1 Programovy systém Mathematica

Po zhruba dvacetiletém vyvoji je v soucasnosti (2010) posledni verze Mathematica 7 [16].
V systému lze provadét bézné vypocty, ale 1 modelovani, simulace, vizualizace, vyvoj a
dokumentace. Po pfidani dalSich aplikacnich knihoven Ize moZnosti rozsifit poZadovanym
smérem. Knihovny tvofi jak Wolfram Research, tak nezavisli vyrobci. Nékteré aplikacni

knihovny od spole¢nosti Wolfram Research:

e Control System Professional. Nabizi objektové orientované prostiedi pro feseni
béZnych problémi v oblastech fizeni a systémt.

e Dynamic Visualizer. Umoznuje tvofit prostorovou grafiku v redlném Case.

e Fuzzy Logic. Flexibilni prostiedi pro praci s fuzzy systémy.

e Mechanical Systems. Analyza kinematiky a dynamiky systému téles.

e Neural Networks. Uceni a analyza neuronovych siti.

e Structural Mechanics. Experimentovani a zpracovani problému elastickych
systému a kone¢nych prvkl s iplnymi symbolickymi schopnostmi.

e Time series. Pln¢ integrované prostiedi pro ¢asové zavislou datovou analyzu.

e Wauvelet Explorer. Analyza a zpracovani signalt a obrazii.
Nekteré aplika¢ni knihovny od jinych vyrobcii Chyba! Nenalezen zdroj odkazii.]:

e Analog Insydes. Inteligentni systém na symbolické navrhy analogovych obvodd.

e Derivatives Expert. Inovaéni software k analyze cennych papiri a derivatu.

e (Geometrica. Pfesné rysovani a geometrie.

e Operations Research. Knihovna na feSeni §iroké fady problémut v optimalizaci.

e Schematic Solver. Schematické zobrazeni, symbolické feSeni, zpracovani a
implementace analogovych a digitalnich systémt.

e Tensors in Physics. Vypocty tenzort se stovkami ¢i tisici komponentt.

e Mathematica Link for Excel. Napojeni Mathematica pro Excel.
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4.2 Realizace Brentovy metody

V¢étsina popsanych iteracnich metod ma velmi jednoduchy algoritmus provedeni. Program
bézi ve smycce, kde se v kazdém kroku pficte k aktudlni aproximaci kofene spocteny
itera¢ni ptirtstek a uloZzi se jako nova aproximace kotene, viz (3). Po dosazeni pozadované

presnosti se cyklus ukonéi. Prubéh vypada napt. jako na obrazku (Obr. 5).

Proto znazornim realizaci Brentovy metody, kterd si v kazdém kroku vybird jednu ze tfech
jednodussich metod a algoritmus je zajimavéjsi. Jak uz bylo napsano, Brentovu metodu

pouzivaji systém Matlab, Mathematica, aj. pfi feSeni nelinearnich rovnic.

Nize je zapis zdrojového kodu v Mathematice. Na obrazcich (Obr. 12) az (Obr. 14) je

algoritmus znazornén ve vyvojovém diagramu.

Zdrojovy koéd Brentovy metody:

1 fcelg ] := (g + 3)*((qg - 1)"2) (*vyhodnocovanad funkce f (g)=0%*)
2 a = -4; (*startovaci body a, b¥*)
3 b = 4/3; (*Funkce musi mit v a, b opac¢nd znaménka*)

4 & = 0.0001; (*presnost*)

5 Plot[fcelx], {x, a, b}] (*zobrazeni situace v grafu*)

Zadani inicializa¢nich udaji: funkce, startovacich bodii a ptesnosti. Funkce se zobrazi

v grafu.
6 NeniMezi[c , a , b ] := If[a < b,
7 Ifl[c<a ||l ¢>Db, 1, 0],
8 Iflc<b |] ¢ >a, 1, 0]
9 1;

Funkce NeniMezi vraci 1, pokud € neni mezi a a b, jinak vrati 0.

10 SetAttributes[Swap, HoldAll]
11 Swap(x , y 1 := (pom = y;

12 y = X;

13 X = pom;

14 )

Funkce Swap prohodi hodnoty x a y.

15 fa

fcelal; (*vyhodnoceni funkce v bodé a¥*)
16 fb = fcelbl]l; (*vyhodnoceni funkce v bodé b¥*)
17 If[fa*fb =2 0, (*Pokud neni splnéna pocidtecéni podminka, tak stop*)

18 Print["Chyba! Funkcéni hodnoty v pocateénich bodech musi mit opacna
znaménka."],

19 If[Abs[fa] < Abs[fb], Swapla, b]; Swaplfa, fbl]:;
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20 (*Absolutni hodnota funkéni hodnoty v bodé a musi byt véts3i nezZ v
b.*)

21 ¢ = a; (*Treti bod c je potr¥eba pro konstrukci paraboly.*)

22 mflag = 1; (*Priznak pouziti metody bisekce v ptredchozim kroku.*)
Vyhodnoceni funkci, test pocatecni podminky, nachystani se na itera¢ni cyklus, ktery
nasleduje:

23 Dol

24 fc = fcelc];

25 If[fb == 0 || fs == 0 || Abs[b - a] < §, Break[]];

Pokud jsme dostate¢né blizko, tak se cyklus ukon¢i.

26 1f[fa != fc s&& fb != fc,
Funkéni hodnoty bodi a,b jsou rizné od ¢, ma smysl konstruovat parabolu.
27 s = (axfbxfc)/((fa - fb)*(fa - fc)) +
28 (b*fa*fc)/((fb - fa)*(fb - fc)) + (c*fa*fb)/((fc - fa)*(fc - fb));,

Metoda inverzni kvadratické interpolace.

29 s = (fb*a - b*fa)/(fb - fa);

Jinak je pouzita metoda secen.

30 1;

31 If[NeniMezi[s, (3 a + b)/4, b] == 1 ||

32 (mflag == 1 && Abs[s - b] >= Abs[b - c1/2) ||
33 (mflag == 0 && Abs[s - b] >= Abs[c - d]/2) ||
34 (mflag == 1 && Abs[b - c] < Abs[d]) ||

35 (mflag == 0 && Abs[c - d] < Abs[d]),

Podminky, pfi jejichZ splnéni da metoda bisekce lepsi vysledek nez predchozi dvé metody.

36 s = (a + b)/2;

Metoda piileni intervalu.

37 mflag = 1;, (*priznak - metoda pouzita*)

38 mflag = 0 (*metoda bisekce nepouzita*)

39 1;

40 fs = fcel[s]; (*Vyhodnoceni funkce v novém bodé.*)

41 d = c; (*Pamét d: c v minulém kroku, kviali vyhodnoceni uspésnosti
metody.*)

42 ¢ = b;

43 If[fa*fs < 0, (*Dale budeme pracovat v tom intervalu, kde je
koren.*)

44 b = s;

45 fb = fce[b];
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46 , a = s;
47 fa = fcelal;
48 1;
Zmenseni intervalu tak, aby v ném zustal koten.
49 If[Abs[fa] < Abs[fb], Swapla, b]; Swaplfa, fbll; (*jako na zacatkux)
50 Print[s // N] (*Vypis iteraci.*)
51 , {15}] (*Konec Do, ¢islo znamend maximalni poclet cykla.*)
52 ] (*konec If pocatecéni kontroly*)

Zajisténi aby v a byla vétsi funkéni hodnota nez v b (v absolutni hodnoté), vypis vysledku

a konec cyklu.

Pro nasi zadanou funkci program vykresli graf, viz obrazek (Obr. 11).

10

Obr. 11. Priibéh vyhodnocované funkce vV prostiedi Mathematica.

A vypise hodnoty:
1 1.23256
2 1.14205
3 -1.42897
4 -2.71449
5 -3.35724
6 -3.03587
7 =2.99436
8 -2.9999
9 -3.
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START

Volba a a b tak, aby f(a)f(b) < 0

a presnosti §.

Ano Chyba! Funkce nema
fla)f(b) 2 0 » vbodech a, b opacéna
znaménka.
KONEC
Ano
If (@) < |f(b)] R
/ d ”| Piehod a a b.

a
I
Q
A 4
=
Q
Q
I
[N

f(b)=0 or f(s)=0
orlb—al<é

f(a)# f(c) and
f) # f(c)

Metoda inverzni kvadratické interpolace:

. af (b)f(c) .
[F@@ — F0If@ — f(0)]

N bf(a)f(c) N cf (@)f(b)
[F () — fF(@][f(B) — f(] * [f(e) — f(@]If () — f(b)]

Obr. 12. Vyvojovy diagram Brentovy metody, cast prvni.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 40

Metoda secen:

_f®a-bf@ @
=B =@
=)

S neni mezi ANo

(3a+b)/4ab

A

A

Ne

flag = 1 and Ano
|s—b|=|b—c|/2

Ne

flag = 0 and Ano
|s — bl = |c—dl|/2

Ne
flag = 1 and Ano
|b—c| <|[6]

Ne

v
Metoda bisekce:
flag = 0 and Ano
lc —d| < |6 Goath
2

Ne

A
flag =0 >®< flag =1

Obr. 13. Vyvojovy diagram Brentovy metody, ¢ast druha.
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ANo Ne

Ano

Piehod’ a a b.

Ne

Obr. 14 Vyvojovy diagram Brentovy metody, Cdst treti.

4.3 Hledani nulovych bodi funkcemi programu Mathematica

Pti feSeni nelinearnich rovnic nemusime postupovat podle popsanych nebo jinych metod,
ale mizeme pohodlngji vyuZzit interni funkce néjakého programového systému.

Mathematica poskytuje napf. tyto funkce:

e Solve. Vyiesi rovnici ¢i soustavu rovnic algebraickymi vzorci, tzn. maximalné
polynomidlni rovnice ¢tvrtého tadu.

e NSolve. Vyfesi rovnici ¢i soustavu rovnic numerickymi metodami. Pouzit lze
ovSem opé€t jen na polynomidlni rovnice.

e FindRoot. Najde kofeny libovolnych rovnic, je zde nutné ale zadat pocatecni
aproximaci.

e DSolve. Piesné vyresi diferencialni rovnice.

e NDSolve. Resi diferencidlni rovnice numericky.
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4.3.1 Funkce FindRoot

Pro nas bude tedy nejzajimavéjsi piikaz FindRoot, protoZze rovnice nemusi byt vzdy
algebraicka, tj. polynomidlni a feSenim diferencidlnich rovnic se tato prace nezabyva.
Funkce FindRoot hledd kofeny defaultn¢ Newtonovou metodou. Musime ji proto zadat
pocatecni aproximaci kotfene. Kdyz zaddme dvé pocatecni aproximace, je defaultn¢ pouzita
Brentova metoda. FindRoot dokaze fesit také soustavu rovnic a pokud je startovaci bod
zadan jako komplexni ¢islo, nalezneme 1 komplexni kofen. Metodu vyhledavani je mozno

zménit parametrem Method.

Piiklad: Naleznéme funkci FindRoot kofen rovnice sin x = 0 metodou sefen z pocate¢nich
bodl xy = —1 a x; = 3,5. ZapiSeme:
1 FindRoot[Sin[x], {x, -1, 3.5}, Method -> "Secant"]

Funkce vrati vysledek:
2 {x -> 3.14159)

4.3.2 Funkce FindRootPlot

Pokud nas zajima prabéh iteracniho procesu, miizeme si ho znazornit napt. funkci
FindRootPlot, ktera je soucasti souboru Optimization UnconstrainedProblems™. Zpusob
Zapisu:

] << Optimization UnconstrainedProblems’

2 FindRootPlot[Sin[x], {x, -1, 3.5}, Method -> "Secant"]
Funkce FindRootPlot vraci ve vektorovém zapisu nalezeny nulovy bod, tidaje o pribéhu
iteratniho procesu a graf se znazornénym prabéhem procesu, viz obrazek (Obr. 15).
V naSem piipad¢ l1ze vycist, Ze se nalezeny koien rovna x* = 3,14159, iteracni proces se
skladal ze 7 krokl a zadand funkce se vyhodnotila patnactkrat. V grafu je znazornén
prabéh funkce, velkym Cernym bodem je znazornén nalezeny kotfen, modrymi body jsou
oznaceny jednotlivé aproximace kotene, ty jsou spojeny modrymi Useckami a zluté body

znac¢i vyhodnoceni funkce.

Mozna mize n€koho piekvapit, Zze krokli ma byt 7, ale na obrazku (Obr. 15) se zdaji byt
jenom 4. Je to tim, Ze dal$i aproximace jsou blizko sebe u hodnoty 3 a aproximace se

zptestiuje v desetinnych mistech. Po pfibliZzeni situace od sebe rozezndme dalsi body, viz

obrazek (Obr. 16).
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[r[152]= == Optimization UnconstrainedProblems”
FindRootPleot[Sin[x], {x, -1, 3.5}, Method -+ "Secant"]

Out[153}= :{x -+ 3.14158), [Steps = 7, Besidual - 15},

1.0 o,

Obr. 15. Funkce FindRootPlot v Mathematice.

L L L . . . . . . L . . . L L L L
3.1383 3.1400 3.1403 3.1410 3.141

Obr. 16. Zpresnovani aproximace nulového bodu.

4.3.3 Funkce StepMonitor

Zajimaji — li nas piesné hodnoty vSech aproximaci kofene, miizeme si je vypsat diky
funkci StepMonitor. Zapiseme:

1l FindRoot[Sin[x], {x, -1, 3.5}, Method -> "Secant",

2 StepMonitor :> Print["x =", x]1];

VypiSe se nam:

3 x = 6.71696
4 x = 4.96347
5 x = 3.14000
6 x = 3.14163
7 x = 3.14159
8 x = 3.14159

Dale mliZzeme zadat pozadovanou piesnost, maximalni pocet iteraci, aj. Timto zplisobem

muizeme sledovat iteracni procesy a srovnavat je pro riizné rovnice a metody.
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4.3.4 Robustnost funkce FindRoot

Jestlize funkce FindRoot pouziva Newtonovu metodu, tj. metodu tecen, je otazka co se
stane v piipadé, ze te¢na neprotne osu x a tudiz nemtzeme pokracovat v iteracich. Zkusme

to otestovat na jednoduchém piikladu:
X ¥ . . N TR T
Naleznéme koten rovnice sin x = 0 z po¢atecniho bodu x, = =

Derivace funkce v po¢ate¢nim bodu je rovna nule, a proto teCna sestrojena v tomto bodé
bude rovnobézna s o0sou x a neprotne ji. Funkce FindRoot je zifejmé¢ oSetfena proti
takovému ptipadu a koten najde. I kdyZ nutno pfiznat, Ze ma mensi potize a nenajde koten

nejbliz§i. Pribéh a vysledek v prostfedi Mathematica 1ze sledovat na obrazku (Obr. 17).

Nalezeny koten: x* = —25,1327.Vypada to, ze prvni krok nebyl proveden metodou tecen.
Irxllll _f'.rl"_ - -.C'r - _II.(;'I_ —LQ—_——@
',I I|I II II I|I I' I|I : |II
|I II| III III |II III |II 0.5 :II
I| / I ' ' I | -II
| | II | | || | 1
II 1 1 II I 1 1 1 II 1 1 II |I| 1 1 Ill |‘ 1

-3 ] | 3 | _ I _ 1
II| :I'I TI 1 |II 1 i|| III I' I
| | | IT
|| II| III II| |II III |II 0 :_I,
II| .'I III |'I I'. |II I'u |'II
\/ \/ \J/ Mo

Obr. 17. Test funkce FindRoot, pripad 1.
Dalsi otazka je, co se stane, pokud tecnu v bodé sestrojit vitbec nelze. Zkusme vyiesit
ptiklad: Naleznout kofen rovnice |x| — 1 = 0 s pocate¢nim bodem x, = 0. Jak vidime na
obrazku (Obr. 18), i s timto piipadem si funkce FindRoot poradi. Vypada to, jako by byla

pouzita jednostrannd derivace zprava.

Inf3z3)= foelx ] := Abs[xr] -1
Plot[fce[x], {x, -2, 2}]
FindRoot[fee[x], {x, 0]

(=]
[iE)
o
e
"

[
[
&
1]
w4
!
=

Obr. 18. Test funkce FindRoot, pripad 2.
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5 PRIKLADY APLIKACI VYUZIiVAJIiCi NULOVE BODY
NELINEARNICH ROVNIC

Zabyvat se feSenim nelinearnich rovnic ma sviij prakticky vyznam. Tyto rovnice je tfeba

fesit v nejriznéjsich inzenyrskych aplikacich. Uved’'me nékolik ptikladu.
5.1 Modelovani pracich procesu

Zpracovani kliZze patfi mezi nejstarSi femesla. Dnes mame diky matematice moZnost
procesy probihajici v kizi nebo usni modelovat a fizeni vyroby optimalizovat vzhledem

k pozadovanym parametrim. Operace pii zpracovani kiize jsou znazornény na schématu

(Obr. 19) [8].

—> | KONZERVACE |—= NAMOK = LOUZENT{ =
MECHANICKE . CHEMICKE

= | OPRACOVNAN{ |~ PRANI = | ODVAPNOVANI | =

= MORENI = PRANI —> | PIKLOVANI |=

= CINEN{ = éﬁi%’éﬂ\?fﬁi —> | NEUTRALIZACE | =

= BARVENI — MAZANI = SUSEN{ —

—> | UPRAVA USNI

Obr. 19. Kozeluzské operace pri zpracovani kiize.

Zaméfme se na prani, které nasleduje po louzeni a mechanickém opracovani [8] [11].
Smyslem tohoto prani je odvapnit kizi nebo useit (dale jen pevna faze). Odvapnéni
znamena snizeni obsahu nezadouciho hydroxidu vapenatého v pevné fazi tak, aby mohli
probihat dalsi kozeluzské operace. Pranim pevné faze vodou lze odstranit volné uloZeny
hydroxid vapenaty a vyplavi se tak vétSina vapna z povrchu pevné faze a z mezivlaknitych
prostort. Po prani nastupuje operace chemického odvéapnovani, ktera odstrani hydroxid

vapenaty chemicky vazany na kolagenni vlakna.
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5.1.1 Obecna sorp¢ni izoterma

Pti odvapiniovani pevné faze vodou pfi prani se vyuziva rozdilnych chemickych potenciala
vapna v pevné fazi a praci lazni. Pfi optimalizaci praciho procesu musime veédét, jak se
vypirand slozka vdze na pevnou fazi. To zjistime stanovenim sorpéni izotermy, tj.
zavislosti rovnovazné koncentrace vypirané slozky v pevné fazi ca [kg'm™] na rovnovazné
koncentraci slozky v praci lazni ¢ [kg'm™®]. Rovnovazna koncentrace je koncentrace, ktera
se neméni s Casem pii konstantnich podminkach experimentu, tj. vlastnosti systému jako
celku (teplota, tlak, sloZeni) se neméni. To je diivod, pro¢ se dale nepocita napf. s teplotou.

Obecna sorpéni izoterma je znazornéna na obrazku (Obr. 20).

Ca
/
____________ /_____________
/
/ |
/ |
/ [
/ |
/ [
/ |
/
/ |
/ |
/ |
|
| [
| [
[ |
[ |
| |
| I ¢
0
A C
B —

Obr. 20. Obecna sorpcéni izoterma.

Pro dalsi postup je podstatné znat, ve které Casti sorpcni izotermy se nachazi stav vypirané
slozky. Podle obrazku (Obr. 20) to mize byt stav C nebo B. V oblasti stavu C je vypirana
slozka voln4, nevaze se. V oblasti stavu B je vypirand slozka vdzana na pevnou fazi. V této
oblasti mizeme vymezit zonu A, ve které je sorptni zavislost prakticky line4drni a
konstanta umérnosti (rovnovdzna sorp¢ni konstanta) nam charakterizuje silu vazby
vypirané slozky na pevnou fazi. To ndm do znacné miry dovoli ur¢it, jak je prani v této

oblasti uéinné.
5.1.2 Druhy prani

Praci proces se miize uspotfadat riznymi zplsoby. Podle toho rozliSujeme rGzné druhy

prani. Jsou to:
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e Laziové prani. Pevnd faze je ponotfena do vétStho objemu praci kapaliny a to
zpravidla jen v jednom cyklu, pfi némz kapalina do zafizeni nepfitéka, ani z n¢ho
neodtéka.

e Dekantacni prani. Od laznového prani se lisi tim, Ze se pouzivaji vétSinou mensi
objemy praci laznég, které se po dobu trvani prani n¢kolikrat vymeéni.

e Priitocné prani. Proces je uspotadan tak, ze do praciho zafizeni kontinudlné
pritéka a odtéka praci kapalina. Pevna faze ztistava béhem prani v pracim zatfizeni.
Priitocné prani je ovlivnéno mnozstvim kapaliny, kterd zlistava v pracim zafizeni,
tj. dynamickou zadrzi.

e Kontinualni prani. Pfi tomto prani do praciho zafizeni béhem praciho procesu

kontinualné, v rizném uspotadani, ptichazi a odchazi jak pevna faze, tak kapalina.

Uspotadani praciho procesu ma vliv na spotfebované mnozstvi vody nebo stupeil praciho
procesu a délce trvani praciho procesu. Pro vyjadieni spotiebované vody pouZijeme
veliCinu namokové cislo Na jako pomér mezi objemem ldzn€¢ a objemem pevné faze.
Stupen praciho procesu y se rovna podilu hmotnosti vyprané slozky k po¢atecni hmotnosti

této slozky v pevné fazi.

Déle se zaméime jen na lazinové prani pii vypirani vazané slozky, pficemz zavislost
rovnovazné koncentrace vypirané slozky v pevné fazi na rovnovazné koncentraci slozky

V praci lazni ma linearni pribéh, tj. oblast A na obrazku (Obr. 20).

5.1.3 Laznové prani

Model operace laznového prani pevné faze vodou lze vyjadiit difuznim modelem
transportu vypiraného hydroxidu vépenatého uvnitt pevné faze pomoci parcialni
diferencialni rovnice (63). Nasledujici dopliujici podminky zajisti existenci a
jednoznaénost fedeni ulohy. Resenim modelu bude koncentraéni pole uvnitf pevné faze a

Vv praci lazni. (Vyznam veli¢in je uveden v seznamu pouzitych symbolil a zkratek.)

620_6c+6cA 150 0<x<h (63)
ox2 ot ' ot P USXS
- Ac (64)
47 Bc+1

c(x,0) = c, (65)



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 48

%(0, t)=0 (66)
dx
c(b,t) = € co(t) (67)
N (69
ax P ="p5 5 ®
co(0) =0 (69)

Rovnice (63) je rovnici pro difuzi vapenatych iontl z pevné fiaze do vodni lazné.
Koncentraci vazané slozky ¢, lze vyjadfit nékterym ze vztahii pro sorpéni izotermu.
V tomto piipadé vztah (64) vyjadiuje Langmuirovu sorpéni izotermu. Pocate¢ni podminka
(65) znamena, ze na zacCatku prani je konstantni rozdéleni koncentrace v pevné fazi.
Okrajova podminka (66) vyjadiuje, Ze koncentra¢ni pole v pevné fazi je symetrické.
Okrajova podminka (67) znac¢i dokonalé michani lazné. Bilan¢ni vztah (68) znamena, Ze
rychlost sdileni hmoty prané slozky na povrchu pevné faze je rovna akumulaci této slozky
Vv lazni. Vztah (69) vyjadiuje, Ze pro prani pouzijeme Cistou vodu vzhledem k vypirané

sloZce v pevné fazi.

Pfi nizké koncentraci c¢(x,t) vapenatych iontd, tj. B - ¢ <« 1, ma sorpéni izoterma linearni

tvar a vztah (64) se zjednodusi na tvar

¢y =K-c, (70)

kde K =~ A. Uloha se potom stane linearni a vztah (63) zapi$eme jako

ac D 9% (71)

Pro obecnéjsi vyjadieni a zjednoduseni vypoctu jsou zavedeny bezrozmérné veli€iny:

c Co D-t

— — _ ) (72)
C— ) Co— ) Fo—b2(1+A), Na—

X_x
b’ 4

Ulohu je moZno fesit Laplaceovou transformaci. ReSenim je bezrozmérné koncentracni
pole v pevné fazi:

c(A+1) (73)

C(X,F,) = —
(X, Fo) e(A+ 1)+ Na
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NG cos(Xq,) exp(=Foqz) ,

n=1&(A+1)cosq, — Msin g, — Na- q, sinq,

kde g, je n-ty kladny kofen transcendentni rovnice

Na-q (74)

T A

Tuto rovnici je mozno feSit kteroukoli metodou pro feSeni jedné nelinedrni rovnice
popsanou V teoretické ¢asti prace. Pokud si do grafu vyneseme zvlast' levou a pravou

stranu rovnice, vidime, Ze kladné nulové body g,, budeme hledat v intervalech

gn € (G+n-m; S+ (n+1)-m)pron = {0,1,2,...}. Viz obrazek (Obr. 21).

y
ol y =tangq
0.2
, a
D : S| N
Y= "wa+n?

=02
—04f

Obr. 21. Informace o poloze korenii grafickym zndzornéenim.

V systému Mathematica jsem vy¢islil kofeny rovnice (74) a dosadil je do vztahu (73).
Vysledné bezrozmérné koncentracni pole vypirané slozky v pevné fazi jsem znazornil ve
2D a 3D grafu. Oba grafy jsem vlozil do panelu spolu s ovladacimi prvky, kterymi je
mozno dynamicky ménit parametry laziiového prani a pevné faze. Podle zvolenych
parametrt se piekresluji vysledné grafy. Dale je mozno ménit pocet vycislenych kofend,
hodnoty ¢asii ve 2D grafu, barvy grafii a grafy exportovat do souboru. Popsany panel
v okné Mathematica je na obrazku (Obr. 22).
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EE e B

D Save heret | C:\koncentracnipole2D.bmp
BEM® M =

0
HE B =

Save graph 3D

Obr. 22. Vizualizace bezrozmérného koncentracniho pole vypirané slozky v pevné fazi
V prostredi Mathematica.
5.1.4 Dalsi typy nelinearnich transcendentnich rovnic pri pracich procesech

Podobné¢ se v modelech jinych druhti prani nez laziiového také vyskytuji rovnice, které je

nutno fesit numericky. Uved’'me pro stru¢nost jen rovnice (bez model) [7].
Prito¢né prani s dynamickou zadrzi:

M= A+ DDVe ¢

Prito¢né prani bez dynamické zadrze:

. Qy b* (76)
anq =———

1 DVe-q
Vyznam veli¢in je uveden v seznamu pouzitych symbold a zkratek. Také tyto rovnice
muzeme fesit kteroukoli metodou popsanou v teoretické Casti prace nebo v Mathematice

jednoduse funkci FindRoot na piislusnych intervalech, ve kterych lezi koteny.
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5.2 Pruto¢ny chemicky reaktor s chlazenim v plasti

Chemické reaktory jsou soucasti mnoha technologii v chemickém i spotiebnim pramyslu.

Model pratocného chemického reaktoru s chlazenim v plasti, ve kterém probiha

C L, i kq k2 o, ]
exotermicka reakce podle schéma A — B = C (A, B, C symbolizuji latky, — chemickou
reakci, k rychlost reakce), s dokonale promichavanou chladici kapalinou a reakéni smési a
dal$imi béznymi zjednodusenimi, lze popsat ¢tyfmi nelinedrnimi diferencidlnimi rovnicemi

(77) az (80).

%= —(QV:+k1)cA +Q7:0Af (77)

dstB= —(%+k2)c3+k1c,4 +Q7:c3f (78)

CZ = pfgpr + QV: (Tos = T.) + ij‘ ijp (T. - T,) (79)
o %(ch ~T.)+ fo ijp (T, - T.) (80)

V nich ¢t [s] znamena ¢as, ¢ [mol m™3] molarni koncentrace, T [K] teplota, V [m3] objem,
p [kgm™] hustota, c¢,[Jkg™' K™'] tepelnd kapacita, Q [m®s~'] objemovy priitok,
Ay, [m?] plocha tepelné vymeény a U [J m~2s~1K~1] souginitel prostupu tepla. Dolni indexy

vyjadiuji: r reakéni smes, ¢ chladici kapalina a f vstupni hodnoty.

Rychlost reakce a reakéni teplo jsou vyjadieny jako:

—E; 81
k] = k]O exp (R—]>,] = 1,2 ( )
T
h, = (=AH,1)kicy + (—AH ) kB, (82)

kde jsou kq [s™!] pre-exponencialni faktory, E [J] aktivaéni energie a —AH, [J mol™!]

zaporn¢ brané reak¢ni entalpie.

Uvazujme soustavu v ustaleném stavu. Potom jsou v rovnicich (77) az (80) derivace na
levych stranach rovny nule a spolu s (81) a (82) dostavame soustavu nelinearnich
transcendentnich rovnic, kterou miZeme vyfeSit numericky. Nejjednodussi je v tomto
ptipadé¢ pouzit metodu prosté iterace. Pevny bod budeme hledat k teploté¢ T,.. Z (81)

vyjadiime rychlosti k; a k, s pocatecni aproximaci T,. Ty dosadime do rovnic (77) a (78),
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tim dostaneme koncentrace ¢4 a cg. Po jejich dosazeni do rovnice (80) ziskame teplotu T, a
tu dosadime do rovnice (79) a dostaneme dal$i aproximaci teploty T,.. Tento cyklus stale
opakujeme, dokud nedosahneme pozadované piesnosti. Soubor s realizovanym algoritmem

Vv prostifedi Mathematica je ptilozen na CD.

5.3 Optimalizace vykonu fotovoltaického ¢lanku

Vykonova charakteristika fotovoltaického ¢lanku je jednou ze zakladnich charakteristik,
kterd slouzi pro optimalni nastaveni stfidace fotovoltaického systému, ktery pfeméiuje
elektrickou energii vyrobenou ve fotoclancich (DC) na elektrickou energii, ktera je poté
nasledné dodavana do mista spotieby (vétsSinou AC) [15]. Snahou je, aby fotovoltaicky
systém vzdy dodaval do zatéze nejvyssi vykon. Nejvyssi vykon pii danych podminkach
(teplota, intenzita osvétleni) odpovida tzv. bodu MPP (Maximum Power Point) na
vykonové charakteristice foto¢lanku. Bod MPP je uren dvojici napétové a proudové

soufadnice:

MPP = [U,,, L, ]; Bpax = Up * I (83)

Pifi hledani polohy napétové soufadnice MPP vyjdeme 2z napétového modelu
fotovoltaického ¢lanku:
U) (84)

I=IL—IO-exp(F
t

Pii hledani polohy proudové soufadnice MPP vyjdeme 2z proudového modelu

fotovoltaického ¢lanku:

I, -1
U=U, Int—0 (85)
Iy

Veli¢iny v téchto modelech (84) a (85) maji vyznam:

e [[A] proud protékajici fotoclankem.

e [, [A] fotoproud umérny zarivému toku (intenzit€ osvétleni).
o Iy [A] proudV zavérném sméru.
e U [V] napétina fotoclanku.

e U, [V] teplotni napéti.

Z rovnic (84) a (85) se daji odvodit vztahy pro U,, a I, (86) a (87).
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Un Un
I, =1, exp (7> . (1 + 7) (86)
t t

I, — Iy _ L, (87)
Iy Iy = In

In

Z téchto dvou vztahtit musime vyc¢islit U, a I, pro zjisténi polohy MPP. Hledané veli¢iny
ale nemtizeme explicitné vyjadiit, a proto musime rovnice fesit numericky. Nejedna se o
soustavu rovnic a kazdou rovnici feSime zvlast' napt. pouzitim nékteré metody popsané
V teoretické Casti prace. Soubor s hledanim kofene Newtonovou metodou v Mathematice je

ptilozen na CD.

5.4 DalSi vyskyty nelinearnich rovnic

Dalsi nelinearni rovnice, které se musi feSit numericky, se vyskytuji v nejraznéjSich

inzenyrskych aplikacich [12]. Jmenujme napf.:

e Vypocet slozité chemické rovnovahy.

e Reseni protiproudych separaénich zaiizeni, jako jsou napf. rektifikaéni ¢i absorpéni
kolony.

e Vypocet stacionarni simulace systému zafizeni.

e Nahrada parabolickych nebo eliptickych rovnic metodou kone¢nych diferenci.

e VypocCet staciondrnich stavii dynamickych modeli popsanych obycejnymi
diferencidlnimi rovnicemi.

e Vypocéty v modelech zrtiznych odvétvi, napt. model pH neutralizace, model

vyparniku, model poskozeni betonu, atd.
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ZAVER

V teoretické Casti prace jsem popsal nejpouzivanéj$i numerické metody pro feSeni
pievazné jedné nelinedrni transcendentni rovnice. Uvedl jsem také zobecnéni nékterych
metod pro feseni soustavy rovnic. Vhodnost pouziti konkrétni metody je tfeba zvazovat
vzhledem ke konkrétnim pozadavkim a situaci. Metody, které vzdy konverguji, a mame
pti jejich pouziti jistotu nalezeni kotfene, maji obecné nizsi rychlost konvergence. Naopak
metody S vyssi rychlosti konvergence nemusi konvergovat vzdy a vyzaduji presnéjsi
pocate¢ni aproximaci kofene. MozZnosti je kombinovat néjakou vzdy konvergujici metodu
s metodou rychlejsi, jak to déla napt. Brentova metoda. Popsané metody jsem realizoval
Vv systému Mathematica. Tyto soubory jsou pfilozeny na CD. V praktické ¢asti prace jsem
na ukazku uvedl implementaci Brentovy metody. Mathematica je vybavena, stejné jako
jiné podobné systémy pocitatové algebry, funkcemi pro feseni téchto rovnic. V praktické
¢asti prace je popsana nejvice funkce FindRoot, jejiz zdklad tvofi Newtonova ¢i Brentova
metoda. Pfi jejim pouziti uzivatel nemusi znat postup metody, jakym funkce hleda koten,
ale musi zadat pocatecni aproximaci nulového bodu. Nejjednodussi a nejnazornéjsi zpisob
jak zjistit piibliznou polohu kotfene je znazornit si rovnici jako prubéh funkce v kartézské
soustavé soutadnic. V pfipadé soustavy rovnic to vSak neni vzdy dovoleno a ani neexistuje
z4dna metoda, ktera by zarucené vzdy konvergovala ke kofeni. Proto je ziskani informace
o poloze kotene ve vicedimenzionalnim ptipad¢ slozitéjsi. Jako aplikace vyuziti nulovych
bodii nelinearnich rovnic jsem uvedl feSeni rovnice pii vypoctu koncentra¢niho pole
vypirané slozky v pevné fazi pii laziiovém prani. Dale nelinedrni rovnice pfi jinych typech
prani, soustavu rovnic, kterou je nutno fesit pfi vypoctu priutocného chemického reaktoru

s chlazenim v plasti. A rovnice, které se feSi pii optimalizaci vykonu fotovoltaického

¢lanku.
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ZAVER V ANGLICTINE

In the theoretical part, | described the most widely used numerical methods for solving
nonlinear transcendental predominantly single equation. | also introduced a generalization
of some methods for solving systems of equations. Suitability of a particular method
should be considered in regard to the specific needs and situation. Methods, which always
converge, and we have confidence in their use to find the root, generally have lower rates
of convergence. By contrast methods with high convergence speed does not always
converge and require more accurate initial approximation of roots. Option is to combine an
always convergent method with a faster method, as it does the Brent’s method. | realized
described methods in the Mathematica system. These files are included on the CD. In the
practical part | for the show said implementation of Brent’s methods. Mathematica is
equipped, as well as other similar systems computer algebra, functions for solving these
equations. The practical part describes the most FindRoot function, which basis form
Newton's method and Brent’s. In its application the user need not know the method, which
seeks the roots of functions, but must enter an initial approximation of the zero point. The
simplest and the most illustrative way to determine the approximate location of the root is
represent the equation as a function in Cartesian coordinates. In the case of system of
equations that is not always allowed, and nor is there any method that would surely always
converge to the root. Therefore to obtain information on the location of the root in multi-
dimensional system is complex case. As an application uses the zeros of nonlinear
equations |1 mentioned solutions of the equation for calculating the concentration field of
the washing element of the solid phase in bath washing. Furthermore, nonlinear equations
for other types of washing, the system of equations, which must be calculated in flow
chemical reactor with cooling in the mantle and equations to calculate the optimization of

performance of photovoltaic cell.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

V[m?]
Vo[m?]

t[s]

¢ [kg - m”]
Co [kg - m”]
cp [kg - m”]
D[m?- s
x [m]

b [m]

e [1]

Na [1]

Gn [1]

A[1]

K [1]

B [m® - kg™
Fo [1]

C[1]

Co [1]

X 1]

Qum®-s7]

Objem pevné faze, tj. vzorku holiny.

Objem praci vody jakozto odvapiovaciho ¢inidla.

Cas.

Objemova koncentrace Ca(OH), v holing.

Objemova koncentrace Ca(OH), v lazni.

Pocateéni koncentrace Ca(OH), v holing.

Efektivni difuzni koeficient vymyvané slozky z pevné faze.
Soutadnice polohy.

Polovi¢ni tlouStka holiny.

Porozita (je pomér objemu pora k objemu vzorku holiny).
Namokové ¢islo (je podil Vo/V).

n-ty koten jisté transcendentni rovnice.

Rovnovazna konstanta sorpce (z Langmuirovy izotermy).
Ptiblizna hodnota rovnovazné sorp¢ni konstanty A.
Konstanta z Langmuirovy izotermy.

Fourierovo kritérium (bezrozmérny cas).

Bezrozmérna objemova koncentrace Ca(OH), v holiné.
Bezrozmérna objemova koncentrace Ca(OH), v lazni.
Bezrozmérna prostorova souradnice.

Objemovy pritok praci kapaliny.
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