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ABSTRAKT

Cielom bakalarskej prace bolo popisat zakladné funkcie programu Mathematica, ktoré
sa vyuzivaju pri rieSeni diferencialnych rovnic. Pouzitie tychto funkcii potom autor de-

monstroval na vhodne zvolenych prikladoch. Zameral sa hlavne na vizualizaciu rieseni.

Klicovad slova: obycajna diferencidlna rovnica, Mathematica, partikularne riesenie, DSolve,

Bernoulliho rovnica, Plot.

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis was to describe basic functions used in Mathema-
tica in solving of differential equations. Author demostrated this functions on suitable

examples. Namely, he focused on the visualisation of solutions.

Keywords: ordinary differential equation, Mathematica, particular solution, DSolve,

Bernoulli equation, Plot.
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UvoD

Cielom mojej prace bolo, ako je uz z nazvu zrejmé, spracovat rozne priklady z pred-
metu Diferencialne rovnice pomocou programu Mathematica. KedZe som tento predmet
sam absolvoval, rozhodol som sa pocitat priklady trochu menej naméhavou a interak-
tivnejsou cestou. Kazdy Student bude mat moznost si podla vypracovani skontrolovat
ktorykolvek priklad. Program Mathematica vyriesi kazdd rovnicu a vizualizécia mé
Prva je teoretické a st v nej spracované definicie z oblasti diferencialnych rovnic, ktoré
Student ziska z prednasok a cviceni. Druhé c¢ast, ktord je praktickd, je zamerand na
rieSenie rovnic v programe Mathematica. Doraz je kladeny hlavne na vizualiziciu rie-
seni. V druhej polovici st priklady spracované v programe Maple. Na zaver su tieto

dva programy porovnané a zhodnotené ich klady a zapory.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

10

I. TEORETICKA CAST
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1 Historia a vyuzitie software Mathematica

1.1 Historia

Prva verzia programu Wolfram Mathematica uzrela svetlo sveta v roku 1998. V na-
sledujicom roku vypustili na trh dve dalsie verzie a to 1.1 a 1.2. Verzia 1.2 prinisa
rychlejsie spracovavanie niektorych udajov. Od tejto verzie mézu Kernel vypocty be-
zat zaroven s front-end operaciami, za cenu nizsej rychlosti spracovania. V roku 1991
prichddza Wolfram s Mathematicou 2.0 s podporou zvuku, lepSim vykonom a lepsim
programovacim jazykom. Pocet dostupnych funkcii sa zvysil z 560 na 843, vratane
numerickych rieseni diferencidlnych rovnic. V roku 1996 vychadza multiplatformna
Mathematica 3.0. Rychlejsia ako jej predchodkyne. Prindsa graficky a velmi prehladny
zapis funkcii. Pri jej cene stale vSak nedostupné pre obycajného uzivatela. Mathema-
tica a jej verzia 4.0 prinasa vykonny vypoctovy systém kombinujici s mimoriadnymi
schopnostami vypoc¢tu a koplexnou vizualizaciou. NavySe v jednom elegantnom pro-
stredi. Prindsa kontrolu pravopisu s velkou zisobou vedeckych slov a lepSie nastroje
pre publikovanie na webe. Verziou 6.0 sa snazi Wolfram oslovit nové potencionalne
skupiny uzivatelov. Vzrastol graficky desing prostredia. Manipuldcia s 3D objektami
v readlnom case a to nielen mysSou, pretoze Mathematica berie plug-and-play vstupy
z inych vstupnych zariadeni od hernych ovladacov az po mikrofény. Mathematica sa
stava velkou pomédckou pri Stidiu na vSetkych typoch §kol. 18 mesiacov po vydani
Sestky vypustil Wolfram zatial poslednt verziu programu Mathematica 7.0. Prindsa v
nej obrovské mnozstvo novych funkcii, od grafiky cez nové a rychlejsie algoritmy az po

rychlejsiu manipulaciu s datami.
1.2 Vyuzitie

Vydanie programu Mathematica sposobil zaciatok modernych technickych vypoctov.
Jednotlivé baliky sa vydavali okolo roku 1960 pre c¢iselné, algebraické, grafické a iné
tlohy. Vizia programatorov a vyvojarov bola vytvorif jeden uceleny komplex, ktory
bude obsahovat vSetky tieto baliky a bude ich plnohodnotne vyuzivat. KIucové v tejto
tlohe bolo vymyslief jazyk, ktory dokéze manipulovat s velkou Skdlou predmetov a
objektov, na dosiahnutie univerzalnosti pre technické a iné vypocty.

Prva verzia programu Mathematica 1.0 bola vydand v roku 1988. Svetové média ju
povazovali za produkt s obrovskym potencidlom. Tak isto zaznamenala velky Gspech v
technickej komunite. Spociatku bol jej markantny vplyv hlavne v prirodnych vedéch,
inzinierstve a matematike. V priebehu rokov sa Mathematica pozoruhodne rozrastéa a
dostava do dalsich oblasti. VyuZiva sa najméi vo fyzikdlnych, biologickych, socidlnych
a dalsich odvetviach. Tesi sa velkej oblube poprednych svetovych vedcov. Zohravala
kIt¢ova ulohu pri mnohych doleZitych objavoch a bola zadkladom pre tisicky technic-

kych dokumentov. V strojarstve sa Mathematica stala Standardom pre oblast vyvoja
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a vyroby. Mnohé zo svetovych firiem sa na nu spoliehaju. V ekonomike hra Mathe-
matica vyznamnu ulohu, sofistikované finanéné modelovanie, Siroké vyuzitie v roznych
druhoch planovania a analyzy. Mathematica sa taktiez ukéazala ako dolezity nastroj
v odbore pocitacovych vied a softvérového vyvoja. Jej jazyk je Siroko pouzivany ako
pre vyskum tak aj pre vyvoj prototypov a rozhrania prostredi. Najvic¢siu uzivatelska
zékladiiu ma Mathematica v technickych odbornikoch. Masivne sa v poslednej dobe
vyuZiva v oblasti vzdelavania. Spektrum vyuZzivatelnosti je naozaj Siroké. Okrem toho,
s dostupnostou Studentskej verzie, sa Mathematica stala velmi popularnou a vyuZzi-
vanou Studentmi po celom svete. UZzivatelska zakladiia je naozaj Sirokd od umelcov,
skladatelov, jazykovedcov cez pravnikov az po Tudi, ktori sa zaujimaju o vSetky oblasti
zivota.

Od doby, kedy bola vydand Mathematica, sa jej uzivatelskd zékladria niekolkokrat
rozrastla. Celkovy pocet uzivatelov sa dnes poéita v miliénoch. Mathematica sa stala
standardom v mnohych organizaciach. Fortune 50, vSetky z 15 hlavnych oddeleni vlady
USA a vsetkych 50 najvicsich univerzit na svete.

Tim Wolfram Research viedol od jeho zalozenia Stephen Wolfram. Neobvykly tispech
produktu spdsobilo, Ze tim sa mohol zamerat na dlhodobé ciele. V priebehu rokov umoz-
nilo vSeobecnost jadra Mathematica neustale rozsirovat jej dosah. Od svojich zaciatkov
ako systém pouzivany hlavne pre matematické a technické vypocty, sa Mathematica
ukézala ako velmi silnd aj v inych odvetviach. Dnes Mathematica stoji na konci svojej
dvadsatro¢nej existencie. Definuje sa ako systém pre Siroké vyuzitie v kazdej oblasti

vyskumu a spoloc¢nosti.

2 Obycajné diferencialne rovnice
2.1 Zakladné pojmy

Definicia: Diferencialna rovnica (DR) je rovnica, v ktorej neznamou je funkcia a v
nej sa vyskytuju derivacie tejto funkcie.

Obyc¢ajnou diferencidlnou rovnicou (ODR) nazyvame rovnicu, v ktorej nezné-
mou je funkcia jednej premennej a v ktorej sa vyskytuje aspon jedna derivacia tejto

funkcie.

Radom DR nazyvame rdd najvyssej derivacie hladanej funkcie vyskytujicej sa v

danej rovnici.

Diferencidlnu rovnicu nazyvame linearnou, ak je tato rovnica linedrna vzhladom k

hladanej funkcii a jej derivacii, pripadne derivaciam.

Definicia: Obyc¢ajnou diferencialnou rovnicou 1. radu s nezndmou funkcou y
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rozumieme rovinicu tvaru

y' = flz,y), (1)
kde f je funkcia dvoch premennych z, .

RieSenim (tiez integralom) rovnice na intervale I rozumieme kazda funkciu y = y(x),
ktora je diferencovatelna na I a spliiuje identicky rovnicu (1).
Nech g, yo st redlne &isla. Uloha najst riesenie rovnice (1), ktora splituje zadanti po-
¢iato¢nu podmienku

y(o0) = o, (2)
sa nazyva pociato¢na uloha (Cauchyova tloha, pociatoény problém). Jej rie-
Senim rozumieme funkciu, ktora splituje podmienku (2) a je rieSenim rovnice (1) na

nejakom intervale obsahujicom bod .

Definicia: RieSenie, ktoré sa da zapisat v tvare y = ¢(x,C), kde C' je konstanta, sa
nazyva obecné riesenie.

RieSenie, ktoré sa da ziskat z obecného riesenia pre konkrétnu hodnotu konstanty C', sa
nazyva partikuldrne rieSenie a znaci sa y,. Graf partikularneho rieSenia sa nazjyva

integralna krivka.

Geometricky vyznam ODR 1. radu.

Diferencialna rovnica ' = f(z,y) priraduje kazdému bodu (z,y) definiéného oboru
Dy funkcie f prave jednu hodnotu y'(z), ktort moézeme chapat ako smernicu priamky
prechadzajicu bodom (x,y). Tato priamku znazornujeme v stiradnicovej rovine kratkou
useckou so stredom v bode (z,y) a nazyvame linearny element. MnozZinu vsetkych
linedrnych elementov potom nazjvame smerovym polom danej rovnice. Graf rieSenia
y (tj. integralna krivka y) mé teda ta vlastnost, Ze jeho doty¢nica v kazdom bode
(z,y(z)) obsahuje prislusny linedrny element, takze sa da Casto ze smerového pola
odhadnut tvar integralnych krivek.

Pociatocnd podmienka (2) geometricky znamend, Ze graf prislusného rieSenia prechadza
v rovine bodom (zg, ¥9). Ak mé pociato¢na uloha (1), (2) jediné rieSenie, neprechadza
bodom (zg,yy) Ziadna dal$ia krivka. Ak ma kazda pociatoénd tloha jediné rieenie,

znamena to, ze integralne krivky se nikde nepretinaju.

2.2 ODR so separovatelnymi premennymi

Definicia: ODR tvaru
y = f(x)-gy). (3)
kde f, g st spojité funkcie na otvorenych intervaloch, nazyvame obycajnou diferen-

cidlnou rovnicou so separovatelnymi premennymi.
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X

Obr. 1. Ukdzka smerového pola

2.3 Linearna ODR 1. radu

Definicia: ODR tvaru

Y = a(e)y + b(a), (4)
kde a(x), b(x) st spojité funkcie na otvorenych intervaloch, nazyvame linearnou oby-
¢ejnou diferencialnou rovnicou 1. radu.
Ak je b(z) = 0, nazyvame rovnicu (4) homogénnou linearnou ODR 1. radu, v

opa¢nom pripade hovorime o nehomogénnej linearnej ODR 1. radu.

2.4 Bernoulliho rovnica

Definicia: ODR tvaru
y' = a(z)y +b(z)y", (5)
kde r € R,r # 0,7 # 1 a funkcia a(x),b(z) st spojité na uvazovanych otvorenych

intervaloch, se nazyva Bernoulliho rovnica.
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2.5 Homogénna LODR 2. radu s konstantnymi koeficientami

Jedna sa o rovnicu tvaru

azy”(z) + a1y () + aoy(x) =0, (6)
kde ag, a1, a2 € R,ay # 0.
Definicia: RieSenim (alebo tiez integralom) rovnice (6) na intervale / rozumieme
funkciu, ktorda ma spojité derivacie do 2. radu na intevrale I a po dosadeni identicky

splituje rovnost (6) na /.

Definicia: Uloha najst riesenie rovnice (6) splitujice v bode zy € I po&iatoéné pod-
mienky

y(xo) =0, ¥ (20) =u, (7)
kde yo, y1 st realne ¢isla, se nazyva poc¢iatoéna tloha (Cauchyova tloha). Riesenie
pociato¢nej tlohy sa nazyva partikuldrne rieSenie rovnice (6).
Definicia: Kvadraticka rovnicu

asA? + a1\ +ag =0 (8)

nazyvame charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice (6).
Definicia: Dvojica rieseni y; (), y2(z) homogénnej rovnice (6), ktoré st linedrne neza-
vislé na intervale I, sa nazyva fundamentalny systém rieseni rovnice (6).
K urceniu fundamentalneho systému riesenia rovnice (6) je teda treba najskor zistit ko-
rene charakteristickej rovnice. Prakticky navod, ako pomocou korenov charakteristickej

rovnice najst fundamentilny systém, udava nasledujtica veta:

Veta: Uvazujme homogénnu LODR 2. radu (6) s charakteristickou rovnicou (8).

1. Charakteristicka rovnica ma dva rozné realne korene Aq, A\». Potom ma diferenci-

alna rovnica (6) fundamentélny systém

yi(z) =M () =e

a jej obecné riesenie je v tvare
y(&?) = 016)\11 + 026)\21, Cl, CQ e R

Aox

2. Charakteristickd rovnica mé jeden dvojnasobny readlny korenn A\. Potom ma dife-

rencidlna rovnica (6) fundamentalny systém

Y1 () y2(x) = we
a jej obecné riesenie je v tvare
y(x) = C1e™ + Coxe™ = (Cy + Cox) e, 1,0y € R,

— e)\z’ Az

3. Charakteristickd rovnica ma dva komplexne zdruzené korene

A2 = a=£1ib,b # 0. Potom ma diferencialna rovnica (6) fundamentalny systém

yi1(x) = e*cosbr, yo(r) =€ sinbx
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a jej obecné riesenie je v tvare
y(x) = C1e* cosbx + Coe™ sinbx, C1,Cy € R|.

2.6 Nehomogénna LODR 2. radu s konstantnymi koeficientami

Rovnica ma tvar
any™ () + @y (@) + - 4 ary (2) + aoy(a) = f(x), (9)
kde ag, ay, ..., a, s konstanty, a,, # 0, a f(z) je funkcia definovand, spojita a nenulova

na intervale I.
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3 Zakladné prikazy a syntax programu Mathematica

3.1 Vstup a vystup - IN[] a OUT|]

Po spusteni systému Mathematica je na obrazovke novy prazdny zapisnik. Napiseme
vyraz, ktory chceme spocitat a odosleme ho na spracovanie do jadra systému Mathe-
matica stlacenim Shift+Enter, resp. klavesou Enter z numerickej casti alebo ikonou
Mathematica z grafického menu. Mathematica ozna¢i né§ n—ty vstup ako In[n]:= a
odpovie nain Out[n]=... .

Ak je prikaz na vstupe dlhsi ako jeden riadok, na konci riadku daného prikazu musi
byt symbol, ktory signalizuje, Ze prikaz pokracuje na dalSom riadku (napr. ¢iarka, arit-
meticky operator, sipka a pod.).

Ked odogleme vstupni bunku do jadra na spracovanie, vykonaju sa vSetky prikazy v
danej bunke. Odporuca sa preto pisat do jednej bunky prikazy, ktoré spolu tzko stvi-
sia.

Na predchadzajuce vysledky sa odvolava pomocou symbolu %.

% - posledny vysledok (¢islo, vyraz, graficky vystup,...)
%% - predposledny vysledok

%n - vysledok z Out|[n]

Out[n] - vysledok n—tého vstupu

Priklad:
In[i)= 77" 2
outj1)= 5929
n2i= (%-4) %12

ouzl= 71100

in[3)= Sgrt [%%]

outzj= 77
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3.2 Premenné

Mena premennych sa pisu obycajne malymi pismenami, ale v pripade potreby mo-
zeme pouzit aj velké pismena. Tu je potrebné zdoraznit, ze systém Mathematica prisne
odlisuje malé a velké pismenda. V zasade je mozné pouzit lubovolné meno premen-
nej (lubovolny pocet znakov), musi vSak za¢inaf pismenom a nesmie sa zhodovat s
menom, ktoré pouziva systém Mathematica. VSetky prikazy systému Mathematica za-
¢inaji vzdy velkym pismenom (niekedy st velké pismend aj vo vnitri prikazu, napr.
PlotStyle).

Hodnotu premennej priradime pomocou operatora = . Ked za prikaz dame bodkodi-
arku, prikaz priradenia sa sice vykona, ale vysledok sa nezobrazi. Systém Mathematica

pripusta aj viacndsobné priradenie tej istej hodnoty viacerym premennym naraz.

Priklad:

nfap= X =5,y =2z =15
outj4)= 15

In5l:= X*Yy *Z

ousl= 1125

Ked priradime premennej hodnotu, systém Mathematica si ju pamiita, pokial ju ne-
prepiseme inou hodnotou alebo ju explicitne nezrusime (dokonca si ju pamété aj ked
otvorime novy zapisnik). Ak uz teda nechceme v dalsich vypoctoch pouzivat hodnotu
premennej, musime ju (aby sme sa vyhli mnohjym neprijemnym prekvapeniam v prie-

behu dalsich vypoctov) vy¢istit pomocou Clear|z, y, ...] alebo x =y =. ..

x = hodnota - priradenie hodnoty premennej x

x =y = hodnota - priradenie tej istej hodnoty premennym z aj y

x = . alebo Clear [z] - vy¢istenie premennej
Priklad:
In[13]:= X
out[13]= 5

in[141= Clear [X, y, 2]
In[15]:= X

out[15]= X
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3.3 Ponuka Help

Velmi délezitou sucastou kazdého programu je ponuka Help. V systéme Mathematica
je urobend velmi dobre a zrozumitelne pre uzivatela. PomoZze nam ¢i uz najst spravny
zapis, alebo funkciu, alebo v podstate tiplne vsetko ¢o potrebujeme pre pracu s tymto
programom. Népovedu spustime bud priamo v kontextovom menu, alebo prikazom. V
kontextovom menu mame na vyber vela moZznosti. PouZitie prikazu je ovela praktickej-

sie.

?Nézov prikazu - zobrazi zdkladné informacie o danom prikaze
??Nazov prikazu - zobrazi podrobnejsie informacie o prikaze

?Nézov prikaz* - zobrazi vSetky prikazy, zacinajice na zadany nézov prikazu

n= ?PlotStyle
PlotStylsmnoptiorfomplottimpdrelatefinctionbatspecifistsyleswhichobjectasretobe drawn >
= ?? PlotStyle

PlotStylsmnoptiorfomplottimpdrelatefinctionbhatspecifistsyleswhichobjectasretobe drawn >

Attributes [PlotStyle] = {Protected}

4= ? Pl ot *

¥ System*
Plot PlotLabel PlotRangePadding
Plot3D PlotMarkers PlotRegion
Plot3Matrix PlotPoints PlotStyle
PlotDivision PlotRange
PlotJoined PlotRangeClipping

Obr. 1. Vyuzitie helpu

Pri otvoreni menu Help - Function Navigator sa nam objavi nové okno. Do okna Search
napiSeme prikaz, ktory potrebujeme, a Mathematica nam vypiSe v podstate to isté ako

pri pouziti prikazu.
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4t Wolfram Mathematica: Documentation Center - . N

| @ .l w0| SEARCH | plot »| (%

J »

Wolfram Mathematica7

DOCUMENTATION CENTER

CORE LANGUAGE
The uniquely powerful symbolic language that is the foundation far M:

—— MATHEMATICS AND ALGORITHMS
The warld's largest integrated web of mathematical capabilities and algarithms

‘ - VISUALIZATION AND GRAPHICS
&P symbolic graphics and unparalleled function and data visualization

[+ DATA MANIPULATION
.o Powerful primitives for handling large volumes of data of all types and formats

i - COMPUTABLE DATA
Immediate integrated access to carefully curated current data in diverse areas

| T DYNAMIC INTERACTIVITY i
Wissm=  Capabilities that define a new kind of dynamic interactive computing
------- ~  NOTEBODKS AND DOCUMENTS

Program-censtructible symbelic documents with uniguely flexible formatting

S5 SYSTEMS INTERFACES & DEPLOYMENT
Unigue customizability and connectivity powered by symbelic pregramming

H..]| Function Navigator &0 virtual Book | How To Topics <
100% «

Obr. 2. Help

3.4 Ponuka Palettes

Velkou vyhodou programu Mathematica je moznost pouzif implementované palety na-
strojov. Pri zlozitejSich zapisoch funkcii nemusime pouzivat prikazy na odmocninu,
mocninu a pod. V. Mathematice st preddefinované a graficky spracované jednotlivé

matematické operacie. Ponuka Palettes obsahuje tieto hlavné sekcie:

-Basic Math Assistant
-Classroom Assistant

-Writing Assistant
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Basic Math Assistant @ Writing Assistant @
A Calculator (@) * ||| ~writing and Formatting @ -
Basic | Advanced Create New or Madify Selected Cell
sin | cos | Tan & 100 [ Title Cells [*][section cells [~]
ArcSin |ArcCos | ArcTan| Log | Logio [Textcells  [+](mathcells  [~]
Define Function | Clear | Table | i | j Start Slide| End Slide Page Bresk
f o [m][_] Rows Cols Cell Modifications
— — Merge Cells Divide Cells
o | as (3] (22
= == == Group Together Group Normally
odo | [Podo| ¥ o | [Bao Text Properties
B 1 u |[AT | al Font...
xJ v t]e] "o Text Color[*][12 [+ Clear
2 el s/ "=
: =y T e Cell Properties
45 )6 ) x|=|Fal°] 2 [Background [+ ][Frame [+][=2 [+]
123 ) = s =)o E Paragraph Properties
o N+ =], =] =[==I===]—] x
Tab Enter | TraditionalForm Notebook Properties and Actions
Input from Above Create Input Cell Find... Spelling...
Output from Above | Create Text Cell Content [+][Appearance [+]
Command Complete |  Mske Template Stylesheet Chooser...
Drawing Tools... || Graphics Inspector...
 Basic Commands
~ Typesetting @ v Typesetting
| wB | x|= | ¢ v Help and Settings ),
a2 2 ve|ye|m|m LLrEs &
H - - ~
BHHEEERERLIE
= a _| &
wcw|ow| m | § | @[] |
oo | @o | [w] | =3a
a | oo oo =
i 69] [ o I P -
100% =

Obr. 3. Palety

Néajdeme v nich preddefinované integraly, odmocniny, mocniny, zlomky... Jednoducho

vSetko, pre ulahdenie prace. Pri nedostatku paliet si mozme rozne dalsie doinstalovat.
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II. PRAKTICKA CAST
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4 Prikazy na rieSenie diferencialnych rovnic v programe Mathematica

4.1 DSolve

Pre najdenie obecného riesenia diferencialnej rovnice slizi v programe Mathematica

prikaz DSolve. Zapis je dany v tvare:
DSolveldiferencialna rovnica,y[x], x]

V prikaze musi byt zapisanéd diferencidlna rovnica, neznama funkcia a nezavisla pre-

menna.
1= DSol ve [y’ [Xx] =y[x] »Cos [x], yI[x], X]

our= {{y[x] > eS"™X Cr11}}

Pre najdenie partikularneho riesenia rovnice 1. radu, ktoré spliia po¢iatoénii podmienku
y(xo) = Yo, sa pouziva taktiez prikaz DSolve. Priddvaji sa parametre pre pociatotné

podmienky:

DSolve[{diferencidlna rovnica,y[zo] == yo}, y[z], x]

2= DSol ve [{y’ [X] ==Yy [X] *Cos [x], Y[-2] =1}, Y[X], X]

outzl= {{y [x] > eSin(2]+s nixI}}

Partikularne rieSenie diferenciélnej rovnice 2. radu, ktoré spliia po¢iatoénit podmienku

y(xo) = Yo, vy (z0) = y1, ndjdeme prikazom:

DSolve[{diferencidlna rovnica,y[x¢] == yo, ¥y’'[x0] == 1}, y[x], x]

4.2 Plot

Funkcia plot generuje graf funkcie f podla premennej x v medziach od z,,;, do a4

Zapis funkcie je:
PlOt[.f7 Lmins wmam]

Pre viac funkcii plati zapis:

PlOt[{f, ,f17 f27 "'}7 {wmina wmaw}]
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= Plot [Sin[x], {x, 0, 6Pi}]

IARATA
RANANA
IRV NN
IRV ARRVARRY

inzl= Plot [{Sin[x], Sin[2x], Sin[3x]}, {x, 0, 2Pi }]

10t
//
o5t/

outf2]=

-05F

-10r

Obr. 1. Graf jednej a troch funkcii

Pre naformétovanie vzhladu sa vyuziva parameter PlotStyle, v ktorom si moZzme na-
definovat ako mé graf vyzerat. MéZzme nadefinovat napriklad farbu jednotlivych kriviek,

hrabku, dlzku pri prerusovanej krivke. .. Zapis funkcie je v tvare:
Plot[{f, f1, f25 - - - }s {Tmins Tmaa },PlotStyle — {p1, p2, p3; .. . Pn}]

inis)= Pl ot [Eval uatee@Tabl e [Bessel J [n, x], {n, 3}], {x, 0, 15}, PlotStyle » {Orange, Dashed, Thick}]

06

041

’

02t/
/ )
/ \ / A\
/ \ / \
’ \ / \ ,
Z Il Il \ Il L4 I L Il
2 4 6 8/ 10 12 14/
\ / \\ :
. , )
-02 X ) .~
L)

Obr. 2. Ukazka formatovania grafu

out[s]=

Jednotlivé grafy sa daju spojit do jedného pomocou prikazu Show:

Show|[gra fi1, gra f2]
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Show[gl, g2]

Obr. 3. Prikaz Show

4.3 Table

Prikaz Table slizi na urcenie hodnot pre dant funkciu. Zapis funkcie Table je v tvare:
Table|f;, {i, krok}]

Funkcia sa d4 nadefinovaf predom a neskor pouzit v prikaze Table:

ne:= Table[i 22, {i, 10}]

ourel= {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

n7)= f[X_] =sinx
ou[7]= Si n X
ngl= t = Tabl e [f [x], {x, -3, 3}]

outg= {-3sin, -2sin, -sin, 0, sin, 2sin, 3sin}

5 RiesSené priklady pomocou programu Mathematica
5.1 Separovatelna diferenciialna rovnica

Priklad

Zadanie: Najdite vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y’ = y. cos . Nakreslite
farebne ststavu integralnych kriviek. VSeobecné rieSenie zobrazte aj pomocou funkcie
Manipulate.

Riesenie: Prepiseme zadanu diferencidlnu rovnicu a ziskame obecné riesenie pomocou

prikazu DSolve:

;= DSol ve [y’ [X] =y [x] *Cos [x], Yy[Xx], X]

out[1]= {{y [x] » &S "X Cr1] }}
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Nadefinujeme premenna f funkciou obecného riesenia:

2= f[X_1 =Exp[Sin[x]]=*cl

oufz= ¢l SN

Ur¢ime hodnoty pre jednotlivé hodnoty premennej ¢y:

= t1 = Table[f [x], {cl, -3, 3}]

out[3}= {73e5in[x], 77_@5in[x]’ 7eSin[x], O, eSin[x]’ ZeSin[X], 3eSin[x]}

Vizualizécia, graf pre interval € (—20, 20):

4= 91 = Pl ot [Eval uate [t1], {x, -20, 20},
PlotStyle » {Red, Green, Black, Orange, Dashed, Thick }]

Obr. 1. Grafické riesenie DR
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Grafické riesenie pomocou funkcie Manipulate:

in[s:= Mani pul ate [Pl ot [Exp[Sin [x]] *cl, {x, -9, 9}], {cl, -5, 10}]

cl

M
J

SR G T3 i

Out[5]=

Obr. 2. Vizualizacia pomocou Manipulate

5.2 LODR 1. radu

Priklad

Zadanie: Najdite vSeobecné a partikularne riesenie, ktoré vyhovuje zaciato¢nej podmi-
enke y(—2) = 1. Nakreslite farebne ststavu integralnych kriviek, graf partikularneho
rieSenia vyznacte hrubou ¢iernou ciarou. Vypocitajte hodnotu partikularneho riesenia
y(1, 25).Zadané rovnica: ¥y’ — xy = 2x.

Riesenie: Riesime najprv homogénnu rovnicu pre € R

1= DSol vely’ [X]-X=*y[x] =0, y[x], X]

x2

Out[1]= Hy [X] » ez C[1] }}

Vyuzitim prikazu DSolve najdeme obecné rieSenie diferencialnej rovnice:

2= DSolvely’ [X] -X*Yy[X] ==2X, Yy[x], X]

x2

ouz= {{yx] > -2+e7 Cl1)}}



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 28

Pomocou DSolve taktiez najdeme partikuldrne riesenie pre pociatoéni podmienku
y(=2) =1

@)= DSolve [{y’ [X]-X=*y[Xx] =2X, y[-2] =1}, y[x], Xx] //Sinplify

out[3]= Hy[x] -»-2+3 e-2+§}}

Nadefinujeme funckiu f pre obecné riesenie rovnice. Funkcia f;, je rieSenie rovnice s po-

¢iato¢nou podmienkou. Posledny vystup je vypocitand hodnota parikularneho riesenia:

= F[X_] =-2+Cc+xExXp[x"2/2]
fpIx_1=-2+3*Exp[-2+x"2/2]
fp[l.25]

x2

ouf4= -2+Cez

x2

ous= -2+3e? 7

ousl= -1.1132

Prikazom Table urc¢ime jednotlivé body pre vykreslenie grafu:
n7= t = Tabl e[f [x], {c, -3, 3}]

Xz XZ XZ X2 Xz Xz

ou[7}= {7273«5, 2 -2ez, 2-ez, -2, 2+ez, 2+2ez, —2+3e7}

Prikaz Plot a farebne rozlisena stistava integralnych kriviek:

nel= 91 = Pl ot [Evaluate[t], {x, -3, 3}, PlotStyle » {Red, G een, Bl ack, Orange, Blue, Yellow}]

Obr. 3. Obecné rieSenie
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Partikulérne rieSenie:

nE= g2 = Plot [fp[x], {x, -3, 3}, PlotStyle - Thi ckness [0.01]]

15+

10 L
Out[9]= [

Obr. 4. Partikulérne riesenie

Spojenie oboch grafov do jedného:

inf01:= Show[gl, g2]

out[10]= _

Obr. 5. Spojenie grafu part. a obecného riesenia

5.3 Bernoulliho rovnica

Priklad
Zadanie: Najdite vSeobecné riesenie diferenciilnej rovnice zy’ + zy3 — y = 0. Nakres-
lite farebne stustavu integralnych kriviek. Na vizualizaciu pouzite funkcie Manipulate.

Riesenie: Vyuzijeme funkciu DSolve na vyriesenie zadanej diferencialnej rovnice:

n1= DSolve[ X *y’ [X]+ X*Y[X]"3-y[Xx] =0, y[x], X]

V3 x V3 x

ou {{yx) > - fy x> ]

2x3+3C[1] 2x3+3C[1]
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Obecné riesenie nadefinujeme ako funkciu f:

V3 x
= f[x_ ] = ————
'\’2X3+3*Cl
V3 X
Out[2]=

i/3cl+2x3

Nadefinujeme jednotlivé hodnoty pre konstantu cy:

n@Er= t1 =Table[f [x], {cl, -3, 3}]

3

{ V3 x V3 x V3 x 2 % V3 x V3 x V3 x }
out[3)= , , , , , ,

\/79+2x3 \/76+2x3 \/73+2x3 3/ x3 \/3+2x3 \/6+2x3 \/9+2x3

Vykreslime graf pomocou prikazu Plot na intervale € (—9,9):

4= 91 = Pl ot [Evaluate[t1], {x, -9, 9},

PlotStyl e » {Red, Green, Bl ack, Orange, Dashed, Thick }]

10-
08F [/~
06 |
outf4]= b
04l

0.2

Obr. 6. Graf funkcie
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Vizualizécia pomocou funkcie Manipulate pre konstantu cl na intervale ¢; € (—3, 20):

V3 x

‘\/2X3+3*C1

ins)= Mani pul ate[PI ot[ . (x, -9, 9}], fc1, -3, 20)]

cl

051

M
=)
=1 [+]

Out[5]=

-051

-1.0

Obr. 7. Vykreslenie pomocou Manipulate
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5.4 Homogénna LODR 2. radu

Priklad

Zadanie: Najdite vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice y” —6y’+9y = 0. Nakreslite
farebne sustavu integralnych kriviek pre 3 rézne hodnoty konstéant.

Riesenie: Prepiseme zadanu diferencialnu rovnicu a ziskame obecné riesenie pomocou

prikazu DSolve:

n= DSolvely’’ [x] -6y’ [X]+9Yy[Xx] =0, y[x], X]

out[1]= {{y[x} S e3XCr1] +e3XXC[2}}}

Pre kontrolu ziskame korene charakeristickej rovnice:

= Solve[s"2-6s+9 =0, s]

ouzl= {{s =3}, {s - 3}}

Do premennej ulozime obecné riesenie rovnice:

nEl= FI[X_] =cl*EXp[3X] +C2%X*EXp[3X]

3x

ouz= ¢l e®* +c2 e3Xx

Vypocitame hodnoty na vykreslenie grafu. Do parametrov zadame hodnoty konstant,
podla zadania. Hned v dalSom kroku nechéame vykreslit graf pre tieto parametre:
4= t1 = Tabl e[f [x], {cl1, -3, 3}, {c2, 0, 0}]

gl = Plot [Evaluate[t1], {x, -9, 9},
PlotStyle » {Red, G een, Black, Orange, Blue, Yellow}]

oua- ({-3e%%), (-2, {-e), (0, {], [2e%%), [3e%%))

1000 -

T O —

—-1000 -

Obr. 8. Graf funkcie
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V dalSom kroku zmenime podla zadania hodnoty konstant:

ne= t2 = Tabl e [f [x], {cl, -2, 0}, {c2, 0, 2}];
g2 = Pl ot [Eval uate[t2], {x, -9, 9},
PlotStyl e » {Red, Green, Black, Orange, Blue, Yellow}]

4x10° f
3x10° *
2x10° *
out[7]= 1x10° i*
L n n L | L L L L E L L L | L L L L
T \5

—1x108 |

—2x 108 |

Obr. 9. Graf funkcie pre rézne hodnoty

V poslednom kroku zmenime hodnoty konstant a nechdme vykreslit graf farebne roz-
lisSenych integralnych kriviek:
ng= t3 = Tabl e[f [x], {cl, 0, 0}, {c2, -4, 0}]

g3 = Pl ot [Eval uate [t 3], {x, -9, 9},
PlotStyle » {Red, G een, Black, Orange, Blue, Yellow}]

out[g]= {{—4e3XX, “3e3%x, —2e%%x, -e3%x, 0}}

-5 r 5

-2x107
-4x107
Out[9]= T
-6x10"

-8x10 -

-1x108 -

Obr. 10. Graf funkcie pre r6zne hodnoty
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5.5 Nehomogénna LODR 2. radu so Specialnou pravou stranou

Priklad

Zadanie: Najdite vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y”’ — y’ + y = cosx a
partikuldrne rieSenie, ktoré vyhovuje zaciatoénym podmienkam y(0) = 0, y’(0) = 0.

Nakreslite farebne stistavu integralnych kriviek pre rézne hodnoty konstant.

RieSenie: Zacneme opit prikazom DSolve a obecnym rieSenim diferencidlnej rovnice.

n[1= DSolvely’'’ [Xx] -y’ [X]+Y[X] ==
Cos [X], YI[X1, X1 // Sinplify

V3 x 3 X

out[1]= {{y[x} > 2 Cl1] Cos[

] ~Sin[x] +e2C[2] Sin[

I

V druhom kroku urc¢ime riesenie zadanej diferencialnej rovnice v pociato¢nych podmi-

enkach:

inz;= DSolve [{y’" [X] -y’ [X]+Yy[X] = Cos[x], y[0] =0, y’ [0] =0},
y[x1, x1 // Sinmplify

2@X/23in{

V3

=

out[2)= Hy[x] - -Sin[x] +

J)

Nadefinujeme hodnoty konstant na vykreslenie grafu:

nEr= FIX_] =cl*Exp[x /2] «*Cos[Sqrt [3] *X /2] -Sin[X] +
C2xExp[x /2] *Sin[Sqrt [3] *X /2]
fpIx_1=-Sin[x]+2*xExp[x/2] *Sin[Sqrt [3] *X /2] /Sqrt [3]

V3 x ﬁx}

ouzl= ¢l e*/? Oos{ } -Sin[x] +c2e*?Si n{

2eX/25in[

V3

5]

outial= -Sin[x] +
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Vypiseme pre hodnoty c¢; jednotlivé riesenia:

msl= t1 = Tabl e[f [x], {cl, -3, 3}, {c2, 0, 0}]

\/?X] —Sin[x]}, {—2@”2003[\/3_)(

out[s]= {{—3 e*’? Cos [

V3 x

]—Sin[x}},

V3 x

{_ex/2cos[ ]_Sin[x]}, {-Sin[x]}, {GX/zcos[ ]—Sin[x}},

]7Sin[x]}}

V3 x V3 x

2 ¢*/2 Cos -Sin[x]t, {3e*2Cos
{ [ b [

Prikazom Plot a zadanim hodnét pre konstanty vykreslime graf. Farebné rozliSenie

jednotlivych kriviek zaistime prikazom PlotStyle jeho parametrami:

ne:= gl = Pl ot [Eval uate[t1], {x, -9, 9},
PlotStyl e » {Red, G een, Black, Orange, Blue, Yellow}]

Out[6]=

Rovnaky postup zopakujeme pre dalsie dve rozne hodnoty konstant, podla zadania:

7= t2 = Tabl e [f [x], {cl, O, 0}, {c2, -3, 3}1;

ingl= g2 = Pl ot [Eval uate [t2], {x, -9, 9},
PlotStyle » {Red, G een, Black, Orange, Blue, Yellow}]

Out[8]=
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o= t3 = Tabl e [f [x], {cl, 0, 0}, {c2, 0, 3}1;

ino}:= 93 = Pl ot [Eval uate [t 3], {x, -9, 9},
PlotStyle » {Red, G een, Bl ack, Orange, Blue, Yellow}]

Out[10]= K\‘ I . n . : . M m - .
NS ’ © NS

6 Ukazkové priklady v prostredi Maple

6.1 LODR 1. radu

Riesenie rovnice pomocou programu Maple je v podstate totzné s riesenim v Mathe-
matice. Podobne ako v Mathematice sa na rieSenie vyuziva prikaz dsolve. V prvych
dvoch riadkoch aktivujeme kniznice pre podporu grafov. Do premennej ODFE si na-
definujeme zadant rovnicu. Vystup je zjednoduseny prepis rovnice. V druhom kroku
vyrieSime diferencialnu rovnicu pre zadané pociatoéné podmienky. Na koniec vykres-
lime graf s parametrami, ktoré sme si navolili. Na grafe je pekne vidiet smerové pole a

hrubou ¢iarou je vykreslené partikularne riesenie.

with (plats)
with( DBtaals)

ODE = diff (y(x), x) —x-y(x)=2x

dsofve ({QDE, y(-2) =1} »(x))

1
yix)j=-2+4e 2
DEplot( ODE, y(x),-3 .3, [y(-2) = 1], finecolor =magenta, color = blus, )

|
¥

Obr. 1. Graf funkcie so smerovym polom
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6.2 Bernoulliho rovnica

Zadanie: Je zadand diferencialna rovnica v tvare: zy’ 4+ xy® — y = 0. Pomocou pro-
gramu M aple vyrieste a vykreslite obecné riesenie.

Riesenie: Aktivujeme kniznice potrebné pre vykreslenie grafu. Nadefinujeme si do pre-
mennej BE R zadant diferencidlnu rovnicu. Prikazom dsolve najdeme obecné riesenie
rovnice. V tretom kroku pomocou parametrov uréime graf. Z grafu smerového pola je

vidiet ako tato funkcia vyzera.

with( plots)
with( DEteals)
BER = x-diff (y(x), x) + x-y(x)3—y(x) =0
A
5 (ot )+ P = yin =0
4
dsafve | BER, y(x))
y(r) = - = () =
Jér+9 o1 Jer+9 ci
DEplat(BER, y(x), x=-2 .2,y =—2..2, calor = hiue, dirgrid = [40, 20]),

AR R AN AN

L e R R A R R Y

AR R AN N

f oS e -

AR N NN NN

Obr. 2. Smerové pole funkcie
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6.3 Homogénna LODR 2. radu

Zadanie: Urcte obecné rieSenie obycajnej diferencialne rovnice 2. radu, ktora je zadana
v tvare y” + 2y’ + 10y = 0. Nakreslite rieSenie rovnice pri pociatoénych podmienkach

y(0) = 3,4’(0) = —5.
Riesenie: Pre praktickejsie riesenie si nadefinujeme zadana rovnicu do premennej. Vy-
rieSime ju pomocou dsolve. Ak pridame pred zatvorku rhs, zobrazi sa nam na vystupe

len prava strana rovnice. Graf nechdme vykreslit v medziach ¢ € (—1, 6).

egl = diff(p(e). L) + 2-diff(p(). 1) + 10p(2) =10,
2 3
T2y |+ oy =0
7
soll = rhe(dsalve(eqd, y(1))):
o et sin(34) + _C2 et cos(3¢)
sol2 = rhe(dvolve( {egl, y(0) =3 Di{y)(0) ==5}, »(£)))
—% et sin(34) + 3 et cos(3¢)
plat(sel2, t=-1.6, labels = ["t", "v"]);
|/—\\
f I'\,
Iu' 290
I| h
|
II III T I-‘-\-. ———— T L 1
a0 "-.,‘ 1/ 2 3 4 5 6
R N4 t
|
[ 7
|
I|
[r -a4
|
|
|
|
_6 -
|
|
|

Obr. 3. Graf funkcie
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Zadanie: Najdite obecné rieSenie homogénnej diferencialnej rovnice y” + 2y’ — 3y = 0.
Obecné riesenie zobrazte so Styrmi réznymi hodnotami konstant.

Riesenie: Nadefinujeme si rovnicu do premennej rovnical:

roviical = Jdiff (y(x), x32) + 2-diff (y(x), x) — 3-yix) =0,
2 3
Loy + 2 (o) | = 3y =0

e o '

Jednd sa o homogénnu rovnicu druhého radu. Jej rieSenie hladdme v tvare y(x) =
(Az)

e,

harRiesenia = y(x) = exp(lambda x)
yix)=¢

Dosadenim do zadanej rovnice dostaneme po tpravach charakteristickti rovnicu:

siehs (tvarFiesernia, rovaical),

simplify (%),
& (324 22— 3) =0

Ak je vyraz y(z) = e viigsi ako nula, mdzeme nim vydelif rovnicu:

% \|

charRovmica = simplify m
) /

2 42a—3=0

Vypocitame korene charakteristickej rovnice:

safve (charRoviica, lambda)

Charakteristickd rovnica ma teda 2 realne rozne korene. Fundamentalny systém riese-

nia ma teda tvar:

rigsenie = subs(lambda = 1, varRiesenia ), rieseniel = subs(lambda =-3, tvarRiesernia),
yix)=¢"

y(x)=e*

Linearnou kombinaciou najdenych rieseni, dostaneme obecné riesenie:

ohRigsenie = y(x) =c[1] rhs(rigseniel) + c[ 2] rhs(rigsenie?),

yix)=c &'+, g3
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Spravnost vysledku porovname s vystupom prikazu dsolve:

dsalve (roviical, y(x))
yix)=_ci ey Ry

Spravnost vypoctu mdzme overit dosadenim do obecného rieSenia povodnej rovnice:

3x_D

subs(obRiesenie, roveical),
8 x -3x [ o x -3y ) x -
— |yt + 2| — oy e +oqe — 3, e — 3o,
o (e 2¢77) ox (e 2 )J 1 2
simplify(24),

Pri vizualizacii rieSenia si najpr nadefinujeme riesenia pre jednotlivé hodnoty konstant

C1, C3. V druhom kroku pomocou prikazu display vykreslime vsetky krivky v jednom

grafe:
with(plots)  part] = plot(subs(c[1]=1, c[2]= |, rhs(obRigsemie)), x=-0.5 2, color = biug) .
part? = plot(subs(c[1]=1,¢c[2] =2, rhs(ebRigsenie) ), x=-0.5 .2, color = hliue) :
part? = plat(subs(c[1]=1, ¢[2] =3, rhs(cbRiesenie)), x =—0.5 .2, color = blue)
partd = plot(subs(c[1]=1,c[2] =4, rhs(cbRigsenie) ), x=-0.5 .2, color = hiug) :
4, ickmarks = [4, 3], thickness = 1),

display( [ parti, part2, part3, part

151

N .

0

Obr. 4. Grafy funkcie pre rézne hodnoty konstant
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7 Porovnanie

Po vypracovani zadanych tloh v jednom aj druhom programe sme prisli len na malé
odlignosti. Oba software su rychle, spolahlivé, multiplatformné. Samozrejme kazdy z
nich musi v nie¢om vynikat. V pripade programu Mathematica je to hlavne dostup-
nost Studentskej licencie, jednoduchost, prehladnost, mnozstvo funkcii atd. V pripade
Maple ide zase o niz$iu naroc¢nost, mensiu instalaciu. Kazdopadne oba programy plnia
svoju ulohu a to na 100%. Syntax je velmi podobnéa. AvSak zapisy v programe Maple
su prinajmensom rdzne. ZvIastny zapis funkcii, nie najprijemnejsi vzhlad. Pre zac¢iatoc-
nikov by som viac odporucil software Mathematica. Preddefinované funkcie v ponuke
Palettes umoznuju jednoduché dosadzanie do ”vzorcov”. Najvac¢sim nedostatkom Ma-
ple oproti Mathematice je ponuka Help. Pomocou Helpu sa d& urobit v Mathematice
takmer vSetko. Kdezto ndpoveda v Maple je prinajmensom neprehladna. AvSak jedna
funkcia v Maple ma naozaj zaskocila. Jedna sa o funkciu Handwriting. V podstate
napisSete do pola kurzorom nejaky symbol a Maple ho porovna so svojou databédzou
znakov a ponukne najviac sa podobajuci znak. Pre niekoho mozno nepotrebna funkcia

avSak Handwriting funguje velmi dobre. Obcas skrati ¢as pri hladani skratiek.
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ZAVER

Hlavnym cielom bakalarskej prace bolo popisat zdkladné funkcie, ktoré sa vyuzivaju
pri rieseni diferencialnych rovnic v programe Mathematica. PouZitie jednotlivych funk-
cii potom bolo ukdzané na niekolkych riesenych prikladoch vratane ich geometrickych
interpretacii.

Za hlavny prinos tejto prace by som oznacil jednotlivé vizualizacie rieseni diferencial-
nych rovnic. Je v nich jasne vidief ako konktrétna konstanta ovplyviuje tvar prislusného
partikuladrného riesenia. Vela Studentov si uvedomi vyznam rieSeni az pri porovnani gra-
fov jednotlivych funkcii.

Program Mathematica je vhodny ako velmi dobra pomocka pre absolvovanie roznych

predmetov na vysokej Skole. Software je velmi jednoduchy a prijatelny pre kazdého.

CONCLUSION

The aim of this bachelor thesis was to describe basic functions which are used in
solving of differential equations in Mathematica. Using of these functions was shown
on several examples including their geometric interpratation. I find individual visu-
alisations of solutions of differential equations as the main benefit of this work. It is
clearly seen how each konstant has an influence on the form of the corresponding par-
ticular solution. Students learn importance of solutions up to comparing of graphs of
individual functions. Program Mathematica is suitable as a very good aid to pass va-
rious subjects at the University. This software is very simple and acceptable for each

student.
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