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ABSTRAKT

Popiste zakladni funkce programu Mathematica, které se vyuzivaji v integralnim poctu
funkci dvou proménnych. Zaméite se zejména na grafickou interpretaci. Pouziti téchto

funkci pak demonstrujte na vhodné zvolenych prikladech.

Klicovad slova: dvojny integral, Mathematica

ABSTRACT

Describe basic functions used in Mathematica in double integrals. Especially, focus on

graphic interpretation. Illustrate this functions on suitable examples.

Keywords: double integral, Mathematica
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UvoD

Pocatky vzniku integralniho poc¢tu jsou datovany do 3. stoleti pt. n. 1., kdy Archimédes
objevil postup vypoctu obsahu plochy pomoci jejiho rozdéleni na nékolik segmenti.
Tento postup pozdéji upravil i pro vypocet objemu téles. Teorie integralniho poctu
byla dale rozvijena az do 20. stoleti a dodnes se pouziva pro vypocet obsahu, objemu
a délky kftivek.

Prace je rozdélena na teoretickou a praktickou ¢ast. V prvni kapitole praktické casti
je stru¢né popsana historie a vyuziti prosttedi Mathematica spolu se zaklady prace v
tomto programu. Druhé kapitola obsahuje zavedeni dvojného integralu na obdélniku
a obecné mnoziné, jeho zakladni vlastnosti a metody vypoctu. V praktické c¢asti jsou
vysvétleny zakladni funkce prostiedi Mathematica, které vyuzijeme pii feseni dvojného
integralu. Pouziti téchto funkci je demonstrovano v dalsi kapitole na nékolika ukéazko-
vych prikladech, které jsou dale reseny také pomoci prostfedi Maple a Matlab. Posledni

kapitola obsahuje srovnani vsech programt pouzitych pii vypoctech.
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I. TEORETICKA CAST
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1 Software Mathematica

1.1 Historie

Prvni verze softwaru Mathematica byla uvedena na trh v roce 1988 spolecnosti Wolfram
Research. Riké se, ze vydanim prostiedi Mathematica zacala nova doba tzv. techni-
cal computing. Od 60. let minulého stoleti totiz existovaly vzdy jen sady, které fesily
pouze specifické tlohy (numerické, algebraické, grafické atd.). Software firmy Wolfram
Research byl revolu¢ni pravé diky tomu, ze obsahoval vSechny potfebné sady v jednom
produktu.

Hlavni myslenkou bylo vytvofit jednotné prostiedi s Sirokym vyuzitim. Klicem k tomu
bylo vytvoreni nového symbolického jazyka umoznujicitho jednoduché a strucné pro-
gramovani. Dalsi novinkou bylo pouziti vlastniho typu dokumentu tzv. notebook. Ten
obsahuje strukturu bunék, které prehledné oddéluji jednotlivé ¢asti kédu, vstupy, vy-
stupy atd.

V soucasnosti je software Mathematica stale vyvijen spolec¢nosti Wolfram Research. Z
ptuvodniho vyuziti hlavné ve fyzice a matematice se prekvapivé rozsitil i do ostatnich
védnich oborii napf. socialnich a pfirodnich véd. Dnes ma Mathematica pfes milion

uzivatelll po celém svété - nejen odbornikil z rtiznych oborti, ale také student.

1.2 Vyuziti

Jiz zminény symbolicky jazyk umoznuje siroké vyuziti prostfedi Mathematica pfi feSeni

rozdilnych tloh jako napriklad:

e rozsahlé symbolické vypocty

vizualizace a analyza dat

e Teseni rovnic, minimalizace vyrazi

simulace chovani numerickych modelt

vytvareni interaktivnich prezentaci a dokumenti

1.3 Zaklady prace v prostiedi Mathematica

V nésledujici kapitole jsou vysvétleny zaklady prace s paletou nastroji, napoveédou

nebo burkami v notebooku.
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1.3.1 Vypocdet bunky

Pro spusténi vypoctu buiiky lze pouzit klavesu ENTER na numerické klavesnici nebo
kombinaci klaves SHIFT + ENTER. Po spusténi vypoctu se vyraz na vstupu oznaci
jako In[n]:= a vysledek vypoctu jako Out[n]=.

Inf1]:= 1+1

out[1]= 2

Oznaceni buiiky s vysledkem Out[n] miZzeme pouzit p¥i vypoctu, pokud se chceme

odkazat na diive vyhodnocenou burku.

Infz]:= 2«0ut[1]

out[z]= 4

Odkaz na predchozi vysledek lze také provést pomoci symbolu ‘%’.

nEl= %+ 3

outf3= 7

Pokud se chceme odkazat na libovolny predchozi vysledek, pouzijeme posloupnost sym-
bolti ‘%’ nebo za symbol ‘%’ napiSeme celé ¢islo oznacujici vystup, se kterym chceme
pracovat.

In[4]:= %% + B
%1+ 8

outf4)= 10

out[s= 10

Dalsim symbolem, ktery se Casto pouziva pii vypoctech, je ¢;’. Pokud ho pripiseme
za vyraz, nebude zobrazen jeho vystup. Tento symbol lze také pouzit k oddéleni vice
vyrazu.
In[E]:= a=1+1;

h=2+2;c=3+3

o= 6

Pfesnost vysledku v prostfedi Mathematica mtizeme ovlivnit pomoci funkce N[expr]
respektive expr//N. Tato funkce vraci numericky aproximovany tvar vysledné buriky.
Pokud chceme vypsat urcity pocet desetinnych mist vysledku, pouzijeme zapis

Nlexpr, n].
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nE= LT SAFH

o= 0.142857

@)= W[147, 10]

o 0.1428571428

1.3.2 Seskupovani a formatovani bunék

Seskupovani bunék pouzivame pro zptrehlednéni prace v obsahlejsim notebooku. Funkce
pro seskupovani bunék nalezneme v menu Cell — Grouping. Zde lze zvolit mezi au-
tomatickym a manualnim seskupovanim bunék, v manualnim médu vyuzijeme polozky
Group cells a Ungroup cells pro slouceni a rozdéleni vybranych bunék. Vybranou
burnku mtizeme také svinout dvojklikem na prislusnou hranatou zavorku.

Moznosti nastaveni formatovani bunky véetné prednastavenych styld najdeme v menu

Format.

1.3.3 Palety nastroju

V prostiedi Mathematica lze vyuzit preddefinované palety nastroji nebo si vytvorit

vlastni. Palety nastroji najdeme v menu Palletes.

Basic Math Assistant [
v Caleulator @

Basic | Advanced

v Basic Commands ®
Vi |p=x|@fz| uo)| List | 20| 3D
Mathematical Constants
7 @ @ oo ¢ ©° [Maore -

Numeric Functions
N Abs | ceiling | Round
Ve I Floor  [Mora v
Elementary Functions
e Log 17 | Loalo
sinh | Cosh | Tanh [More -

acD oM | prime [More -

Random Functions

» Typeseting

» Help and Settings

100% ~

Obr. 1. Panel Basic math assistant

Existujici palety:

Calculator - slouzi pro jednodussi vypocty, obsahuje mocniny, zakladni funkce, matice
a integraly

Basic commands - zakladni piikazy prosttedi Mathematica véetné nejcastéji pouzi-

vanych funkci, symbold a konstant



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 14

Typesetting - zédkladni formy pro zapis mocnin, matic a integralu, pismena fecké abe-
cedy a Casto pouzivané znaky
Writting and Formatting - formatovani textu a bunek

Navigation, Keyboard - obsluha prostfedi pomoci mysi

1.3.4 Preruseni vypoctu

Klavesova zkratka pro preruseni vypoctu je ALT + , . Pouzivame ji, pokud spustime

dlouho trvajici vypocet se Spatnymi parametry nebo pokud dojde k zacykleni vypoctu.

1.3.5 Automatické dopliiovani syntaxe

Pokud nezname presny néazev funkce, kterou chceme volat, napiseme nékolik prvnich
pismen a stiskneme kombinaci kldves CTRL + K - z rolovaciho menu poté stac¢i vy-
brat danou funkci. Pro automatické doplnéni parametrt funkce slouzi klavesova zkratka

CTRL + SHIFT + K.

1.3.6 Funkce pro pouziti Napovédy
Chceme-li zjistit informace o néjaké funkci nebo symbolu, pouzijeme symbol ¢?’.
n[i]= ?Sgrt

Sgrk[z]or v.,": gives the sguare rook of 7, ==

Inz]:= #+

%+ ¥ +£represents a sum of terms, ==

Nésledujici syntaxe vraci kromé pouziti funkce i jeji atributy. Jedna se o zkraceny zapis

funkce Information[arg].

= 2?2 Sgrt

Sgrk[z]or v.," £ gives the square rook of 7, =

Attributes[3qrt] = {Listable, NunericFunction, Protected}
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Pokud hleddme néjakou funkci, pouzijeme nasledujiciho zapisu, ktery vypise vsechny

funkce zacinajici na Sqrt.

Inf4]:= ?Sgrtk
¥ Swystem”

Sort SorBox SqriBoxOptions

Pti vypracovani teoretické ¢asti o prosttedi Mathematica bylo vyuzito nasledujici lite-
ratury [6] , [8].

2 Dvojny integral
2.1 Dvojny integral na obdélniku

Budeme ptedpokladat, ze funkce f(z,y) je spojita a ohraniéena na obdélniku
D={(r,y) eR¥a<x<bc<y<d}

jehoz strany jsou rovnobézné s osami soutadnic. Dale postupujeme nasledovné:

1. Intervaly (a,b), resp. (c,d) rozdélime pomoci délicich bodi
=29 <11 <xy3< - <Typ=b,resp.c=y < <Yy <--<y,=d
na podintervaly
(Tisq, ), i=1,...,m, resp. (yj_1,Y;), j=1,...,n.
Toto déleni oznac¢me D. Délky téchto podintervali oznacime
Az =z — i1, Ay; =y; — yj-1-
Rovnobézky s osou y vedené body z; a rovnobézky s osou x vedené body y;
rozdéli obdélnik D na m - n obdélniki, které oznacime D;;. Pro obsah kazdého
takového obdélniku plati
AP; = Az, - Ay;.

2. V kazdém obdélniku D;; zvolime tzv. reprezentanta, tj. bod
R;; = (&, ;) a uréime piislusnou funkéni hodnotu z;; = f(&;,n;). Mnozinu vSech

reprezentanti nazyvame vybér reprezentantu, ozna¢me ji R.

3. Vytvorime soucin
[ my) - APy = f(&i,ny) - Az Ay;.
Tento soucin vyjadiuje objem hranolu o podstavé D;; (kterd ma obsah AP;;) a

Vyéce f(éz; T]]) .

4. Sestavime dvojity soucet
m n

S(f,D,R) = > f(&m) - AziAy;.

i=1 j=1
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Tento soucet nazyvame (Riemannuv) integrilni souéet funkce f pro déleni
D a vybér reprezentantt R. Geometricky tento soucet vyjadiuje objem télesa
slozeného z hranolkt vztyfenych nad obdélniky D;;. Cim je pocet obdélnikt

(hranolki) vétsi, tim je vypoctena hodnota objemu presnéjsi (viz obr. vpravo).

Obr. 2. Déleni mnoziny D

5. Postupné zjemnujeme oba intervaly na osach z, y a vytvorime limitu posloupnosti

integralniho souc¢tu pro m — oo, n — o0, tj.

lim Z Z f(&.nj) - Az;Ay;.

Ami—>0,ij —0 i=1 J=1

E

HER) i z=f(x.¥]

Obr. 3. Dvojny integral na obdélniku
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Definice 2.1 Rekneme, 7e ohrani¢en4 funkce f je (Riemannovsky) integrovatelna
na obdélniku D, jestlize pro m — oo,n — oo a pro kazdé déleni Az; — 0,
Ay; — 0 a pro kazdy vybér reprezentanti R v téchto délenich existuje vlastni limita

Axi—>0,ij—>0 =1 j=1
Tuto limitu nazgvame (Riemanntiv) dvojny integral funkce f(z,y) na obdélniku

[[ sw.v) dady. (1)

D a oznacujeme ji

Poznamka 2.1

1. Dvojny integral funkce z = f(x,y) na obdélniku D je ¢islem.

2. Je-li funkce f(z,y) > 0 na obdélniku D, potom vztah (1) vyjadfuje objem télesa
pod plochou z = f(z,y) na obdélniku D = (a,b) x (c,d).

Vé&ta 2.1 [Vypocet dvojného integralu na obdélniku] Je-li funkce f(z,y) integrova-
telnd na obdélniku D = (a,b) x (¢, d), pak plati

//f(:v,y)dxdyz/ab (/Cdf(x,y)dy> dazzfcd (/abﬂx,y)dx) @

2.2 Dvojny integral na obecné mnoziné

Definice 2.2 Bud (2 uzaviena ohrani¢ena oblast. Bud D libovolny obdélnik obsahujici
Q, tj. Q C D. Definujme na D funkci g predpisem

fl@,y)  pro (z,y) €9,

0 pro (z,y) € D\ €.

Potom definujeme dvojny integral na mnoziné () predpisem

J[ s asdy = [[ g(w.v) dody.

g(r,y) =

Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelna na (), jestlize funkce g je

Riemannovsky integrovatelna na D.

Poznadmka 2.2 Existuje-li [[ dady (], f(z,y) = 1 na Q), pak se @ C R? nazyva
Q

méfitelna mnozina v Jordanové smyslu (nebo také Jordanovsky méritelna)
a prislusny integral nazyvame mira mnoziny 2. Geometricky mira znamena obsah

mnoziny Q C R?, budeme ji tedy znacit P(). Piseme

P(Q) = / / dxdy,

Q
kde dP := dxdy se nazjva element obsahu v R
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Obr. 4. Dvojny integral na obecné mnoziné

2.3 Zakladni vlastnosti dvojného integralu

Véta 2.2 Necht f je spojitd na méfitelné mnozing Q C R2. Pak f je integrovatelna
na €2, tj. existuje dvojny integral

// fz,y) dady.

Q

Véta 2.3 Necht £, g jsou integrovatelné funkce na méfitelné mnozing Q C R? a necht
flz,y) < g(x,y) VY(x,y) € Q. Pak

J[ f@yasay < [[ gty deay.

Véta 2.4 |[Linearita integralu] Necht fi,..., f,, jsou integrovatelné funkce dvou pro-
ménnych definované na méfitelné mnoziné € a nechf ¢y, ..., ¢, € R. Pak je integrova-
telnd také linearni kombinace c¢; fi + - -+ + ¢, f, funkei fi, ..., f, a plati

levfi(@,y) + - + enfulz,y)] dady =

Q
clé/fl(x,y)dxdy+~-+cné/fn(x,y)dxdy.

Véta 2.5 Je-li funkce f integrovatelnd na métitelné mnoziné €2, pak je integrovatelna

na kazdé méfitelné podmnoziné M C €.

Vé&ta 2.6 [Aditivnost integralu vzhledem k mnoziné| Necht funkce f je integrovatelna

na méfitelné mnoziné Q). Necht je Q2 rozdélena na méfitelné mnoziny g, ..., ), které
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maji spolecné nejvyse hrani¢ni body. Pak plati

//f(x,y)dxdy://f(x,y)dxdy+--~+//f(x,y)dxdy.

2.4 Vypocet dvojného integralu - Fubiniho véta

Definice 2.3 Elementarni oblasti v roviné rozumime uzavienou a omezenou ro-
vinnou mnozinu typu
Qe ={(z,y) eR?*:a<2<b g(r)<y< g
resp.
Qy={(z,y) ER*:c<y<d, My <z <ha(y)),
kde a,b,c,d € R, g1(z) < go(z) na celém intervalu (a,b) a hi(y) < ha(y) na celém

intervalu (c, d).

¥
y=8s
//f'r- b T
o ™,
| yogE |
! o
: ! .
a b
Obr. 5. Elementarni oblast typu 2,
¥

Obr. 6. Elementarni oblast typu (2,
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Vé&ta 2.7 [Fubiniho véta pro dvojny integrall

1. Necht funkce f(z,y) je spojitd na mnoziné typu 2. Pak plati

[f sevw= [ ([ s ®

2. Necht funkce f(z,y) je spojitd na mnoziné typu ,. Pak plati
ha(y)
/ flz,y dwdy—/ (/() f(rc,y)dw> dy. (4)
hi1(y

Poznamka 2.3 Geometricky a fyzikalni vyznam dvojného integralu.

1. Mirou méfitelné mnoziny €2 rozumime obsah mnoziny €2 a plati
= / / dxdy.
Q

2. Je-li f(z,y) nezdporné a spojita funkce definovand na méfitelné mnoziné 2, pak
objem V télesa, které je ohraniceno rovinami
z =0,z = f(x,y) a rovhobézkami s osou z vedenymi kolmo k hranici mnoZiny
Q, plati

_ é [(z,y) dady.

3. Necht o je hustota méfitelné mnoziny 2 C R2. Je-li tato hustota spojitou funkci

dvou proménnych z,y, pak pro celkovou hmotnost M mnoziny €2 plati

~ [ ota.g) dudy

2.5 Transformace dvojného integralu

Nyni zavedeme polarni soufadnice. Pomoci nich ur¢ujeme polohu bodu A tak, Ze ur-
¢ime vzdalenost ¢ bodu A od pocatku soustavy souradnic a thel o, ktery svira spojnice

pocatku a bodu A s kladnou ¢asti osy .
Definice 2.4 Transformace, ktera je definovana rovnicemi

x = g1(u,v) = pcosp,
y = go(u,v) = psin g,
kde o € (0,00),p € (0,27), se nazyva transformace do polarnich soufadnic.

Rovnice transformuji mnozinu R? na mnozinu (0, c0) x (0, 27) .
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Véta 2.8

¥
-~ i - -.._\_H\.\‘
- ",
e \\
f.-"’ \
,-". X[Xsy] \\.
£
| 1 ||
| P :
X
(~a0) 0 P(z0) (a]0)
\.\ ,-"J
\ Y
\ \\ y /’ /

Obr. 7. Polarni souradnice

Transformace do polarnich soutadnic méa jakobian J = J(p, ¢) = 0.
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II. PRAKTICKA CAST
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3 Funkce prostfedi Mathematica
3.1 Reseni rovnic

Pro feseni rovnic v prostiedi Mathematica vyuzivame funkce Solve. Obecny zapis je

Solvelegn, var] - fesi rovnici eqn pro proménnou var.

in[1]:= Solwe[x"2+2x -4 == 0, x]

Dt [1]= {{x ~-1-5 }, {x 5-1+5 }}

Pomoci této funkce lze fesit také soustavy rovnic. Obecny zapis je v tomto piipadé
Solve[{egni, eqna,... },{vary,vars,...}]| - fesi soustavu rovnic pro proménné

vary, varsy, . . .

nE]= Solve[{x+y==1, x-2y ==06}, {x, v}]

oar {{x= 2321}

Neékteré rovnice nelze vytesit analyticky pomoci funkce Solve. V téchto ptipadech je
tfeba rovnice fesit numericky pomoci ptikazu FindRoot[egn, {x, £}] - hledd nume-

rické Teseni rovnice pro pocatecni hodnotu x = xy.

Inf2):= Solwe[Cos[x] == x, x]

Solve::tdep :
The equations appear to invalve the variables to be salved For in an essentially non-algebraic way, =

out[zl= Solwe[Cos[®] = ®, x]

inf4]:= FindRoot[Cos[x] == x, {x, 0}]

D= {% - 0.73D0E5

3.2 Funkce pro vypocet integralta

Pro vypocet integrali v prostiedi Mathematica slouzi funkce Integrate. Obecny zapis
pro feseni neurc¢itého integralu je Integrate|func, var] - vypoc¢ita neurcity integral

z funkce func podle proménné var.

infi]:= Integrate[x*n, x]

wl+n

out[1]=
l+n
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Integraly lze zapsat také symbolicky. Symboly [ a d vlozime z néstrojové palety (Palle-
tes — Basic Math Assistant) nebo pomoci klavesové kombinace ESC+int+ESC a
ESC+dd+ESC.

In[z]:= an dlx

wl4n
Qut[2]=

l+n

Pokud chceme vypocitat vicenasobny neurcity integral, pridame do zapisu funkce dalsi

proménnou - Integrate[func, var;,vars,...].

Infz):= Integrate[x"2 ¥, x, ¥]
xt ot
Ot [3]=

Pro vypocet urcitého integralu pouzijeme syntaxi

Integrate|func, {var, varmin, varmax}] nebo funkci zapiSeme symbolicky.

In4):= Integrate[x~2, {x, 0, 2}]
g

T
[4] 2
Inf5]:= ffﬂx
g
o
[5] 3

Nésledujici syntaxe slouzi k vypoctu vicenasobného urcitého integralu, obecny zapis
funkce je

Integrate[func, {var,, varymin, varymaxzx}, {vars, varamin,varomax},...].

In[&]:= Integrate[x"2y, {x, 0, 2}, {¥, 1, 3}]

3z
DutfEl= —
5] 3

3.3 Grafy funkci
3.3.1 Vykresleni 2D grafu funkci

Pro vykresleni grafii funkci v roviné slouzi v Mathematice funkce Plot. Obecny za-
pis funkce je Plot[func, {x, Tmin, Tmaz }, 0Ptions], pokud chceme vykreslit nékolik
pribéht funkci do jednoho grafu, pouZzijeme zapis

Plot[{ func,, funca,...},{x, Tmins Tmaz}, oDtionSs].
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in[1]:= Plot [{5in[x], Sin[2 x], Sin[3 x]}, {x, 0, 2Pi}]

L0} YT, e -,
[ Y.
AR \
LS ! ) f
ostif /) I\
Out[i]= P | P N T . S T L T S B
i T T ' § Jf-f
FN /l
| \ \ / Ay | Voo S
\ 1 | Y f \ Fo
-0t \ RN ;:
\ /,
! W, NG
_ll:l - g o L

Obr. 8. Ukazka vykresleni grafu sin x, sin 2z a sin 3x pomoci ptikazu Plot

Funkce Plot ma velké mnozstvi parametrii, kterymi mtzeme upravit vysledny vzhled
grafu.

Nékteré parametry funkce Plot:

Axes - vykresleni os grafu
Axes — true - vykresli osy
Axes — false - osy nebudou zobrazeny

Axes — {true,false} - vykresli pouze osu x

AxesLabel - popisky os

AxesLabel — None - zadné popisky

AxesLabel — Automatic - automatické popisky vychéazejici z proménnych pouzitych
ve funkci Plot

AxesLabel — {labelz, labely} - popisky jednotlivych os

AxesOrigin - nastaveni prusec¢iku os
AxesOrigin — Automatic - automatické urcéeni pruseciku

AxesOrigin — {z,y} - prusecik v bodé [z, y]

Filling - vybarveni urcité oblasti grafu

Filling — Axis - vybarvi oblast mezi prubéhem funkce a osou x
Filling — Bottom - vybarvi oblast pod pribéhem funkce
Filling — Top - vybarvi oblast nad pribéhem funkce

Filling — wvalue - vybarvi oblast mezi pritbéhem funkce a funkci y = hodnota

FillingStyle - slouzi k nastaveni parametra Filling

FillingStyle — color - vybarvi oblast zvolenou barvou



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 26

FillingStyle — Directive[Opacity|[value],color] - vybarvi oblast barvou o zadané sytosti
(hodnota sytosti musi byt v rozsahu 0 — 1)

PlotLabel - popisek grafu
PlotLabel — label - zobrazi popisek grafu, textové fetézce musi byt zapsany mezi uvo-

zovkami

PlotRange - definovani mezi os

PlotRange — Full - vykresli pribéh funkce pro zadany rozsah x

PlotRange — Automatic - rozsah x je omezen pouze na Cast, ve které je funkce defi-
novana

PlotRange — wvalue - y je v intervalu (—hodnota; hodnota)

Ukazka pouziti nékterych parametra
Na nasledujicim obrazku je vykreslena funkce y = v/z. Rozsah z je automaticky omezen

a je zobrazen popisek grafu a os.

In[2]:= Plut[Sq‘rt[x], {x, -3, 5}, ixes — True, AxesLabel — {x, ¥},

PlotLabel — "Graf funkce y= S » FlotRange — liutumatic:]

Grraf’ funkee 3r=*.-'7

20t _—
15 -
ozl | ~

1|

o5l s

Obr. 9. Ukazka pouziti parametri funkce Plot - graf funkce y = /x
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Na tomto obrazku je zobrazena funkce sinx a cosx. Plocha mezi pribéhy funkci je

vybarvena ¢ervenou barvou se sytosti 0, 3.

Infz):= Plot [{Sin[x], Cos[x]}, {x, 0, 2Pi},
Filling — {1 - {{2}, {Hone, {Opacity[0.3],; Red}}}}]

1.0 - — -
! / N
p N
L ,-"' \‘1 \;
A N
05 4 *
L ,r"r \'1 '\\.
/ A Y
/ \ Y
|:|L|‘t[3]= u L P 1 1" 1 1 1 1
I 1 \ 2 3 \ 3 5 ﬁ- /
N \‘k rd
| | N i
-0.5F k' \ _.-".. rd
L "\_‘ L i
" W
%, ;o
r . _,z/ M, ;"’K
-lok — —

Obr. 10. Ukazka pouziti parametrt funkce Plot - graf funkce y = sinx a y = cosx

Néekteré funkce lze vykreslit pomoci funkce Plot jen velmi obtizné. V téchto pii-
padech pouzivame funkce ContourPlot a RegionPlot, jejich vyhodou je moznost
zadani vykreslované funkce pomoci rovnice. Obecny zapis funkce ContourPlot je
ContourPlot[func, {x, Tmins Tmaz }> {Ys Ymins Ymaz }» OPtiONS] nEDO
ContourPlot[{ func;, funcs, ...}, {T, Tmins Tmaz }> {Ys Ymins Ymaz }» OPtiONS] Pro
vykresleni pribéhu vice funkci do jednoho grafu.

Funkce RegionPlot slouzi k zvyraznéni oblasti grafu zadané pomoci nerovnic. Mezi
nerovnicemi muzeme pouzit logicky AND - ‘&&’ nebo logicky OR - ¢||”. Obecny zapis
funkce je

RegionPlot[conditions, {T, Tmin, Tmaz}s {Ys Ymins Ymaz }+ ODtiONS].

Na néasledujicim obrazku je demonstrovano pouziti piikazii ContourPlot a Regi-
onPlot. Pomoci prvniho z nich vykreslime dvé kruznice 22 + y? = 2y, 22 + y?> = 4y a
dvé piimky = = 0 a y = v/3x. Déle zvyraznime plochu mezi kiivkami pouZitim podmi-
nek 2y < 22 + 2 < 4y, x > 0 a y > v/3z. K zobrazeni obou grafii do jednoho obrazku
pouzijeme prikazu Show - obecny zapis je

Show[graphicsi, graphics,, ..., options].
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n#:= grafl = ContowrPlot [{x"2 + ¥y*2 == 2y, x*2 +¥"2 =4y, x==0, ¥ == Sgqrt[3] x},
{x, -3, 3}, {¥, 0, 6}];
graf? - RegionPlot[{2 vy - x*2 + ¥y*2 =3 v &L x - 0&L y = St [3] %),
fx, -3, 3}, {yv, 0, 6}, PlotPoints — 50];
Show[grafl, graf?, hxes — True, Frame — False, AxesLabel — {x, ¥}]

¥
6k

Out [5]=

Obr. 11. Ukazka pouziti piikazii ContourPlot a RegionPlot

U téchto funkeci lze vyuzit vétsinu parametri uvedenych u funkce Plot.

3.3.2 Vykresleni 3D grafu funkci

Pro vykresleni 3D grafi funkci slouzi v Mathematice funkce Plot3D. Obecny zapis
funkce je Plot3D[func, {x, Tmins Tmaz }s {Ys Ymins Ymaz }» OPtiON S|, piipadné

PlOt?’D[{funcla funC% oo }7 {il?, Lminy mmaac}a {ya Yminy ymaw}a Opt’iO’l’LS] pro vy-
kresleni vice funkci do jednoho grafu.
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inf1]:= Plot3D[x~2 + y*2, {x, -2, 2}, {v, -2, 2}]

Dut[1]=

Obr. 12. Vykresleni funkce f(z,y) = 22 + y* (rota¢ni paraboloid)

Tato funkce méa opét velké mnozstvi parametrii, kterymi lze vysledny graf upravit podle
nasich pozadavki.

Nékteré parametry funkce Plot3D:

Boxed - zobrazeni kvadru (krychle) kolem vykresleného grafu
Boxed — True - vychozi nastaveni, kvadr je zobrazen

Boxed — False - kvaddr neni zobrazen

Lightning - vyuziti simulovaného svétla
Lightning — True - vychozi nastaveni

Lightning — False - stinovani v zavislosti na y nebo parametru ColorFunction

Mesh - vykresleni mrizky na plose grafu
Mesh — True - vychozi nastaveni

Mesh — False - mtizka nebude vykreslena

PlotPoints - podet vykreslovanych bodu (hustota sité)
PlotPoints — wvalue - vykresli zvoleny pocet bodti

PlotPoints — {valuez,valuey} - vykresli rizny pocet bodi ve sméru = a y
RegionFunction - vykresli graf funkce pouze nad uréenou mnoZinou
RegionFunction — Function[{x,y, 2z}, conditions] - vykresli graf nad mnozinou zada-

nou podminkami

Shading - stinovani plochy
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Shading — True - stinovani plochy v zavislosti na y
Shading — False - plocha bude bila

Jako parametry funkce Plot3D lze pouzit i vétSinu parametr uvedenych u funkce Plot.
Ukazka pouziti nékterych parametra

Na nésledujicim obrézku je vykreslena funkce f(z,y) = sin(z + y?). Miizka a osovy

kvadr nejsou zobrazeny, hustota vykreslovanych bodti je zménéna.

InF]= Plot3D[Sin[x +¥*~2], {x, -2, 2}, {¥, -2, 2}, Boxed — False,
Mesh — False, PlotPoints — 3]

Out[2]=

Obr. 13. Ukézka pouziti parametrt funkce Plot3D - graf funkce f(x,y) = sin(z + y?)
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Na tomto obrazku je stejny graf, ale je v roviné xy omezeny kruznici x? + y? = 3.

Téleso, které vznikne mezi grafem funkce a rovinou zy, je vybarveno modrou barvou.

nEl= Plot3D[Sin[x + ¥~ 2], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, Filling — Bottom,
RegionFunction — Function[{x, v, z}, x"2 4+ v*2 = 3], FillingStyle — Blue]

Dt [3]=

Obr. 14. Ukazka pouziti parametrti funkce Plot3D - graf funkce f(z,y) = sin(z + y?)
nad kruznici 22 +y* =3

4 Ukazkové priklady

V této casti je uvedeno pouziti prosttedi Mathematica pro vypocet zakladnich typt

prikladi.
4.1 Vypocet obsahu plochy

Zadani:
Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkami

r+y=4azxy=3.
Reseni:
Prvni kiivka je ptimka y =4 — z.

Druhé kiivka je hyperbola y = %

Urcéime z-ové soutfadnice prisecikil kiivek:
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22 —4r+3=0
1'1:1,.%2:3

Obr. 15. Ukazkovy priklad ¢. 1 - Zadana plocha ohranic¢ena kiivkami

K ziskani prisecikt v Mathematice vyuzijeme funkce Solve.

Inz]:= Solwe[{y =-4-x, ¥ == 3fx}, {x, ¥}]

outfE= ¥ —=1l, 0 =3}, {v=3, =111}

Obsah plochy vypoditame jako [ dxdy.
0

Integracni meze mnoziny 2 jsou:

IN

<
IN 8
=~ A

w

1
<

8w

Integrace funkce pomoci Fubiniovy véty:
3

[faeav= [ ([ = [ By o= [ (- Bas-

:[%—%— —4-3mn3

31n |£E|]

Pro kontrolu spravnosti vypoc¢tu pouzijeme funkci Integrate.

nzl= Integrate[l, {x, 1, 3}, f¥, 3/x, 4 -=x}]

out[z= 4 -3 Log[3]
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4.2 Vypocet objemu télesa

Zadani:
Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami z = z°,
y=0,22—y+2=0ax+y—4=0.

Resent:
Objem té€lesa pomoci dvojného integralu vypocteme podle vzorce
V= //f(:v,y)dwdy,

Q
kde Q je mnoZina v roviné x,y ohranifend kfivkami z? — y + 2 = 0 (parabola) a

r+y—4=0 (pfimka).

Ur¢ime z-ové soutadnice prusecikt kiivek:

y=a?+2
r+y—4=0
22+rx—2=0
$1:1,I2:—2

1
1
1
1
1
:

L L N

1 2 3 4

Obr. 16. Ukazkovy priklad ¢. 2 - Zadand mnozina 2

K ziskani priseciktt v Mathematice vyuzijeme funkce Solve.

nE]= Solve[{x*2 -y +2==0, x+¥y-4 =20}, {x, ¥v}]

oufE= {{¥F—=3,x=21}, {¥y=06,x=-2}}

Integracni meze mnoziny {2 jsou:

—2<z<1
?P+2<y<4d—u
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Zadanou funkci zintegrujeme pomoci Fubiniovy véty:

é/ 22ydrdy = /12 (/x:: z2y dy) dxr = /12 [%ﬁy?};; dr =

Pro kontrolu spravnosti vypoc¢tu pouzijeme funkci Integrate.

n[z]= Integrate[y=x"2, {x, -2, 1}, {¥, x*2+2,4-x}]
436
o= —
EE s
Na obrazku vidime graf funkce f(z,y) = 2%y , kterd shora omezuje téleso, jehoZ objem

jsme pocitali.

Obr. 17. Ukéazkovy ptiklad ¢. 2 - Graf funkee f(x,y) = 2%y
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Na tomto grafu je téleso ohranic¢ené shora funkci f(z,y) = 2%y a zdola nulovou funkci

g(x,y) = 0. Obé funkce uvazujeme na mnoziné 2.

Obr. 18. Ukazkovy piiklad ¢. 2 - Zadané téleso

4.3 Vypocet objemu télesa - transformace do polarnich soufadnic

Zadani:
Pomoci transformace do polarnich soutradnic vypoctéte objem télesa urceného nerov-

nostmi z < zy, z > 0, x2+y2 > 2x, 91:2—|—y2 <4z ay>0.

Reseni:

Rovnice 2% +y? = 2z a 22 + y? = 4x jsou v prostoru R? rovnicemi véalcovych ploch, je-
jichz kolmé primeéty do roviny xy jsou kruznice. Rovnice y = 0 urcuje v roviné xy osu x.

4Pt =2r = (-1 4+12 =1 2>+l =da - (z -2 +* =4

Vypocet integracnich mezi pro p:

2?4+ y? =22 2?4+ y? =4x
p* cos® ¢ + p?sin® ¢ = 2pcos ¢ p? cos® p + p*sin? o = 4pcos
p* =2pcos ¢ 0> =4pcos ¢

p=2cos ¢ p=4cos ¢
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Kolmy primét do roviny xy je zobrazen na nasledujicim obrazku.

=3I}l

Obr. 19. Ukazkovy ptiklad ¢. 3 - Zadana mnozina {2

Vypocet v prosttedi Mathematica:

In[4):= Solwe[r~2« (Cog[pl) "2 +r°2« {(5in[p]) "2 - 2r «Cos[p], r]

out[4= {{r—=0}, {r—=2Cos[p]}}

nfEl= Solwe[r*2« (Cos[pl) "2 +r"2~ (5in[p])*2 == 4r »Cos[p], r]

o= {{r—=0}, {r—=4Co=z[pl}}

Integracni meze mnoziny 2 jsou:

3
4cos ¢

Zadanou funkci zintegrujeme pomoci Fubiniovy véty:

5 4cos
//xydxdy:/ (/ pzcosgosingopdp)dwz
o 0 2cos ¢

2 dcos ¢ 3 p4 4cos @
/ (/ 0% cos ¢ sin ¢ dp) dy = / cos ¢ sin @[—} dp =
0 2cos ¢ 0 4 J2cos ¢
2 256 cos* ¢ — 16 cos? 2
/ cos ¢ sin ¢ cos S04 i dp = / 60 cos® ¢ sin @ dp =
0 0
Substituce Subst. mezi

0
cos p=1 p=0—-1t=1 :60/ —todt =
1

—sin pdp=dt =5 —=>1=0

1 tG 1
:60/ t5dt:60[—} — 104°
0 6 0
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Kontrola spravnosti viypoctu pomoci prostfedi Mathematica:

nfi):= Integrate[x*3 «Cos[¥] »5in[y], {v. 0, wf2}, {x, 2+Cos[y], 4 +Cos[¥]}]

out[E]= 10

Na obrazku vidime graf funkce f(z,y) = zy , ktera shora omezuje téleso, jehoz objem

jsme pocitali.

Obr. 20. Ukazkovy piiklad ¢. 3 - Funkece f(x,y) = xy

Na tomto grafu je téleso ohranicené shora funkci f(z,y) = xy a zdola nulovou funkci

g(z,y) = 0. Obé funkce uvazujeme na mnoziné (2.

Obr. 21. Ukéazkovy priklad ¢. 3 - Zadané téleso
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5 Ukazkové priklady v prostfedi Maple a Matlab

V této casti jsou priklady z predchozi kapitoly vypocitany pomoci prosttedi Maple a
Matlab.

5.1 Vypocet obsahu plochy

Zadani:
Pomoci dvojného integralu vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkami

r+y=4axy=3.
Reseni:
Urceni z-ové souradnice prisecikt kiivek:

y=4—=x

y =2
Maple

= sofve[{y=4—x,y=% ,

_\
{x ¥} |
4
{x=3y=1} {(x=1y=3} (1)

Matlab
>> syms x y
>> r=solve('x+y-4', 'x*xy-3');

>> r=[r.x r.y]

[ 3, 1]
[ 1, 3]

Integra¢ni meze mnoziny {2 jsou:

8l
IN =
<

IN 8

Integrace:
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Maple
;‘} with(student)
= Doubfem:[ L, y= % A —xx=1 ..3\
’ 3d4—x
1 dydx 2)
13
> value (%)
4— 3ln(3) &
Matlab
>> int(int(1,y,3/x,4-%),x,1,3)
ans =
4-3x1og(3)
5.2 Vypocet objemu télesa
Zadani:
Pomoci dvojného integralu vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami z = 22,

y=0,22—y+2=0az+y—4=0.

Reseni:

Urceni z-ové souradnice prisecikt kiivek:

y=x%+2
r+y—4=0

Maple

> sofve{{y=x2 + 2, y=4— x} {x,y}]
{x=1y=3}, {x=-2, y=46}

Matlab
>> syms X y
>> r=solve('x+y-4','x"2-y+2');

>> r=[r.x r.y]

(1)
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Integracni meze mnoziny 2 jsou:

—2<zx<1
?+2<y<4—x

Integrace:
1 4—x
/ </ z2y dy) dx
-2 2242
Maple
;::- with(shudent)
= Doubfem:[xzy,y=xz +2.4—xx=-2 ..1]
1 4—-x
Xzy ydx
L 2240
[ = werlia [ 95)
486
35
Matlab

>> int(int ((x"2)*y,y,x"2+2,4-x) ,x,-2,1)

ans =

486/35

5.3 Vypocet objemu télesa - transformace do polarnich soufadnic

Zadani:

@

3

Pomoci transformace do polarnich soutradnic vypoctéte objem télesa urceného nerov-

nostmi z < xy, 2 >0, 22 +y?> > 22, 22 + > < 4v ay > 0.

Reseni:

Vypocet integracnich mezi pro p:

24yt =22
p?cos? o 4 p?sin® p = 2pcos ¢

x2+y2:4x

p?cos? o+ p?sin® ¢ = 4pcos ¢
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Maple
B 2 , 2
> sofve(rz-(cos(p)] +r2-(sm(p)} =2r-|:os(p),r}

0 2 coz(p) @
I " cos(p)? + sin(p)?
> sofve(rQ-(cns(p]}2+rz-(sin(p)]z=4r-cns(p],r}

0 4 cosip) @
I " cos(p)? + sin(p)?

Matlab
>> syms pr

>> solve('r"2*(cos(p)) "2+r~2*(sin(p)) "2-2*r*cos(p)',r)

ans =

[ 0]
[ 2*cos(p)/(cos(p)"2+sin(p)~2)]

>> solve('r"2x(cos(p)) "2+r~2*(sin(p)) "2-4*r*cos(p)',r)

ans =

[ 0]
[ 4*cos(p)/(cos(p)~2+sin(p)~2)]

Integra¢ni meze mnoziny {2 jsou:

Integrace:

5 4 cos ¢
/ (/ pcos p sin @ dp) dy
0 2cos @
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Maple
;::- with(student) :
A
= Deoubleint rs-cus(p)-sin(p),r'=2-cus(p) 4 -cus(p),p=[l..g |
E
1
7" dcos(p)
r cos(p) sinlp) irip @)
a 2eos(p)

> value (%)

- 10 @
Matlab
>> int (int (r~3*cos(p)*sin(p),r,2*cos(p) ,4*cos(p)),p,0,pi/2)

ans =

10

vvvvvv

merické feseni ziskdme pomoci piikazu double(int(int(...)...)), funkce dblquad nebo

pomoci uzivatelskych funkci, které lze volné stahnout na internetu.

6 Srovnani

Porovnani téchto tii programi je velmi obtizné. Nejnovéjsi verze téchto prostiedi nabi-
zeji priblizné stejné sady nastroji a rozdily v rychlosti vypoc¢ti nejsou znatelné (alespon
pfi bézném pouzivani). Zéalezi tak spiSe na individualnim vybéru uzivatele - zda mu
vyhovuje interface, syntaxe atd.

Pro feSeni dvojnych integralti a béznych matematickych problémi mi pfisla nejjedno-
dussi Mathematica, proto bych ji doporucil zacatec¢nikiim. Pomoci palet nastrojt lze
volat vétsinu zakladnich funkci a také zapsat zakladni matematické operace jako sumy,
odmocniny, integraly atd. klasickym zptisobem. Velkou vyhodou je barevné zvyrazio-
vani syntaxe a také rozsahla napovéda, ve které lze pro kazdou funkci nalézt desitky

ukazkovych piikladi, demonstracni projekty a vyukové tutorialy.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 43

ZAVER

Cilem bakalarské prace bylo uvést a popsat ptikazy, které se pouzivaji pii vypoctu
dvojného integralu uzitim programu Mathematica.

V tvodni ¢asti je uveden prehled zékladnich definic a metod vypocétu dvojného inte-
gralu doplnény prehlednymi grafy pro snazsi porozumeéni dané problematice. Jsou zde
také popsany zaklady prace v prostfedi Mathematica a funkce pouzivané pii feseni
dvojného integralu vcetné grafické reprezentace funkci. V zavéru jsou uvedeny priklady
vypocitané pomoci dalSich prostiedi, a to Maple a Matlab véetné porovnani vsech tii
programd.

Vzhledem k tomu, ze dvojny integral je zafazen do kurzu Matematika 2 pro posluchace
1. ro¢niku studia na FAI UTB Zlin, muze tato prace slouzit jako pomitcka pii studiu

dané problematiky.

CONCLUSION

The purpose of this thesis was to define and to describe commands used in computing
of double integrals using Mathematica.

In the introduction section there are mentioned basic definitions and methods of the
computing of double integrals completed by well-arranged graphs to better understan-
ding of the given problem. There are described basic commands used in Mathematica
and functions used in solving of double integrals including their graphical represen-
tation. In the end there are presented solved examples using Maple and Matlab inclu-
ding comparing of all programs.

With respect to the fact that double integral is included in the course Mathematics 2
for the students on Faculty of Applied Informatics, TBU, Zlin, this bachelor thesis can

be used as a studying aid as well.
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