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ABSTRAKT

Cilem bakalatské prace bylo vytvofit sbirku uloh a feSenych ptikladl z linedrni algebry a
analytické geometrie, kterd by méla slouZzit jako uc¢ebni pomicka studentim FAME UTB
Zlin v pfedmétu Matematika E1 a studentl FT UTB Zlin v pfedmétu Algebra a geometrie.

Kli¢ova slova: okruh, téleso, linearni vektorové prostor, vektor, matice, soustava linedrnich
rovnic, determinant, maticové rovnice, eukleidovsky vektorovy prostor, soustava soufadnic,

skalarni soucin, vektorovy soucin, smiSeny soucin, linearni objekty.

ABSTRACT

The aim of this thesis was to create a collection of solved examples and problems of linear
algebra and analytic geometry, which should serve as a learning tool for students FAME
UTB Zlin in the subject Mathematics E1 and students FT UTB Zlin course in algebra and
geometry.

Keywords: circuit element, a linear vector space, vector, matrix, system of linear equations,
determinants, matrix equations, Euclidean vector space, coordinate system, the dot product,

vector product, mixed product, linear objects.
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§ 35 odst. 3;

beru na védomi, ze podle § 60 odst. 1 autorského zdkona ma UTB ve Zlin¢ pravo na
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zakona;

beru na védomi, ze podle § 60 odst. 2 a 3 autorského zakona mohu uzit své dilo —
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souhlasem Univerzity Tomase Bati ve Zlin€, kterd je opravnéna v takovém ptipadé ode
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beru na védomi, ze pokud bylo k vypracovani bakalafské prace
vyuzito softwaru poskytnutého Univerzitou TomaSe Bati ve Zlin€é nebo jinymi
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vyuziti),  nelze  vysledky  bakalafské  prace  vyuzit ke  komercénim
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povazuji se za soucast prace rovnéz i1 zdrojové kdédy, popt. soubory, ze kterych se
projekt sklada. Neodevzdani této soucasti miize byt diivodem k neobhajeni prace.

Prohlasuji,

Ze jsem na bakalaiské praci pracoval samostatn¢ a pouzitou literaturu jsem citoval.
V ptipad¢ publikace vysledkti budu uveden jako spoluautor.

ze odevzdana verze bakalaiské prace a verze elektronicka nahrana do IS/STAG jsou
totoZné.
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UVoD

Linedrni algebra je matematicky obor zabyvajici se ,,linedrnimi matematickymi strukturami,
jako jsou vektorové prostory. Analytickd geometrie je ¢ast geometrie, ktera zkouma
geometrické utvary v euklidovské geometrii pomoci algebraickych a analytickych metod.V
analytické geometrii jsou geometrické tvary v prostoru vyjadifovany ¢isly a rovnicemi ve
zvolenych soufadnicovych soustavach. Mnoh¢ z téchto problémi jsou tzce svazany s
linearni algebrou.

Prace je rozdé¢lena na ¢ast o linedrni algebie a ¢ast o analytické geometrii. Cela prace ma 10
kapitol. Kazdé obsahuje kratky teoreticky uvod do problematiky a nasleduji feSené piiklady
s vykladem a nefesené ulohy s vysledky.

Pro pochopeni problematiky je potiebna znalost stiedoskolské matematiky. V textu je
pouzivana béznd symbolika znama ze stfedni Skoly. Pro oznacovani zdkladnich ¢iselnych
mnozin je uzito téchto standardnich symboli:

N....... mnozina vSech piirozenych ¢isel
Z...... mnozina v§ech celych Cisel
Q....... mnozina v$ech racionalnich ¢isel
R...... mnozina vSech redlnych ¢isel

K.... mnozina v§ech komplexnich ¢isel.
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I. LINEARNI ALGEBRA
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1 ABSTRAKTNiALGEBRA

Definice: Necht' G je neprazdnid mnozina. Pak libovolné zobrazeni Gx G — G se nazyva

operace na mnoziné G. Je-li pfi tomto zobrazeni uspofadané dvojici (a ,b) EG X G
piitazen prvek ¢ £ G, pak budeme obvykle psat: a « b = ¢ a hovofit o operaci * .

Mnozina G spolu s operaci * se nazyva grupeid a oznacuje symbolem (G , ¢ ).

Definice: Necht’ (G, ) je grupoid. JestliZe plati:

» as*(bec)=(a*Db)ec,pro viechnaa, b, ¢ € G (tzv. asociativni zakon)
pak se operace * nazyva asociativni operace a (G , ¢ ) se nazyva asociativni grupoid
neboli pologrupa.

» a*b=Dbea,provsechnaa, c € G (tzv. komutativni zdkon)
pak se operace * nazyva komutativni operace a (G, ¢ ) se nazyva komutativni

grupoid.

Definice:Necht' (G, ¢ ) je grupoid. Prvek e € G se nazyva neutrdlni prvek (nebo téz

jednicka) grupoidu (G, ¢ ), jestlize plati: ace=a A ee*a=a, pro kazdy prvek a € G.

V ta:V grupoidu existuje nejvyse jeden neutralni prvek.

Definice: Necht' (G, *) je grupoid s jedni¢kou e ; necht’ a € G. Pak prvek x € G, pro ktery

plati:a+*x=e¢ A x*a=e se nazyva inverzni prvek k prvku a (v grupoidu (G, *)).

V ta: V pologrupé s jednickou ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden inverzni prvek.
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V ta: Necht' (G, ¢ ) je pologrupa s jednickou e. Necht' a, b € G maji v (G, * ) inverzni
prvky a’,b". Pak plati:

e ¢ =¢
¢+ @)'=a

e (a*b)y'=b'ea’

Definice: Necht' (G, ¢ ) je pologrupa s jednickou, s niz ke kazdému prvku existuje prvek

inverzni. Pak (G, ¢ ) se nazyva grupa. Je-li navic operace * komutativni, pak se grupa

(G, *) nazyva komutativni grupa ( nebo téz abelovska grupa).

Definice: Necht' R je mnoZina se dvéma operacemi + a ¢ takova, ze plati:

* (R, *+) je komutativni grupa (neutralni prvek = ,,nula® : a + 0 = a ;inverzni prvek —a;
a+(-b)=a->b)

* (R, *) je pologrupa

e provSechnaa,b,c ERplati: (a+b)ec =cea+bec

a*(b+tc)=aeb+taec (tzv.distributivni zakony)

Pak R s operacemi + a ¢ se nazyva okruh a oznacuje se (R, +, *).

V ta: Necht' (R, +, ¢) je okruh; a,b,c £ R libovolné. Pak plati:

e a*(b-c)=a*b-aec ; (b-c)*a=beca-cca
e a*0=0=a=0
+ as()=(-a)+b=-(a+h)
+ (-a)+(-b)=a*b
Definice: Necht’ (R, +, *) je okruh; necht’ pro néjaké a, b = R plati:

a=0 A b#0 A a.b=0.

Pak se prvky a ,b nazyvaji netrivialni dé€litelé nuly v okruhu (R, +, ).
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Netrivialni komutativni okruh s jednickou, ktery nema d¢litele nuly se nazyva obor integrity.

Definice:Komutativni okruh (R, +, *) s vlastnosti, ze (R — {0}, * ) je grupa, se nazyva
téleso.

Definice: Necht’ ( V, +) je komutativni grupa (jejiz prvky nazyvame vektory) a (T, +, *) je
Ciselné téleso. Necht pro kazdé Cislo t £ T a kazdy vektor u £ V je definovan vektort e u
V tak, ze plati :

e te(utv)=teuttev

e (t+ts)eu=teu+seu prolibovolnét,seTa u,veV
e (tes)cu=te(seu)

e leu=u

Potom V se nazyva vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem T.

esené p iklady:

1. Rozhodnéte, zda (M, 3.%,¢) je okruh. P¥itom mnoZina M a operace ¥t, * jsou zadany
takto:
M=Z x{ty=x+y-1, Xey=x+y-x-y
a) Nejprve zjistime, zda je (Z, £t) komutativni grupa.
xFy=x+y-1
y £t x =y +x— 1 = je komutativni.
b) Zjistime, zda (Z, *) je pologrupa.
Xey)ez=x+ty—-Xx:y)ez=xX+tyX:y+tz—(X+ty X 2yhz=X+ty+tz—Xy—xz—-yz+

Xyz
x*(yez)=xe(ytz-y-z)=xt+ty+tz-yz—x(y+tz—-yz)=x+yt+tz—xy—xz—yz+
XyZ

— je asociativni.

c) Ovéfime, zda plati distributivni zdkony.
xIty)z=(x+y-1z=x+y-1+z)—(x+ty-1)z=x+y-l+z-—xz-yz+z=x+

Zz—-Xz+y+tz—yz—1=xz+yz—1=xz{tyz
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x(Ytz) =x(y+tz—-1)=x+y+z-1-xy-xz+x=x+y-xy+x+z-xz—-1=

xeyiixez

—plati distributivni zdkony

=>(M,3%, *) je okruh.

2. Necht (G, °) je grupa, necht p € G je pevny prvek. Na mnoziné¢ G definujeme
operaci = takto: x#®y=xep-ey pro vSechnyx,y&G.
Rozhodnéte, zda je (G, *) je grupa.
a) Je asociativni?
(x*y)$z=(x*p*y)*xz= X*pey*p*z

xe(yxz)=x=(y*pez)=Xepey*pe*z — jeasociativni

b) Ma jednic¢ku pro vSechny x € G?

e*X=X A X®€e=X
e.p.X:X X.p.e:X
-1 | -1 _ 1
(eepex)ex =x=X X *e(Xepee)=x *Xx
e.p.e:e e.p.e:e
e.p:e e.p:e
-1 -1 -1 _ -1
e‘p.p _e.p p .p.e_p ‘e
_ -1 _ ol
eee=e°p eee=p e
_ -1 _ -l
e=ee*p e=p -e
e=p"1 e=p"1
c) Existuje inverze ke vSem a?
a=a=¢ N a=g=¢
arpra=e aspra=c

— - - -1 - -1
aopoaoa =gceq a.aopoa:a o c
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§°p°e—a'l e-p°§=a'l
Sep=a’ pea=a’
Zepep'=a’ plepea=a"
Fec=a’ eed=a’
a=a' 3=a"

Ukoly:

1. Je dana mnozina Q x Q a definovany operace @, () takto:
(a,b) @(c,d)=(a+c,b+d)
(a, b) (2 (¢, d) = (ac — 3bd, ad + bc) pro libovolné (a, b), (c, d) € Q x Q. Urcete,
zda (Q x Q, @, () je grupa, resp. obor integrity, resp. téleso.
[(Qx Q@.0 Jje téleso]

2. Urcete ptiklad konecného oboru integrity, ktery neni télesem.
[neexistuje]

3. Je dan grupoid (G, ¢). Urcete, zda (G, *) je komutativni grupa, jestlize G = Z,
xey=x+(-1)%. [neni komutativni]

4. Je dan grupoid (G, ). Rozhodnéte, zda tento grupoid je komutativni, resp.
asociativni, resp. zda ma neutralni prvek. Pfitom G=Z; x * y = |x|
[neni komutativni, je asociativni, nema neutralni prvek]
5. Urcete piiklad pologrupy s jedni¢kou, v niz nékterému prvku existuji 2 prvky
inverzni.
[neexistuje]
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2 VEKTORY A MATICE; OPERACE S MATICEMI A VEKTORY
(ARITMETICKYMI A GEOMETRICKYMI)

Definice: Aritmeticky vektor je uspofadana n-tice prvkua (typicky ¢isel), oznacovanych jako
slozky vektoru. Obecnéji se da vektor chapat jako abstraktni prvek vektorového prostoru,
ktery se da v rliznych soufadnicich vyjadfit riznymi n-ticemi, které se vSak povazuji za ten

samy vektor.

Definice:S vektorem provadime dvé zakladni operace, a to séitani vektori a nasobeni
vektoru redlnym cislem, které v této souvislosti nazyvame skalarem.

1) Scitani vektori pfitom splituje tyto zdkladni vlastnosti:
Pro vSechny vektory u, v, w plati:

* utv=v+u - komutativni zadkon
e (utv)+w=u+(v+w) -asociativni zdkon
» Existuje vektor o tak, Zeu +o=u
» Existuje vektor ( - u) takovy, Zeu+ (-u) =0
Nulovy vektor o je jediny, ktery vyhovuje uvedené vlastnosti. Vektor ( - u) se nazyva

opacny vektor k vektoru u; kazdy vektor ma jediny opa¢ny vektor. Rozdil dvou vektorti
definujeme u—v=u-+(-v).

2) Nasobeni vektoru skalarem spliuje tyto zakladni vlastnosti:
Pro vSechny vektory u, v a vSechny skalary p, q plati:

* pe(utv)=peutpev - distributivni zdkon
* (ptqQeu=peutq-u - distributivni zakon
* pe(qeu)=(peq)°u - asociativni zdkon
e leu=u

V ta:Vektoryu=(u, )av=(w, ) proi=0...njsou sirovny, pokud u; = w, pro kazdé

1=0..n.
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Definice: Skalarni soucin vektort u, v (zapisujeme u * v ) je realné ¢islow * v = u;v; + uav,
+ u3vs; velikost uhlu (odchylky) nenulovych vektort u, v je uhel ¢ £ (0, ), pro ktery plati:

[1a] o[+

CosQ =

V ta:Vlastnosti vektorového soucéinu: pro libovolné vektory u, v, w a kazdy skalar p plati:

* uxXv=-vxu - antikomutativni zdkon
e pe(uxv)=(peu)xv - asociativni zakon
* (uxv)xw=uxw+vxw -distributivni zakon

Definice:SmiSenym soucinem tii vektori w, v, w nazveme ¢islo w * (v x w), které

oznacujeme (u, v, W).

V ta:Pro libovolné vektory u, v, w, a a kazdy skalar p plati:
* (“,V,W):(V,W,“):(W,U,V):‘(V,“,W):‘(u,w,V):'(w,V,u)

* pe(u,vyw)=(p°u,v,w) - asociativni zakon
* (ut+a,v,w)=(u,v,w)+(a,v,w) -distributivni zdkon

V ta:V E, plati vztah pro smiSeny soucin takto:

u=(uy,u,ug), V=(v.vo,vg), W= (wy, w,,wy)

(w, v, w)=u (VW) =|Vy V3 Vy|=u,ev,ew,Tv,ew,eu, +w,eu, v,
1-’»'1 ‘L’l-’: 1-’»'3

W, RV, Sl - Uy fW, ® Vg -V, 8L, Wy
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Definice:Matici typu ( m, n) nazyvame tabulku ¢isel uspofadanych do m tfadkd a n

sloupci.Zapisujeme to takto:

Cislu a,, fikame prvek lezici v i-tém fadku a k-tém sloupci matice. Matici A typu (m, n)

zapisujeme n€kdy také jako A_ . Ctvercovou matici fddu n rozumime matici , kde m = n.

V ta:Dv¢ matice A a B stejného typu (m, n) se rovnaji ( coz zapisujeme A = B), pravé

tehdy kdyZ plati a,,, = b, pro kazdé i, k.

V ta:Souctem dvou matic A a B stejného typu (m, n) je matice C = A + B téhoz typu,

prave tehdy kdyz plati ¢, = a,, + b, pro kazdé i, k. Analogicky definujeme rozdil C = A

— B dvou matic.

V ta:Soucinem redlného ¢isla ¢ s matici A je matice c*A téhoZ typu s prvky cea,. pro

kazdé 1, k.

V ta:SouCmem matic A, a B,, je matice C_, = A_ *B

np mmn np’

kterd ma prvky

c; = Yho a3, bk_i pro kazdé i, j.

¢ matice A¥

V ta:k-t4 mocnina matice A -

on ) kterou ziskdme postupnym ndsobenim matice

sebe samou (A% = A¥ 1o A ).

L]

V ta:Necht' A, B, C jsou matice stejného typu , O a E jsou nulova a jednotkova matice, c, d

jsou realna ¢isla. Pak plati:
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« A+B=B+A
e A+(B+C)=(A+B)+C
e A+O=0+A=A
« A-A=0
e (c+td)*A=cA+d-A
* c*(A+B)=c*A+c°B
e ce(dA)=(ced)-A
e 1eA=A
e ¢c+0=0
e« 0-A=0
Matice ( - 1) *A = O — A se nazyva opacna matice k matici A a oznacujeme ji —A.

esené p iklady:

1. Spocitejte matici A:

1 4 & 2 2 & 9 0 1 0 0O 5
J8 6 50\, (35 7 0} [6 3 2 0f_
33115)+1u10)u5?9)A
0243 Wooo M 13 0

311:3-1+2—1:4

ap=34+6-0=18

313:3-6+9—0:27

a4 =3-2+0-5=1 , analogicky spocitame i ostatni fadky nové matice A

21 20 20 0
10 —2 -3 6
-1 5 9 9

4 18 27 1o
vysledkem je matice A = )

2. Spocitejte vektor u:
6-(3;6;1;7)-2-(1;4;6;7)+(0;3;5;9) =u

u=6-3-2-1+0=16
u, =6-6-2-4+3 =31

u;=6-1-2-6+5=-1
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u=6-7-2.74+9=37

vysledny vektor u = ( 16; 31; -1; 37)

3. Jsou dany vektoryu=(3;6; 1; 7)av=(1;4; 6;7). Spocitejte skalarni soucin
téchto vektoru.
uv=31+64+1.6+7.7=3+24+6+49=82

Skalarni soucin téchto vektort je roven 82.

4. Jsou dany vektorya=(2;8;5),b=(1;3;7), c=(5;4;6). Spocitejte vektorovy
soucin vektort a a b a smiSeny souéin téchto vektori as(b x c).

I R R D (R I R D
axb=(|;2 2l b o) =05 3011 300 5

((8-7-3-5);-(2-7- 1.5); (2- 3 - 1.8)) = ((56 — 15);- (14— 5); (6 — 8)) = (41; -9; -2)

Vysledny vektor je (41; -9; -2).

=" = a
1 i

b, b, b,

C; €y Cy

ca

a-(b X C) = = ( alb2C3 + b102a3 + c1a2b3 — C1bza3 — 3102b3 — b]&203) =

=(2:3:6 +1.4.5+5.8.7-53-5-2.4.7-1.8.6)=36+20+280—-75—-56—-48
==336-179=157

Vysledek smiSeného soucinu je 157.

1 4 6 2
5. Spocitejte soucin matic A*B = C, kde matice A = 2 ?L 51 g) a matice
o 2 4 3
1 0 0 &
_|e& 3 2 0
B= (n 5 7 9 )
M1 3 o/

cn=114+4.6+60+2.1=1+24+0+2=27

cp=1.0+43+65+2.1=0+12+30+2=44
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c3=1.0+42+67+2.3=0+8+42+6=56

cy=15+40+69+2-0=5+0+54+0=59

analogicky spoc¢itame 1 ostatni fadky vysledné matice C

27

44
14

15

vysledna matice C =

44

43
13

29

56

47
24

41

59,
95
24

36

6. Spoctéte tieti mocninu matice A z predchoziho ptikladu.

1 4 6 2 /1 4 6 2y 41 4 6 2y

A8 6 5 u), 8 6 5 u), 8 6 5 u)
311 5/{3 1 15J]l3 115
0 2 4 3 M 2 4 3 M 2 4 F

Analogicky podle predchoziho prikladu spocitdme soucin A*A zleva a ziskdme matici

51
2 _ | &5
AT = 14
\28

38

73
29

22

40

a3
44

26

38~
41
26
29/

kterou zprava ndsobime matici A. ProtoZe se jednd o

totozné matice, je pofadi nasobeni zaménitelné.

543

863
226

328

1002 668
377 326

683 416‘)
420 273/

475
, : . 3_| 898
Vysledna matice A” = 373
282

Ukoly:

1. Vezméte vektory a(2; 8; 5;0), b(1; 3; 7;0), ¢5; 4; 6;0), u(3;6; 1;7),v(1;4;6;7) a
spocitejte vektor d podle nasledujicich vztahti:

a) d=4u+3v-"Th [(8;15; —27;49)]
b) d=6b-3a+7c [(35;22;49)]

c) d=(a*b)-c—6b+5a [(309;266;349)]
d) d=cxa+4b [(—24;25;60)]

e) d=u-(vea)+thxc
f) d=7u+ 10a- 6b + 8v

[(182;413;55; 448)]
[(43;136;63; 105)]
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2. Jsou dany matice A, B, C, naleznéte matici D podle nasledujicich vztahii.

1 0 4 1 1 1 2 1 3
A=l2 2 2 B=|l3 1 0 C=14 2 o0
0 1 1 2 1 4 1 5 2

14 5 29
a) 33A-B+6:C=D D=[27 17 &
4 32 11
[ 9 5 15
b) AB=D D= (12 6 10)]
5 72 4
[ 3 3 7
¢) B-A=D D= (5 2 14)
4 6 14/
704 22%]
d) C-A-6B+A-B=D D=(2 4 25)
4 8 —4/

e) B’=D

2> 14 26
D=|24 13 18 ||
70 38 85
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3 LINEARNI VEKTOROVY PROSTOR

Definice:Necht' V je vektorovy prostor nad T; necht’ u;, ....... , U je kone¢nd posloupnost
vektort z V. Pak vektor u = tju; + ....... + teewy, kde ty, ....., tx € T se nazyva linearni

kombinace konecné posloupnosti vektort w;, u; nebo struéné linedrni kombinace

.......

vektorti w;, . u, Mnozina vSech linearnich kombinaci vektorti w;, uy se bude oznacovat
symbolem:
L(u, . w), tzn. L(uy, __w)= {tLu +....... +tiew | th, ..., t € T libovolné}

Definice:Necht' V je vektorovy prostor na T a necht w, . uy je kone¢na posloupnost
vektorti z V. Jestlize existuji Cisla ti, ....., t € T, z nichz alespoi jedno je rtizné od nuly,

tak, ze tw; + ....... + ty'w, = 0, pak tikame, ze vektory wu,
V opacéném piipadé fikame, Ze vektory u;,

_______ u, jsou linedrné zavislé.
U, jsou linedrné nezavislé.

.......

Definice:Necht' V je vektorovy prostor nad T. Kone¢nad posloupnost vektori u,
z V se nazyva baze vektorového prostoru V, jestlize plati:

.......

* Vektory u,
* Vektory u,

Uy jsou linedrné nezavislé
u, generuji vektorovy prostor V, tzn. L(u,,

.......

..............

Definice:Rekneme, Ze koneéna posloupnost vektort w;,
nezavisla posloupnost vektora ve V, jestlize:

.......

* Vektory u;, . ugjsou linedrn€ nezavislé

e Pro libovolné w £ V jsou vektory w; u, W linearng zavislé.

V ta:Kone¢na posloupnost vektort u;, . uy je bazi vektorového prostoru V pravé tehdy
kdyz je maximalni linearné nezévislou posloupnosti vektora ve V.

Definice:Necht' V je vektorovy prostor nad T. Pak

e Je-li V nulovym vektorovym prostorem (tzn. V = {o}), ilkime, Ze dimenze V je nula

* Existuje-li baze w, __ wuyprostoru V, pak fikdme, Ze dimenze V je k

o Je-liV # {o} a nema-li Zddnou bazi, pak fikame, Ze dimenze V je nekoneéno.
Piseme: dimV = 0, resp. dimV =k, resp. dimV = on.

Umluva: viude v dal$im se budeme zabyvat pouze kone¢nédimenzionalnimi vektorovymi
prostory.
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Definice:Matici A povazujeme za fadkové ekvivalentni s matici B, piSeme A ~ B, pokud
jsme matici B ziskali z matice A pomoci tzv. fadkovych elementarnich transformaci, a to:

*  Vyménou dvou fadka

* Vynésobenim fadku ¢islem riznym od nuly

» Pfic¢tenim ndsobku fadku k jinému fadku
Pomoci téchto elementarnich transformaci mizeme danou matici prevést na ekvivalentni
matici, kterd bude v tzv. trojuhelnikovém tvaru, to bude znamenat, Ze pod hlavni diagonalou
bude mit samé nuly.

Definice:Matice ma hodnost h, jestlize trojihelnikova matice fadkové ekvivalentni s A ma
pravé h nenulovych radka.

eSené p iklady:
1. Jsou dany vektory a(3; 2; 1), b(7; 5; 0), ¢(— 2; 3; 4), d(12; 4; — 3). Vyjadiete vektor
d jako linearni kombinaci vektord a, b, c.
d=t;-a+t-b+t;c
12 =3t + 7t, — 2t3
4 =2t + 5t, + 3t3
—3=t,+4t; dostdvame tfirovnice o tiech nezndmych t, t,, t;
Z posledni rovnice mizeme vyjadrit t; = — 3 — 4t; a dosadit do zbylych rovnic
12=-9—12t; + 7t, — 2t3
4=—6—8t;+ 5t, + 3t;
21 ="Tt, — 145

10 = 5t, — 5t3  tuto rovnici vykratime 5 a vyjadiime t, =2 + t;

21 =14 + 7t; — 14t;5 odkud t; =-1, zpétnym dosazenimt,=1at, =1
Vektord=a+b-c¢

2. Rozhodnéte, zda dané vektory z vektorového prostoru R* jsou linearng zavislé nebo
linearné nezaviské, je-li wi(1; 1; —1; 2), wpy(—4; 1; 1; -3), w3(2; -3; 1; 1),

w(l; 1; 1; 1).
1 1 —1 20 1 1 1 1 |0 1 1 o
-4 1 1 -3lo|.({0o 5 5 1 (o]}_ 5 1 (o).
2 -3 1 -11]0 0 -5 -1 =3[0 4 =210
1 1 1 1 o 0o o -2 1'0 —2 110

[ T e e T ]
[ e I R ]
[ T e e T ]
[ e I R ]

1

5
2
0

10
110
—1|0

0 '
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Elementarnimi Gpravami jsme dostali matici ve trojahelnikovém tvaru a zjistili jsme, ze
soustava ma nekonecné¢ mnoho feseni, z cehoz vyplyva, Z vektory jsou linedrn¢ zavislé.

3. Rozhodnéte, zda vektory u;(2; 1; 2), up(=3; 0; 1), uz(5; 4; 3) tvoii bazi vektorového
Nejprve zjistime, zda jsou vektory linearné nezavislé.

prostoru R’.
2 —3 5|0 1 0 4 10 1 0 4 |0
(1 o 4 l]) ~ (l] -3 —3 l]) ~ (D 1 -5 l])
2 1 310 0 1 —=5ld 0 0 -—18l10

Vektory jsou linearné nezavislé
Mizeme tedy fici, Ze vektorovy prostor R’ ma dimenzi 3 a vektory u,,u,, u, tvoii bazi

tohoto prostoru, protoze jsou linearné nezavislé, jsou 3 a dimenze je také 3.

4. Urcete hodnost matice A.

1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 o
a=|0 -2 3 -1} [0 -2 3 -1} [0 -2 3 0
-1 0 01 0 2 3 1 00 6 0

1 4 61 02 3 1 00 0 0

Matice ma 3 nenulové fadky, ma tedy hodnost 3, piSeme h(A) = 3.

Ukoly:

1. Ve vektorovém prostoru R’ jsou dany vektory u, v, w. Uréete viechny hodnoty
parametru a € R, pro které jsou tyto vektory linedrné zavislé, resp. linearné
nezavislé.

a) u(l;1;1),v(1;a; 1), w(2; 2; a)

[proa=1 va = 2 jsou linedrné zivislé, proa € R — {1; 2} jsou linedrné nezivislé]

b) u(0;2;a), v(-1; 3; 2), W(2; —4; a)
[pro¥a € R jsoulinedrné nezavislé]

2. Necht u, v, w jsou linearné nezévisl¢ vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda nasledujici vektory z V jsou linearn€ zavislé nebo nezavislé.
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3.

4.

a) 2u+3v+3w), (u+4v—-—w), Bu+ 5v+4w)
[wektory jsou linedrné zivislé]
b) (u—2v+w), Gu+v-2w), (7u+ 14v — 13w)

[vektory jsou linedrné zavislé]
Urcete hodnost matice A, je-li:

0 4 10 1

_ 4 8 18 7 =
a) A=l10 18 40 17 [h(4) =2]

1 717 3

2 —4 g 0 4

b) A= _34 _g 51 11_3? [h[}l)=3:|

2 1 3 4 &
3 -2 1 -3 -2
|7 o 7 5 10 _
A=l 4 5 1 10 10 [a(4) = 2]
5 —1 4 1 4
a2 -3 5 -2 2

Rozhodnéte, zda dané matice A, B, C, D tvofi bazi vektorového prostoru Mat,,(R):

9 A= ). 8=(G 3 c=G o= ) [anc]

b Aa=(; 5B 5)e=G 5)e-G 2) [ne]
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4 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Je dan systém m linearnich rovnic o n nezndmych

49Xy T Ap¥p T wenn TAX, = by
25X, + a,X, + ... +3,,%x, = b,
qm1¥y + Amz¥2 + ""'+amnxn = l:"m

Kde aj jsou redlnd Cisla a x, jsou neznamé. Pomoci maticového poctu miizeme tento systém
zapsat takto: AX = B, kde

d19 7 Ay q by
A=| : ), X=| %], B=| : |
Hmi Hmn Kn b

m

ReSenim této tzv. nehomogenni soustavy rozumime uspotfddanou n-tici (pi,...... , Pn)
takovou, ze po dosazeni p; za x; piejdou vSechny rovnice soustavy v identity. ReSitelnost
soustavy linearnich rovnic urcuje Frobeniova véta:

Frobeniova v ta:Soustava m linearnich rovnic je feSitelna pravé tehdy, kdyz hodnost
matice soustavy A je rovna hodnosti h” matice rozsitené(A|B) =(a;|b;). Pfitom soustava

ma feSeni jediné, pravé tehdy kdyz h = h” = n, tedy poctu nezndmych , a ma nekone¢né
mnoho feSeni zavislych na volbé n — h parametrt, pravé tehdy kdyzh=h" < n.

V ta:Reseni soustavy linearnich rovnic pomoci tzv. Gaussovy eliminacni metody ma
nasledujici postup:

1. Systém rovnic zapiSeme pouze pomoci jeho rozsifené matice (4|E) .

2. Pomoci fadkovych elementarnich transformaci upravime matici (A|B) na
trojuhelnikovy tvar.

3. Porovnanim hodnosti h, h” rozhodneme, zda ma soustava feSeni, a v kladném
ptipadé uré¢ime jeho slozky.

Definice: Systém linearnich rovnic, ve kterém jsou vSechny pravé strany b; = 0 nazyvame
homogenni nebo také bez pravych stran. Homogenni soustavy zapisujeme pouze pomoci
matice soustavy. Podle Frobeniovy véty ma soustava homogennich rovnic vzdy feSeni,

zfejme je jim feSeni ze samych nul a fikdme mu proto trividlni feSeni.
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esené p iklady:

1. Vypoctéte soustavu nehomogennich rovnic:
3X1— X2—X3—2X4=—4

2X1 +3x, +5x3 +4x4=—3
2X1+3X2—X3—X4:—6
X;tX+2x3+3x4=1

X +t2x%+3x3—-x4=—-4

3 -1 —1 -—-21—4 1 1 2 3 1 1 1 2 3 1
2 3 5 21-3 1 2 3 —-1|—-4 0 1 1 —4 |-5§
2 3 -1 —-1|—-6 |~ 2 3 5 2 |-3|™~| 0 1 1 —4 |-5 |~
1 1 2 3 1 2 3 -1 —1|—& i0 1 -5 -7 |-8
1 2 3 —11—4 i -1 —1 -—-21—-4 g9 —4 -7 —-111-7

1 1 2 3 1 1 1 2 3 1

JJo 1 1 —4|-s5) . [01 1 -a|-5 . _ _
0 0 —6 —3|-3 0 0 —3 —27|-27 Zx=Lx=0x=-1
o 0o -3 —-271-27 O 0 0 E1 151
X1 -1
Soustava m4 jedno feSenix; =— 1, X, =— 1, x3 =0, x4 = 1.

2. Vypoctéte soustavu homogennich rovnic:

2X1— X2 =0
3X2—2X3 =0

4x, -x4=0

—2x; +2%,—-2x3+tx4 =0
2 -1 0 0 2 —1 a0 0 2 -1 0 0 2 —1 0O 0
0 3 —20})_{o 3 —2o0)_ (0o 1 -2 1|_[(0o 1 -2 1
4 0 0 -1 0o 2 0 —1 o 2 0 -1 0 0 4 =3
-2 2 =2 1 0 1 -2 1 o 3 —2 1 0 0 4 =3

2 =1 @ 0

0 0 4 —37 h = 3, n = 4 a soustava md podle Frobeniovy véty

0 0 0 O

nekone¢né mnoho fesSeni. Zvolime-li posledni nezndmou za parametr x, = t tak ostatni
slozky vyjadiime pomoci n¢;.

Vysledkem je x4 =t, X3 = Zt, Xy = %t, X, = %t.
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3. Vypoctéte soustavu nehomogennich rovnic:
3] — 5%y +2x3 +4x4 =2

5X1 + 7X2—4X3 —6X4 =3

TX1 — 4%+ X3+ 3x4=5

3 —o 2 4|2 3 —2 2 4
5 7 —4 —6|3|~|15 21 —12 -—18

2 3 —5 2 4
9 |~10 46 —22 —38

2
_1 i~
1

7 —4 1 315 21 —12 3 9 115 o 23 —11 -—19
3 =5 2 4 | 2

~lQ 23 —11 -—19| 1 = soustava nema reSeni
0 0 0 o 1—3

Ukoly:

1. Vypoctéte:
a) 2x; +2x, + 8x3—3x4 + 9x5=2
2X1 + 2%, +4X3 x4 + 3x5=2
X; +Xo +3%x3—2x4 + 3x5=1
3x; + 3%, +5x3 — 2x4 + 3x5=1 [soustava nema fefeni]

b) 6X;-9x, + 7x3+ 10x4 =3
2X1 - 3%, -3x3—4x4 =1
2x1-3% + 13x3 + 18x4 =1

1 3 1 11
[+ -u-— LV —;v;v],pro u,v € R]

c) 6x;+3x,+2x3+3x4+4x5=15
Adx, + 2%, + X3+ 2x4 + 3x5=4
4X1 +2X2+3X3+2X4+X5:0
2%+ X0+ TX3 + 3x4 +2%5=1

[(u; %v—ﬁu -3 v—2;6— ;vsv},pI‘DUJV ER}

d) X2+X3 =0
2X1+X2—X3 =1
X1+X2—X3+X4=2
3 3
X1 +2X2 :—1 |:X4 =3_.X3 = :,X: = —:,Xl = 2]

e) 2X1 + 3X2—X3 =18
3X1—2X2+X3=8
X1+2X2+X3:24 [xl=4,x2 :6,}{3 :B]
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f) 3X1+X2—X3:7
X1 +2X, - 5x3 =15
3X1 + 5X2 +2X3 =9 [xl = 11}{2 = 2’XEI = _2]
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5 DETERMINANT

Definice:Necht' M = {1,2, ..., n} je kone¢na mnozina o n prvcich. Pak bijektivni zobrazeni P

mnoziny M na sebe se nazyva permutace mnoziny M nebo kratce permutace. Permutaci P
definovanou: P(i;) = j; , pro t = 1,.....,n budeme zapisovat ve form¢ dvouradkové tabulky

tvaru P = (11 I“J

Ii e Ia

V ta:Pocet riznych permutaci n-prvkové mnoziny je roven n!

Definice:Permutace P se nazyva sudd permutace, resp. lichda permutace, jestlize soucet
poctu inverzi v hornim a dolnim fadku tabulky permutace P je sudé ¢islo, resp. liché ¢islo.
Hovotime pak téz o parité permutace.

Definice:Necht’ A = ( a;) je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T. Pak determinant matice
A je ¢islo z télesa T, oznacené detA ( nebo téz |4|) a definované vztahem:

o ) ].-..""“J. - . . wr 4 W . r
detA = ZEL_; jn}[—lj Urmdndeq)eaye.....0ay, kde I(ji,.....,Jn) znaci celkovy pocet inverzi

v permutaci (j jnJ pouzitych tadkovych a sloupcovych indexti. S¢itani se provadi
PR

n

ptes vsechna rizna poradi 1y --5Jn) sloupcovych index. Soucin
(—1) "z winteq, eaye. ... oa,, se nazyva ¢len determinantu.

V ta:Necht' v matici A

* Jeden tadek sestava ze samych nul, potom je detA = 0

e Dva rizné fadky jsou shodné, potom je detA =0

» Jeden fadek je t-ndsobkem jiného fadku (t € T lib.) , potom je detA =0
* Jeden radek je linearni kombinaci ostatnich fadkt, potom je detA =0

V ta:Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestlize

* K jednomu fadku matice A pficteme libovolny nasobek jiného fadku

* K jednomu fadku matice A piicteme libovolnou linearni kombinaci ostatnich fadkt

* Jeden radek matice A ponechdme beze zmény a k ostatnim fadkiim pti¢teme jeho
libovolné nasobky

V ta:Cramerovo pravidlo pro 2 rovnice o 2 nezndmych.
Je dana soustava linearnich rovnic: a;; X; + a;2X2 = by

ayX; +anX; =b;
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2, 3o
IDI= 4717 Ay
Nahradime-li koeficienty u x; koeficienty pravé strany , dostaneme |D,|= bl :1:

. . . b
nahradime-li koeficienty u x, koeficienty pravé strany , dostaneme |D, |= :1‘1 bl .
21 2

Je-li |D| # 0, pak ma tato soustava feseni: x; = % ax,= %. Pravidlo plati i obecné.

V ta:Sarrussovo pravidlo: pro vypocet determinantu tietiho stupné plati tento vztah:

417 297 343

879 @gp B3| =t apaxnas; + a@;ai T a31a2a83 — 41382831 — 823832811 — a33a12az]

d33 dgz dgy

V ta: O rozvoji determinantu:
Determinant se rovna souctu sou¢ini prvkil vybranych z jednoho tadku (sloupce) s jejich
algebraickymi dopliiky. Podle tadku: |A| = ay|a,, | + ..... + au|A,_|

Podle sloupce: |A|= alj|A1j |+ ...+ anj|Anj |

V ta: Pii vypoctu determinantu lze vyuzit také Gaussovu elimina¢ni metodu, nebot
determinant matice v trojuhelnikovém tvaru je roven soucinu ¢lent hlavni diagonaly,tzn.

|A| = a11a22....Ann-

eSené p iklady:
1. Jsou dany tii prvky a, b, ¢. Kolik moznosti, kde zalezi na potadi a kazdy prvek je

pouze jednou, z nich lze vytvofit?
P(3)=3!

P(3)=1-2-3=6

Lze vytvoftit 6 permutaci.

3 -2 =4
2. Spocitejte determinant matice A = ( 1 3 2 ) v§emi zpuisoby.
-2 —4 6.
a) Z definice:
lal=3-3-6+(-2)-2-(-2)+1- (-4 - (-4)-(-2)-3-(—4) —(—4)-2-3—-1-(-2)-6
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|A|=54+8+16-24+24+12=90

b) Pomoci rozvoje podle 2.fadku:

2

_ 241 1. |~
A= Ty

P A PR R Ve P

-2 -4
|Al == (—12-16)+3( 18— 8)—2( 12— 4) =28 + 30 + 32 = 90

¢) Pomoci GEM:

3 —2 —4 3 1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3 1 -2
lAl=| 1 3 21=(—2 3 4 (= |0 11 8 |=(0 10 10(=|0 10 10|=
-2 4 & —4 2 & o 10 10 0 11 & 0 0 30
301 -2
=10 1 1(=90
0 0 30
d) Podle Sarrusova pravidla:
3 -2 —4
lAl=l1 3 2|=3-3-6+4-4+2.-2-2—2-3-4+3-4-2+2-6=90
-2 4 6
3 2 -4
1 3 2
Ukoly:
1. Kolik riznych péticifernych ¢isel bez opakovani cifer Ize napsat z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5?

[120]

2. Pokud se zvétsi pocet prvki o 2, zvétsi se pocet permutaci 42-krat. Kolik prvkl na
to potiebujeme?
[potiebujeme 5 prvki]
3. Vypoctéte determinanty:

-2 1 -3
a) |3 2 -1 [—46]
—4 3 -1
4 -3 5
b) |-3 2 -8 [—100]
1 -7 -5
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3 -1 4
0 |-1 3 -2 [—4]
2 4 1
3 -2 1 -2
-3 -5 2 0 _a9c1
D132 1 2 -4 [195]
-1 0 3 1
-3 9 3 6
—5 B 2 7 !
e) 4 _c _3 _3 [18]
7 —8 —4 =5
2 1 0 2 1
1 0 2 1 2
|1t 2 1 0 2 [30]
o 2 2 1 1
21 1 2 0
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6 INVERZNI MATICE

Definice:Ctvercova matice A se nazyva reguldrni matice (resp. singularni matice), je-li

|A| #0 (resp. |4] = 0).

Definice:Necht' A je ¢tvercova matice fadu n. Matice X s vlastnosti A*X = E, A X*A =E,
(pokud takova existuje) se nazyva inverzni matice k matici A a oznaluje se symbolem A™.

V ta:Necht' A = ( a;) je ¢tvercova matice fadu n. Potom k matici A existuje matice inverzni

= A je regularni matice.

V ta:Necht’ A je regularni matice. Pak plati: A™ = (IIKI: *A". Kde A’ je matice adjungovana,

J'!5‘11 Anl

tzn, A" = ( : : ) Adjungovana matice je matice, v niZ na i,j-tém misté je A; tzn.
J':"‘ln J':"‘r:m

algebraicky dopln€k prvku, stojiciho na j,i-tém misté v pivodni matici A. (Pozor na potadi

indextL.)

V ta:Necht' A,B jsou regularni matice fadu n. Pak plati:

« (ANY'=A
« (AB)'=B'A"
ATt =

lal

eSené p iklady:

1. Je dana matice A. zjistéte, zda je singularni nebo regularni a v ptipadé je-li regularni,
spocitejte matici inverzni obéma zptisoby.

1 11
A={1 3 2)
1 1 0
a) Nejprve zjistime, zda je matice singularni, resp. regularni.
l4|=1.3.0+1-2-14+1-1-1-1+3-1-1+1:0-1:1:2=0+2+1-3-0-2

=-2
Matice A je regularni, protoze |A| # 0.
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b) Spocitame matici inverzi podle definice:

-2 1 -1
A= ( 2 -1 —1) ,kde Ay = (-1 (3.0 —1-2)=-2 analogicky ostatni prvky A
—2 0 2

2 1 -1 1
( 2 -1 —1) = _4
A

1

pa |
| Lt ™
=

=

¢) Spocitame inverzni matici podle GEM:
Pomoci GEM z matice A udéldme jednotkovou matici E a zjednotkové matice E nam

vznikne A™.
1 1 1|1 O O 1 1 1|1 0 0 11 i’ } E 0
1 3 20 1 Oo)~j0 2 1|—-1 1 0O0|~|0 1 —2——2 > o |m™
1 1 0l 9 1 o 0 —1l—-1 0 1 oo 1l o o -1

1 0 0 o
1 1 0 1 1 1 0o ol T2 9
~l0o 1 0f-1 — — |~|0 1 O i i
P 2 2 s o -1 = =
O O 1| 1 0 -1/ \U o 1| 2 2/]
1 0 -1
. -1 1
A_l: —1 LL £
1 0o -1

Vzhledem k tomu, Ze jsme pouzili stejnou matici, zkontrolovali jsme si takto vysledek.

Ukoly:

1. K dané matici A naleznéte inverzni matici A™'a to jednak pomoci adjungované
matice a jednak pomoci elementarnich fadkovych tprav.

2.
3 2 0 [ 1( 18 10 2 \_
— -1 _

a) A=l5 4 1 A —E\\_M 15 —3 |
1 2 5 6 -4 2
3 1 -2

b) A= (—5 1 6 ) [inverzni matice neexistuje]
1 3 2
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3. K dané matici A nalezndte inverzni matici A, je-li:

1 2 =3 2
-2 -3 5 -1
a) A=| 1 o 3 _4
-2 -1 4 =2

—13 —1& —11 12

-1 _

A7= —i1 —i0 -7 8

-1 -1 -1 1

|1 3 -2 &5
b)A_4130—5

3 10 0 14
—484 —726 252 229

145 222 =77 =70
—25 —38 13 12

-2 =3 1 1

Al =

B bd

(8
e
.

0 1 7 1 -5
4 1 -5 1 2
A= 1 0 2 0 -1
-2 -1 -1 0 1
-2 -1 0 -1 1/.
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7 MATICOVE ROVNICE A MATICE P ECHODU

V ta: Rovnice, ve kterych je nezndmou matice, nazyvame maticové rovnice. Muzeme
rozlisit nékolik zakladnich tvart maticovych rovnic.

* A+ X=B,kde X je neznama matice a A; B ;X jsou matice stejného typu.
« AX =B, resp. XA =B kde X je nezndma matice a A; X resp. X, A jsou nasobitelné
matice.

« AXB=C, kde X je nezndma matice a A ;X B jsou nasobitelné matice.
Resit maticovou rovnici znamena najit takovou matici, po jejimz dosazeni do rovnice na
misto nezndmé dostaneme pravdivy vyrok. Pfi feSeni rovnic, které nejsou v zakladnim tvaru
postupujeme tak, Ze je pomoci pravidel pro pocitani s maticemi upravime do zakladniho
tvaru a ty pak fesime nize popsanym zptisobem.

Rovnice typu A + X = B feSime odectenim matice A od obou stran rovnice.

U fteSeni rovnic typu AX = B zaleZi na tom, je-li matice A regularni. V tom piipadé pak
existuje inverzni matice A”. Pokud vynasobime zleva obé& strany rovnice touto inverzni
matici, pfevedeme tim rovnici do tvaru A'AX = A'B, tedy: X = A" B.

V piipadé¢, kdy matice A neni reguldrni, tj. je singularni nebo neni ¢tvercova, inverzni matici
A" nenalezneme a musime pouZit jiny postup, spoéivajici v rozepsani soudinu AX podle
definice soucinu matic. Porovndnim matic na levé a pravé strané¢ rovnice dostaneme
soustavu linearnich rovnic, jejimz feSenim jsou prvky neznamé matice. Stejn¢ tak zalezi na
reguldrnosti matic A; B 1 u rovnic typu AXB = C. Jestlize jsou obé matice regularni,
najdeme k nim inverzni matice A'; B". Vynasobime-li pak ob& strany rovnice zleva A™ a
zprava B™' pievedeme tim rovnici do tvaru A 'AXBB™ = A" CB", tedy:

X=A'CB".

Definice:Necht' V je vektorovy prostor nad T a necht’ w,,....,u, a vy,.....,v, jsou dv¢ jeho
baze. Necht' daleje: vy =aju +ayu, +...... + anu,

Vo =apu; +axpu, t+...... + apU,

Vo= apu; +ayu + ..., + apUy

Pak matice A tvaru:

a =
11 in
A= ( : : j se nazyva matice prechodu od baze uy,.....u, k bazivy,.....,v,.
Hni Hnn
V ta:Necht uy,....,u,a vy,.....,v, jsou dvé baze vektorového prostoru V nad T. Necht’ A je
matice prechodu od baze wuy,....,u, k bazi vi,.....,v,. Potom A je matici pfechodu od baze

Vi,eono. ,VnkbéZi ug,...., U,
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esené p iklady:

1 1 1
1. Vyfeste maticovou rovnici X-A = C, kde matice C = (1 1 1) a matice

1 1 1
2 4 1
A=(1 3 2).
3 1 4

X1 Fyz Eyg 2 4 1 1 1 1
Hyg Hpz Hpz|-l1 3 Z]=11 1 1
M31 M3z Haj 3 1 4 i 1 1

Pouzijeme vétu o ndsobeni matic a ziskame 9 rovnic a 9 neznamych, které vyresime.

1 =2x11 + X2 + 3%53 1 =2xp1 + X0z + 3x23 1 =2x31 + X3 + 333
1= 4X11 + 3X12 + X13 1= 4X21 + 3X22 + X23 1= 4X31 + 3X32 + X33
IZXH+2XQ+4XE IZXQ+2X2+4X§ 1:Xﬂ+2XQ+4Xﬁ

x11= 1 — 2Xy5 — 4x;3 doplnime do 1. a 2. rovnice
2 — 4X12 — 8X13 + X12 + 3X13 =1

—8XE— 16Xﬁ+3XQ+X&:_1

—5X13 — 3X12 =—1 /(— 3)

—15x;3—5x;,=—3  po vyndsobeni seCteme tyto rovnice

4X]2:0

[
[

X2 =0, X13:E, X11 =<

L]

ProtoZe maji trojice rovnic stejné koeficienty u nezndmych, bude mit vysledna matice tii
totozné fadky.

Vyslednd matice je X =

[N N N
=1
U | =

1 1 1 1 1 1
2. Vyfteste maticovou rovnici A-X = C, kde A = (1 3 2) aC= (1 1 1).

1 1 0
101 1N fEqy Xqe X

1 11 1 13 % 1 1 1
Ll 3 2) - (Xn Xa X3 ) =11 1 1
i 1 0 H31 Hzz Xz i 1 1

PouZijeme inverzni matici A vynasobime ji celou rovnici zleva. Dostaneme rovnici:

B [ ]
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1

X1 Xpp ¥yq3 1 -3
X1 Xy a3 = 4 1
X X, X z
31 X3z Xaz L 0
1 1 1

Vyslednd matice X=|0 0 0]
O 0 0

3. Vyfeste maticovou rovnici A-X-B =C, kde A = (

1 1 1
Cz(l 1 1).
1 1 1
1 1 1 #11 %12
(1 3 2)-(1‘{21 Hzz
1 1 0 #31 Xz

i3
X3

Hag

)

ra | H ra | =

3 2
5 4
1 2

{

1 1 1
1 1 1

1 1

1

0y /1 1 1
1/=|{1 1 1
5/ M 101

1 1
1 3 2),B=
1 1 0

3 2 0
5 4 1
1 2 5

)

e -1 ’ 7 . . - rp-1 . .
Matici A" vynasobime celou rovnici zleva a matici B™ celou rovnici zprava a dostaneme:

X1 HEyz Eyg
Hyg Hpz HEzz | =
K3z Xz Xz \
Vysledna matice X =| ,
0

T = R

1

"-"l"lr-.'||l-l

-1/

(:

1
1

L 5

1
!
1.

[ 18
6(—24
. &

i

e

4. Vyfeste maticovou rovnici 3A —2X +B=A + B.

i 0 0 X4
3|0 1 00— 2|%n
3 1 2 X3

3 0 0 21":11

l:l 3 D - (2!‘:21

9 3 6 2xgy
"3 1 1 2Xj_]_
( 1 4 |:| - (2)‘:21
11 4 9 2x44

O
0
2

—10
15

—4

)

Hyp Hy3 0 1 1 i 0

Hgp Ex;m|t|1 1 0)=10 1

H3z X33 2 1 3 3 1
2x,, 2% 0 1 1 i 1 1
25, Exza)"' 1 1 0o)=11 2 0
2¥g,  2Hgg 2 1 3 5 2 5
2x,,  2x4 i 1 1

2X,, Exza)Z 1 20

2}{32 2x33 5 2§

2
_3)
2.

)

0 1 1
1 1 0
2 1 3

)
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3 1 1 1 1 1 2xyy  2xyp 2y
1 4 0f-|1 2 0)= (an 2X;,  2Xgy )
11 4 9 5 2 5 2¥gy  2¥g;  2Hgg

2 00 2xyy 2xyp  2xyy
0 2 0])=|2%y 2X;; 23Xy )
6 2 4 Exal 21{31 2}{33

=

1 0 0 1 Ey7
0 0]=|%n a2
3 1 2 X3y Haz

1 0 0
Vyslednd matice X=|0 1 0 |
3 1 2

5. Ve vektorovém prostoru R’ je dana baze u a matice prechodu A od baze u k bazi v.
Urcete baziv.

u(1; 1; 1), wx(1; 1; 0), wz(1; 0; 0)

2 2 3
A={1 -1 0
-1 2 1

2 2
(w,wu)-| 1 -1
-1 2

v1=2u1+u2-u3
Vv,=2u-u,+2u;

V3 = 3“1 +Oll2+ll3

3

u) = (vla v2’ v3)
1

vi(2; 3;2)
v2(3; 15 2)
vi(4; 3; 3)

6. Naleznéte matici pfechodu X od baze w;(2; -3), uy(-1; 1) k bazi vi(1; 0), v»(0; -2)
vektorového prostoru R®,

Xqz2

11
u,u (X
(u;, wy) 21 Xao

& )G

Matice prechodu X =

iz
X2z

) = (v}, V) do této rovnice doplnim vektory bazi

1 0y .., . N
): ( 0 — 2) vyfeSime tuto maticovou rovnici

(55 2
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Ukoly:
1. Reste maticovou rovnici:

v x(1 -G 7)

(5

)]

1 2y, (1 —4
b) [3 5] X= (3 —1zj L
— 2t t
[(_4_ 25 S),kdet,s S R}
1 2 -1 1 0 1
c) X- (—2 0 3 )= (III 3 —1) [matice X neexistuje]
1 2 =2 2 0 0

7
1
1

2 0
18 12

2 =3 1 9 & —2 1 1
) (4 s 2) .X.(1 2)( g) [(1 )

5 =7 3 1 1 23 15 11 2 3
Naleznéte matici pfechodu od baze (1) k bazi (2) vektorového prostoru V, je-li:

a) V=R’
(1) rwi(1; 25 1), wx(2; -1; 3), wz(-2; 3; 2)

1 -2
(2) 1 vi(-5;9; 2), V(65 -10; 5), v5(-1; 2; 9) \(—1 3
R |
b) V=R’
(1) :wy(1; 2;0; 0),wz(0; 15 1; 0), wz(1; 0; 0; -1), wa(1; 15 -1; 1)
(2) : vi(2; 2505 0),v2(3; 3; -1, 0),v3(2; 4, 0; 1), va(2; 35 15 -1)
1 1
1 0 1
i 1 0
1 1 1

)

)

L B N
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8 LINEARNI VEKTOROVY PROSTOR SE SKALARNIM
SOU INEM; EUKLEIDOVSKY VEKTOROVY PROSTOR

Definice: Skalarnim sou¢inem u * v vektor u , v nazyvame ¢islo , pro které platiu » v= 0,
je-li jeden z vektorti nulovy a dale u ¢ v = |u] * |v| * cos ¢ pro nenulové vektory, kde ¢ je

duty thel vektort u , v. Plati, ze [u| = X ju; a |v] = T v,

V ta: Pro vSechny vektory u, v, w a kazdy skalar p plati:

* u°v=ve-u - komutativni zdkon
e ue(vtw)=uevtuew - distributivni zakon
* pe(usv)=(peu)ev - asociativni zdkon

e ueu=|ul’>0; |ul=0=2u=0

V ta:Ze vzorce pro skalarni soucin lze vyjadfit délku vektoru u a uhel mezi dvéma vektory
u, v

. |11|—1WEl 5 u; je délka vektoru u

* cosS@=

al- r’;l odtud lze vypocitat tthel ¢ mezi vektory u, v

Dva nenulové vektory budou kolmé, pravé tehdy kdyz jejich skalarni soucin je roven nule
(cos90°=0).

V ta:Je-li délka vektoru |u| = 1, pak fikdme , ze vektor u je normovany. Je-li u # o, pak

1 . ’
[ je normovany vektor.
u

V ta:Vektorovy prostor , vnémz je definovan skalarni soucin , se nazyva eukleidovsky
vektorovy prostor nebo kratce eukleidovsky prostor. Necht' V je eukleidovsky prostor, pak
plati:

ue(v+tw)=(uev) +(uew)

* pe(uev)=(pruyev

e (X2, pu)e I:E, L1V, ) 2B el 1plrj[u v}pro wv,w,u,v; EVar,p,pi € R
lib.

e ou=uo0=90

e uu=0=u=0

Definice:Necht' V je eukleidovsky prostor a necht w,,....,u, je kone¢na posloupnost
vektort z V. Rekneme, ze :
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1. posloupnost wuy,....,u,je ortogondlni ( nebo strucné€, ze vektory uy,....,u, jsou
ortogonalni) jestlize je : u; - v; =0 pro kazdé i,j=1,.... ,n A 1#]

2. posloupnost uy,....,u, je ortonormalni (nebo stru¢né, ze vektory uy,....,u,jsou
ortonormalni), je-li ortogonalni a kazdy vektor je normovany.

3. Posloupnost uy,....,u, je ortogonalni (resp. ortonormalni) baze eukleidovského
prostoru V, jestlize je ortogonalni (resp. ortonormalni) a navic je bazi prostoru V.

V ta:Nenulové ortogonalni vektory eukleidovského prostoru V jsou linearné nezavislé.

V ta:Necht Vje eukleidovsky prostor; wuy,....,uw, & V libovolné. Pak existuji ve

V ortogondlni vektory ey,....,e,, které generuji tentyZ podprostor jako vektory uy,....,u, ,
tzn. plati: L(wy,....,u,) = L(ey,....,e,).

D kaz: Dikaz piedchozi véty matematickou indukci se nazyva Gram-Schmidtiv
ortogonaliza¢ni proces a vypada nasledovné:

1) Pron=1 tvrzeni plati (sta¢i polozit e; = u,)

2) Ptredpokladejme, ze tvrzeni véty plati pro 1,2,..., n-1 (n>2). Tedy existuji ortogonalni
vektory ey,....,e, tak, ze plati: (2) L(wy,....,u,;) =L(ey,....,e.1).

Polozme : (3) e,=pie;+....+ pui€,1 +u,, kde p; € R a urc¢ime koeficienty p;

tak, aby e,*e; = 0, pro 1= 1,...,n-1. Ale po provedeni skalarniho souc¢inu vektoru e; s obéma
stranami (3) dostaneme:

[ e 0 =pi(ei°ei) + (un°ei), odkud pi= : : .

libovolné,je—1li e, #+ o

Potom tedy vektory ey,....,e, jsou ortogonalni.

Zbyva jesté dokézat rovnost L(uy,....,u,) = L(ey,....,e,).

Ale z (2) a (3) plyne jednak, Ze e,,....,e.c L(ey,....,e,), tzn. L(uy,.....u,) < L(e,,....,e,) a
také, Ze ey,.....e, € L(u,,....,u,), tzn. L(e,,....,e,) S L(u,,....,u,). Dohromady pak dostavame

Zadanou rovnost.

eSené p iklady:
1. V eukleidovském prostoru R* se skalarnim sou¢inem naleznéte ortogonalni bazi

podprostoru W, generovan¢ho vektory w;(0; 1; 2; 1), up(-1; 1; 1; 1), ws(1; 0; 1; 0).

Plati W = L(uy, uz, u3), tzn. pouzijeme Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.

e, =u;=(0;1;2;1)
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uyeq 2 1 11
€, = p-€ +uw , kde p=- —E‘E'E:__ =- E . Tedy 02(-1, E, -E, E )
€3 =Di-€ +p2-ez+ll3 ,kdep1 = 41 '§9p2=' o Rt 1.

i | epeg
Tedy: e3=-§e1 +e,+u;=(0;0;0;,0)=0

Vysledek je, ze ortogondlni bazi podprostoru W tvofi napt. vektory e, , e, .

2. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro ktera je zadany vektor u(a + 1; 0; a +
2;0; a+ 1) z eukleidovského prostoru R’ normovany.

lul=1 A Jul=J@E+DZT+02+(a+2)2+0%+ (a+1)°

1= J(a+1)24+0°+(a4+2)2 4024+ (a4 1)°

1’=a’+2a+1+a’+4da+4+a*+2a+1
1=3a>+8a+6

-8 +/Bed—-60

382 +8a+5=0 <=> a;,=
, &5

5
=>a1=-1 V aa=--
3

Zadany vektor je normovany pro a =-1 nebo a = - Z

3. Rozhodnéte, zda dané vektory eukleidovského prostoru R* jsou ortogonalni, resp.
ortonormalni.

wi(1;-2;2; 1), wp(15 3; 25 1), ws(-1; 05 15 -1)
Aby byly ortogonalni, musi byt jejich skalarni soucin roven 0.

U1-“2=1—6+4+1=0
ul-u3=—1+2—1=0
UQ-U3:-1+2—1:0

Vektory jsou ortogonalni, zjistime jejich velikost a tim 1 jestli jsou ortonormalni.

lu, | =+v1T+4+4 +1=10#1
lu,|=+1+9+4 +1=vi5#1
lugl=+1+0+1+1=+3#1

Vektory nejsou ortonormalni.
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Ukoly:

1. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro ktera je zadany vektor
u(a+1;1;0;a+2;1;0; 2a - 3) z eukleidovského prostoru R’ normovany.

[24dné a nevyhovuje]
2. Rozhodnéte, zda dané vektory eukleidovského prostoru R* jsou ortogonalni, resp.
ortonormalni:

a) wi(2;3;-3;-4), uy(-1; 3; -3; 4), ws(3; 1; 3; 0)
[nejsou ortogonalni]
b) wi(1;3; 15 2), uy(0; 0; 0; 0), ws(1; -3; 2; 3)

[jsou ortogonilni nejsou ortonormalni]

3. Urcete hodnoty parametri a, b € R, tak, aby dané vektory eukleidovského prostoru
R’ byly ortogonalni:

a) w(1;1;2;0;0), wy(1;-1; 05 1; a), ws(1; b; 2; 3; -2)

b) u(2;-1;0; a; b), wy(a; b; 0; -2; 1), uz(a; 2b; 5; b; -a)



Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

UTB ve Zlin , Fakulta aplikované informatiky, 2010 46

II. ANALYTICKA GEOMETRIE V E, A
E;
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9 BODY A VEKTORY

Definice: Soustava soufadnic (téZ soufadnicova soustava, soufadna soustava nebo systém
soufadnic) je soustava zékladnich tdaji (referenénich bodt, piimek nebo kiivek),
umoziujici uréovat soutradnice polohy télesa ve zvolené vztazné soustavé. Soustavu
soufadnic mizeme zavést volbou soufadnicovych os a pocatku soustavy souiadnic. Polohu
libovolného bodu pak ur¢ime odectenim jeho soutadnic na jednotlivych osach. Pro urceni
polohy bodu jsou zdkladnimi udaji:

+ druh soustavy soufadnic (kartézska, polarni, sférickd, valcova, aj.)
« volba pocatku soustavy soufadnic (,,vychozi* bod)

« smér, pocet a charakter souradnych os (vyznacnych smérti)

jednotky, pomoci jejichz nasobki a dild se vyjadiuji hodnoty soutadnic

Definice: Kartézska soustava soufadnic je takova soustava soufadnic, u které jsou souradné
osy vzajemné kolmé a protinaji se v jednom bod¢ - poc¢atku soustavy soutradnic. Jednotka se
obvykle voli na vSech osach stejné velka. Jednotlivé soutadnice polohy télesa je mozno
dostat jako kolmé priméty polohy k jednotlivym osam. V prostoru ma kartézské soustava
soufadnic 3 vzajemné kolmé osy (béZn€ oznacované x, y, z), v rovin¢ 2 kolmé osy (X, y).

Definice: Polarni soustava soufadnic je takova soustava soufadnic v roviné, u které jedna

soutadnice (oznacovana ') udava vzdalenost bodu od pocatku soutradnic, druha soufadnice
(oznacovana @) udava uhel spojnice télesa a pocatku od osy x lezici v roving. Transformace
polarnich soufadnic na kartézské: x = rcosg, y = rsing.

Definice: Valcova soustava soufadnic (cylindricka soustava soufadnic) je soustava
soufadnic v prostoru, u které jedna soutadnice (oznacovana 1) udava vzdalenost bodu od
osy z, druhd souradnice (oznacovana ¢) udava thel primétu privodi¢e bodu do roviny Xy

od zvolené osy lezici v rovin€ (nejCastéji X) a treti souradnice (oznacovana Z) polohu bodu
na ose z. Transformace valcovych soufadnic na kartézské: x =rcosp, y=rsing, z=z.

Definice: Sféricka soustava soutadnic (kulova soustava soufadnic) je soustava soufadnic v
prostoru, u které jedna soutadnice (oznacovana 1) udava vzdalenost bodu od pocatku
soufadnic, druha soufadnice (oznacovana ¢) udava uhel odklonu pritvodice bodu od osy X

a tieti soufadnice (oznadovana 0) tthel mezi priivodi¢em a osou Z. Transformace sférickych
soufadnic na kartézské: x = rsinfcosg, y = rsinfsing, z = rcos0.
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Definice: Geometrickym vektorem nazyvame mnozinu v§ech souhlasné orientovanych
/4 W rw b . Al 14 ~ . r W 4 r w /4 W
usecek téze velikosti. Rikdme, Ze vektory AE, € D jsou umisténim téhoz vektoru prave

tehdy, kdyz tse¢ky AD, CB maji tyZ stied. Pro A = B se vektor AR nazyva nulovy vektor

o. Jsou-li Afa,,a,,a,], B [by,b,,b,] body, potom soufadnice vektoru 1 = 4F jsou:

u; =b; —a; uy = by — a, u3 = by — a3 piSeme: u(uy,u,u3).

Definice: Velikost vektoru @ je [1] = u + uZ + uZ; velikost vektoru & = AB vyjadtuje

vzdalenost po¢atku A a koncového bodu B umisténi AE vektoru 1.

Definice:Skalarni sou¢in vektord u, v (zapisujeme U * v) je redlné &islo u s v = u;v; + upv, +

u;v3; velikost Ghlu (odchylky) nenulovych vektorti u, v je uhel ¢ £ {0, 7}, pro ktery plati:
e

COSQp = —— .

[ = |l

Definice:Jsou-li u, v nenulové vektory, pro néz plati, Ze jsou linearné nezavislé, potom

vektorovy soucin vektort u, v (zapisujeme w = u x v) je vektor w, pro ktery plati:
e w L u asoutasnéw L W,

* Orientaci ur¢ime podle pravidla pravé ruky

—3
W

e Velikost |w| = |ule

sing, kde ¢ je velikost uhlu vektort u, v.

Geometricky vyznam vektorového soucinu. Prvni vlastnosti je ur¢ena délka vysledného
vektoru, tato délka je Ciseln€ rovna obsahu rovnobéZniku utvoieného z vektord u, v. Druha

vlastnost urcuje smér vysledné¢ho vektoru, tento smér bude kolmy na rovinu, ve které lezi
vektory u, v.

Definice: SmiSeny sou¢in tii vektorid u, v, w nazveme ¢&islo us(v x w), které oznalujeme

(4, v, w). Absolutni hodnota tohoto ¢&isla uddva objem rovnobé&znosténu, jehoz tii hrany

jsou umisténim téchto vektorti do spole¢ného bodu — vrcholu rovnobéznosténu. Je-li soucin
kladny, je soustava vektorl pravotoc€iva, je-li zaporny, je tato soustava levotociva. Je-li
tento soucin roven nule, jsou tyto vektory komplandrni, tzn. lezi v jedné roving.
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esené p iklady:

1. Jsou dany body A[3; 3], B[8; 9], C[-3; 8], které tvofi trojuhelnik. Spocitejte
velikosti vnitinich thl a délky stran tohoto trojuhelnika.
Nejprve spocitame vektory, které tvofi jednotlivé strany.

a=AB=(5;6)

b=BC=(-11;-1)

délku stran zjistime spocitanim velikosti téchto vektort

3| =V5% + 62 =161

b| = (107 + (-1)°=+v122
lcl=y6*+ (—5)*=+61

Velikost vnitinich thli zjistime pomoci skalarniho sou¢inu

[a=el [ af °
= = = => =
coso =T T a0 = =90
bl _ |-55-¢ [-&1]
cosp= 2Bl — 558 _ 181 _ ) 707 = B =45°
|al || wBelnf122 wEl~f122
lesb| _ [-8&+5] [-&1] o
= = = = => =
cosy |el [T wWE1~127 - E1-12Z 0’707 v 45

kontrola : o+ 3 +y = 180°
90° +45° + 45°=180°

2. Jsou dany vektory a (3;2; 5) a b (4; -3; 5), spocitejte jejich skalarni soucin.
Gk = 3.4+ 2.(-3) +5.5=12 -6 +25=31
3. Vypoctéte obsah trojuhelnika ABC, jestlize A[-1; —2; 8], B[0; 0; 0], C[6; 2; 0].

Velikost vektorového soucinu udava obsah plochy , kterou tvoii dané vektory.

a X €= (2:(-8) -4:(-8);-8:7 — (-8) :1; 1.4 - 7:2) = (-16 + 32; -56 + 8; 4 — 14) =

= (16; -48; 10)
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Sasc == |3 X €| =2./167 + (—48)7+ 10° =2 /256 + 2304 + 100 =~ /2660 =

=14/ 665

Obsah trojuhelniku je v 665.

4. Urcete objem rovnobéznosténu, jehoZ tii hrany jsou umisténim téchto vektort a(3;
2;5), b (-2; 3; 4), € (4; -3; 5) do spole¢ného bodu.

V = [de(bx?| = |§e(3:-54+3-44-4+2.5 -2.5-4.3)]
|ae (15 + 12;16 + 10; —10 — 12) = |2 » (27;26; —22)] =

|(3-27+2-26+5-(—22)|=81+52— 110[=133-110=23

Vysledny objem je 23.

Ukoly:

1. Jsou dany body A(2; 1), B(3; 4), C(1; 6), dokazte, ze jsou vrcholy trojihelnika a
urcete jeho obsah. Vypoctéte velikost vnitiniho uhlu BAC.

7ES
[5 = 4, cosa = — }
BS

2. 'V trojuhelniku ABC jsou dény vrcholy A(0; 0), B(2; 0) a t&zisté T(;é; :“3‘—5
trojuhelnik ABC je pravouhly a vypoctéte velikost vnitinich uhli.
[c(0; 2v/3); AC L AB; welikost tihli : 90, 60°,30°]

). Dokazte, ze

3. Dokazte, ze body A(0; 0), B(3; -4), C(6; 0), D(3; 4) jsou vrcholy kosoctverce.

[laB| = |BC| = |cD| = |AD| = 5; |AC = 6; |BD| = 8]

4. Jsou déany 2 vrcholy A(4; 5), B(-1; 3) ¢tverce ABCD. Urcete soutadnice vrcholi B,
D.

[2 fefeni: C(—3;8),D(2; 10)nebo C(1; —2),D(6:0)]
5. Jsou dany vektory a(2; 3; -1), E(l; -2; 3), €(2; -1; 1). Uréete soufadnice vektoru X,
ktery je kolmy k vektorim 3, ba X ¢ = -6.

[%(—3:3;3)]
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6. V trojihelniku ABC je AE (2; 6; -4), AC (4; 2; -2). Vypoététe soufadnice vektord,
které splyvaji s téZnicemi trojihelnika ABC.

[£.(3:4 —3).%, (0; —5;3),%.(—3;1;0)]

7. Jsou dany vektory a (2; -1; 3), b (1; -2; 3), © (3; 2; -4). Ur&ete souradnice vektoru
% tak, aby platilo: a ex =-2 A b ex =3A¢Cex =8

. 101 81
3 F -5
8. Pro vektory a(3;2:5), b4;-3;5),c(-2;2;2) se presvédcte, ze plati vlastnosti
vektorového soucinu.

9. Na ose y urcete bod A tak, aby mé¢l od bodu B(-6; -5) vzdélenost d = 10.
[A(0;3)nebo A(0; —13)]

10. Jsou dany body A(2; -1; 3), B(1; 1; 1), C(0; 0; 5). Dokazte, body A, B, C jsou
vrcholy trojuhelnika ABC a vypoctéte velikost jeho vnitinich uhli.

[velilkkosti ithla: 45°, 45°,90°; pfenoda BC]
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10 LINEARNI OBJEKTY

Definice: Vzdalenost dvou bodu Afay, a, ,a;] a B [by, by, bs] se uréi:

|AB| =+/(by —a;)* + (by; — a,)* + (by —az)?.

Definice:Piimka p je urCena dvéma riznymi body A, B. Body A, B je ur¢en smérovy
vektor i = B — A pfimky p. Bodem X leZicim na pfimce p je uren napf. vektor

v =X — A. Vektory ua ¥ jsou linearné zavislé. To znamena, ze X — A =t * u. Body
piimky p zapisujeme vektorovou rovnici takto: X = A +t « u, kde t € R. Toto je tzv.

vektorovd rovnice piimky p = AB. RozepiSeme-li tuto rovnici, dostdvame tzv.
parametrickou rovnici pfimky p:

X=a +ttey
y=a2+t'u2

z=a3+teu;, kdet = R.

Definice:Obecna rovnice piimky p: ax + by + ¢ = 0 (se pouziva k vyjadieni piimky
pouze v E,), kde 1 (a,b) # o je kolmy vektor k ptimce p, ktery se nazyva normalovy

vektor pfimky a u (-b, a) je smé&rovy vektor pfimky p.

E

Definice:Usckovy tvar piimky a: =+ £ =1, ( se pouziva pouze v E, ) kde p, q jsou
=] q

useky, které pifimka a vytind na osdch x, y; nezahrnuje piimky , které prochdzeji
pocatkem soustavy soufadnic a piimky rovnobézné se souradnicovymi osami.

Definice: Vychazime-li z parametrické rovnice pifimky v E; a jsou-li vSechny tii
¥ . w ‘ - v v o v , M= d, v—a, Z— ag

soufadnice smérového vektoru u soucasné riizné od nuly, lze psat p: —= = — = ——=

u

Wy ug

Témto rovnicim fikame kanonické rovnice ptimky. Pokud nejsou soutfadnice smérového
vektoru rtizné od nuly, pak se jedna o formalni zapis.

Definice: Rovinu mizeme urcit libovolnym bodem Ala;. a,; a;] a dvojici nenulovych
linearné nezavislych vektori u, v. Potom parametrické rovnice roviny p jsou:

X=a tteu tsev;

y=atteuytsev
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z=azt+tteus+sevs kdet, s =R

Vylou¢enim parametrii t, s dostaneme obecnou rovnici roviny p: ax + by + cz + d = 0,
kde 1 (a,b,c) je normalovy vektor roviny; plati n L p, 11 # 0. Ozna¢ime-li p = _?d, q= _?d,

—d p fo . . - S LR+ . v s p )
r = — a upravime zapis rovnice roviny na tvar: = + = + =1 kterému tikame usekovy,
c P g
pak p, g, r jsou useky, které vytina rovina p na osdch soufadnic. Je-li néktery
z koeficientli a, b, ¢ obecné rovnice roviny ax + by + ¢z + d = 0 roven nule, je rovina

s ptislu§nou osou rovnob&zna.

Definice:Vzajemna poloha dvou piimek. Necht' piimka a ma smérovy vektor u, piimka
b ma smérovy vektor v a bod A nalezi pfimce a, bod B nalezi pfimce b. Ozna¢me vektor
B — A = w. O poloze piimek a, b Ize rozhodnout pomoci téchto vektordi T, v, w. Z

Frobeniovy véty o feSitelnosti soustavy linearnich rovnic vyplyva, Ze o poloze piimek a,
b rozhodneme pomoci hodnosti matic. Jestlize utvotrime ze slozek vektora matici
u;, u; U . - o o .
C= Ev v v ) a jeji h(C) = 1, jsou vektory u, v kolinedrni a piimky a, b jsou
1 V2 Vi
1.11 L,

2 ) ma h(D) = 1, jsou

rovnobézné nebo totozné. Jestlize dale matice D = (w we
1 2 3

piimky a, b totozné, pro h(D) = 2 jsou piimky a, b rovnobézné. Jestlize h(C) = 2 jsou
/Uy, U,  Ughy

pifmky a, b riiznob&Zné nebo mimob&zné. Je-limatice E=| V4 V2 V3 | ajeji
"-’l.'l "-".-’E "-’I.'H

h(E) = 2 jsou piimky a, b riznobézné, je-li h(E) = 3 jsou pfimky a, b mimobézné.

Definice:Vzajemna poloha dvou rovin. Dvé roviny v E; mohou mit tyto vzajemné
polohy:

* Roviny jsou rovnobézné — riizné, tzn., Ze nemaji zadny vlastni spole¢ny bod.
* Roviny jsou rliznobézné, tzn., Ze roviny maji jako prunik spole¢nou vlastni primku,
kterou nazyvame prisecnici.
* Roviny jsou rovnob€zné — totozné, tzn., ze roviny maji vSechny body totozné.
Jsou dany roviny a: a;x + biyy + ¢,z +d; =0 a B: a;x + byy + ¢z + dy = 0. O vzdjemné
poloze rovin a, B rozhoduje feseni soustavy rovnic o tfech neznamych x, y, z.

ax+tbyy+ciz=-d,
X + by +cz=-d,

v

ra .. a
ZapiSeme rozsifenou matici soustavy (A|B) = (Hl

Je-lih(A) =h(A|B) =2, jsou a, B riznobézné.

Pro h(A) = 1, h(A|B) = 2 jsou roviny a,  vzajemné rovnob&zné — rizné.



Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

UTB ve Zlin , Fakulta aplikované informatiky, 2010 54

Je-lih(A) =h(A|B) = 1, jsou roviny a, B totoZné.

Definice:Vzajemna poloha ptimky a roviny. Necht' a: X = A +tu, a: Y =B +rv + sw. O
vzajemné poloze rozhoduje pocet spole¢nych bodii piimky a roviny. PiSeme A + tu = B

+ rv + sw. RozepiSeme tuto rovnost do slozek a dostavame : tu; —rv; — sw; = b; — a,

tu, —rvo —swy=by —a,
tus —rvs; —swi =bs — a3
Jde o soustavu linearnich rovnic pro neznamé t, r, s. Kdyz plati, ze:
e h(A) = h{A|B) = 3, soustava ma jediné feeni — existuje jediny prisecik.

* h(A) = h{A|B) = 2, soustava méa nekone¢né mnoho feseni, tzn., Ze piimka a € a
* h(A) =2, h(A|B) = 3, soustava nema feseni. Pfimka a je s rovinou o rovnob&zna.

Definice:Piedpokladejme, Ze pfimky a, b jsou ureny takto: X = A + tu, Y = B + tv.

Odchylkou ptimek a, b rozumime velikost ostrého thlu jejich smérovych vektora.

23

[l =131

Plati: cosp =

Definice: Odchylku dvou rovin definujeme jako velikost ostrého tihlu jejich normalovych
vektoru.

Definice:Odchylku ptimky p a roviny o definujeme jako velikost ostrého uhlu, ktery
svird dana piimka p se svym kolmym primétem do roviny a. Odchylku ptimky p a roviny
a ur¢ime pomoci smérového vektoru p¥imky p a normalového vektoru ni roviny . Vime,

ze cos (90° - @) = sing, a proto sing =

Definice: Vzdalenost bodu M od roviny a ur¢ime tak, Ze z bodu M vedeme na rovinu o
kolmici k a uré¢ime jeji prusecik P s rovinou a. Vzdalenost d = |[MP| je vzdalenost bodu

M od roviny a. Necht’ rovina a: ax + by + ¢z +d = 0, bod M = [x¢Y0,20]. Uvedenym
|axg+ by + oozt dl

postupem odvodime pro vzdalenost bodu M od roviny a vzorec: d =

_laa,+ba, +cl
Va*+ b*

Definice:Vzdalenost bodu A[a,, a,] od pfimky p: ax + by + ¢ =0: v
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esené p iklady:
1. Napiste rovnici pfimky a, ktera prochdzi sttedem usecky AB a je kolma k piimce p,
je-li: A[l; 1], B[3;-1], p:3x+2y+1=0
. Nejdiiv uréime stted usecky S[xo:. yo]
X0 — (XA + XB)/2 = (1 + 3)/2 =2

Yo=(yatys)2=0
Stfed ma soutradnice S(2; 0)
. ma-li byt ptimka a kolma na p, znamena to, ze normalovy vektor
piimky p je roven smérovému vektoru piimky a
1 , = & 4(3,2) soufadnice jsme ur¢ili z obecné rovnice piimky
muizeme napsat parametrickou rovnici pfimky a: x = xo + st

y=yo+st, kdet R

doplnime soufadnice sttedu a smérového vektoru: x =2 + 3t
y=0+2t
vyloucenim parametru t a dosazenim do druhé rovnice dostaneme: 2x = 4 + 3y

odtud obecna rovnice piimky a: 2x —3y—4 =0

2.Uréete obecnou rovnici roviny p, kterd prochazi body A[0; 1; 2], B[-1; 0; 3] a
C[3; 1; 0].

Nejprve uréime vektoryu =AB =(-1;-1;1)av =BC =(4;1;-3)

Spocitame vektorovy souéin u x v a ziskame vektor m, ktery je normalovym

vektoremroviny p. 1 =u xv =(2;1;3)

Obecna rovnice roviny ma vzorec ax + by + cz + d = 0, kde a, b, ¢ jsou soufadnice

normalového vektoru roviny.

Ziskadme rovnici: 2x + y+ 3z +d =0 dosadime napiiklad soufadnice bodu A

1+6+d=0 adopocitime d

Obecna rovnice roviny p: 2x +y+3z—7=0

3. Uréete vzajemnou polohu pifmky p: ‘%1 = ’Ei = 2 arovinyp: x+y+z-2=0.

Ze zadané kanonické rovnice piimky mizeme napsat smérovy vektor ptimky p je

$p(2;3;4)  abod patfici této piimce A

A[1; -2; 0] a znich sestavime parametrickou rovnici ptimky, kterou dosadime do
obecné rovnice roviny p.
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p:x=1+2t
y=-2+3t
z=4t

pnp:1+2t—2+3t+4t-2=0
3+9t=0

t = dosazenim parametru t do parametrické rovnice

ol |

piimky dostaneme spole¢ny bod P[g; -1; s]

vysledkem je, Ze rovina s pfimkou jsou riznobézné a maji spole¢ny bod P.

Ukoly:
1. Vypocététe vzdalenost d pifmek a: x/3-y—4=0ab: -2xy/3+2y—-4=0.

2.Je dan bod A[l; 2] a pfimka p: 2x — y + 5 = 0. NapiSte rovnici piimky a, kterd
prochazi bodem A a je kolma k pfimce p a rovnici piimky b,ktera prochéazi

bodem A a je rovnobézna s primkou p.
[a:x+ 2y —5=0,b:2x —y = 0.]

3.Prisecikem A pfimek a: 2x + 7y — 8 =0 ab: x + 2y — 1 = 0 a bodem B[2; 3]
ved'te pfimku m, napiSte jeji rovnici a ur¢ete smérnici piimky m a uthel o, ktery
svira pifimka m s kladnym smérem osy x.

[M:x+y+1 =0,k = —1,¢ = 135°]

m

4.Urcete rovnici roviny p, kterd prochdzi body A[2; 2; 3], B[1; 0; 2] a je kolma
kroviné a: x — 8y +z—10=0.

[prx—z+1=10.]
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5.Urcete vzdjemnou polohu rovin p: 3x—y—-7z+11=0aa: 2x—8y—z+ 12=0.

roviny jsou ruznobéiné a pruseénice p:x — 11 + 5ty= 'l +t,z=12t
teER

6. Urcete vzdalenost bodu A[3; 6; 1] od roviny p: x + 10y + 7z — 78 = 0.
[vzclélencrstd = iﬂ

15
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ZAV R

Prace shrnuje problematiku linedrni algebry a analytické geometrie v rozsahu uciva jednoho
semestru. Kapitoly obsahuji jak teoretickou priipravu, tak i praktickou ukdzku ptiklada a
nefesSenych uloh s vysledky. U vsech feSenych ptikladl je popsan postup fesSeni tak, aby

student mohl tuto sbirku pouzivat samostatn¢.

Cilem bylo vytvofit pomtcku ke studiu ve pfedmétech Matematika E1 (FAME UTB Zlin) a
Algebra a geometrie (FT UTB Zlin), ve které by studenti nalezli nejen teoretickou pripravu,

ale 1 praktickou ukazku ptikladt. Dalo by se fici, Ze tento cil byl spInén.
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ZAV RV ANGLI TIN

Work summarizes the problems of linear algebra and analytic geometry in the range of the
curriculum of one semester. The chapters include both theoretical background and practical
demonstration of examples and unresolved problems with the results. In all solved examples

describes the solution so that students can use this collection separately.

The aim was to develop tool to study the subjects Mathematics E1 (FAME UTB Zlin) and
Algebra and Geometry (FT UTB Zlin), in which students would find not only a theoretical
training, but also a practical demonstration examples. One might say that this objective was

met.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOL A ZKRATEK

LVP  Linearni vektorovy prostor

resp  respektive

tzv tak zvana
tzn to znamena
\% nebo

A a soucasn¢

=> jestlize pak



