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ABSTRAKT

Praca sa zaobera prostriedkami tvorby a tvorbou vyukovych materidlov pre predmet
Zéklady matematiky na Fakulte aplikovanej informatiky, konkrétne zostavenim zbierky
prikladov casti linearnej algebry a nésledne ich vyrieSenim v sotware Mathematica.
Praca obsahuje teoreticky tvod k témam vektorovy priestor, matice, sustavy linedrnych
rovnic a sotware Mathematica, k jednotlivym témam z algebry riesené priklady, ne-
rieSené priklady, priklady riesené v software Mathematica a zoznam pouzitych prikazov
tohto softwaru. Cielom préce je priblizit studentom predmetu Zaklady matematiky, ako

pri rieSeni prikladov pouzivat software Mathematica.

KTticové slova: zbierka prikladov, linedrna algebra, Mathematica

ABSTRACT

This work deals with creating educational materials for teaching Basises of Mathematics
in Fakulty of aplied informatics, specifically by configuring a repertory of examples
of a part of linear algebra and consequently their solving in Mathematica software.
Work contain theoretical introduction to topic vector extend, matrices, systems of
linear equations and Mathematica software, in each topic from algebra there are solved
examples, unsolved examples, examples solved in Mathematica software and a list of
commands used in this software. A target of this work is to examine students of Basises
of Mathematics, how to use Mathematica software with solving the examples of linear

algebra.

Keywords: repertory of examples, linear algebra, Mathematica
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UVOD

Pre ispesné zvladnutie stiidia na vysokej skole je potrebné zvladat preberant latku ¢o
najefektivnejsie a takisto mat dostatok materidlov, z ktorych je mozné pripravovat sa.
Takéto materialy by mali taktiez poskytovat studentovi latku tak, aby bol schopny v

pracovnom Zivote riesit situdcie s latkou spojené v ¢o najkratSom case.

V priebehu stidia som mal k dispozicii vela studijnych materidlov, ako v tlacenej, tak
v elektronickej podobe. Avsak nespominam si, ze by niekde bola ich kombinacia. Ja
sa v tejto praci pokusim vytvorif prave kombindciu tlacenej a elektornickej podoby,
ktori sa pokisim spojit dokopy tak, Ze tlacend forma bude obsahovaf len obrazky
rieSeni, samotné riesenie bude samozrejme nutné pomocou osobného pocitaca (PC).

Avsak préave tieto obrazky by mali postacovat pri rieSen{ tiloh na PC.

Prica bude obsahovat teoreticky ivod, v ktorom zasviitim ¢itatela do problematiky
linedrnej algebry. Tej je ale mnoho a tato praca bude obsahovat len jej éast. Konkrétne
vektorovy priestor, kde sa zozndmime s pojmom vektor a ako s nim spravne narabat.
To znamena séitovat, odéitovat, ndsobif a skimaf vlastnosti vektora. Dalej praca bude
obsahovat nieco o maticiach, ¢o si, ako s nimi narabaf a teoreticky tivod k problematike
sustav linearnych rovnic. V tejto ¢asti bude okrajovo spomenuty software Mathematica,
v ktorom budu neskor pocitané priklady spocitané v tejto préci. Okrem rieSenych
prikladov bude praca obsahovat neriesené priklady priblizne v rovnakom mnoZstve, ako
rieSenych a na zaver bude v praci vypracovany zoznam pouzitych prikazov v software

Mathematica.

Praca bude vypracovana v typografickom programe Tex s jeho nadstavbou LaTex 2010
a zostavend v programe WinEdt 5. Pre rieSenie praktickej ¢asti budem pouzivat soft-

ware Mathematica 8, ktory je v sicasnosti najnovsou verziou.
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I. TEORETICKA CAST
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1 VEKTOROVY PRIESTOR

Vektorovym priestorom voldme mnozinu vsetkych usporiadanych n-tic redlnych ¢éisliel.
Oznacujeme ho symbolom R”
R = {(21,...,2,);7; e Ryi=1,....,n} (1.1)

Prvky mmnoziny R" nazyvame wvektory a budeme ich zapisovat so Sipkou.
Ak @ = (ay,...,a,) € R, potom reélne ¢islo a; budeme nazyvat suradnicou vektoru a;
i =1,...,n. Dva vektory @ = (aq, ..., a,) a b= (b1, ..., b,) st totozné, teda @ = b, prave
vtedy, ak a; = b; pre kazdé 1 =1, ....n.

Vektor @ = (aq,...,a,) predstavujeme v n-rozmernej kartézskej siradnicovej sistave
(plocha pre n = 2 a priestor pre n = 3) ako orientovanu tsecku s pociatkom v bode 0
o stradniciach (0, ...,0) a s koncovym bodom o siradniciach (ay, ..., a,). Tento vektor
potom mozeme posivat bez toho, aby sa zmenil. Zmen{ sa len jeho umiestnenie.

V oznaceni R" je n prirodzené cislo, ktoré je vécsie, alebo rovné dvom, avsSak jeho

hodnota je konecna[l].

1.1 Specidlne typy vektorov

Vektory vieme pomenovat podla ich vlastnosti. St to: nulovy vektor a jednotkovy

vektor.
1.1.1 Nulovy vektor

Nulovyj vektor je vektor, ktory mé vsetky zlozky rovné nule. MoZeme ho teda zapisat

ako usporiadani n-ticu (0, ..., 0). Oznacovat ho budeme 0.

1.1.2 Jednotkovy vektor

Jednotkovy vektor je vektor, ktorého dizka je rovna jednej. Ak napiseme usporiadani

trojicu (0,0, 1), napiseme prave jednotkovy vektor. Oznacovat ho budeme €.

€=1(0,0,1)
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1.2 Algebraické operacie s vektormi

Skaldrom rozumieme lTubovolné ¢islo z mnoziny realnych cisiel.
V mnozine R" zavedieme dve operacie a to s¢itovanie vektoru a nasobenie vektoru
skalarom.
Pre a,b € R", @ = (ay,...,a,) ,b = (b1, ..., b,) je suctom vektorov @ a b vektor
b

= (a1+b1,...,an+bn) e R" (12)

Pre d € R",d = (ai,...,a,) a @ € R je a—ndsobkom vektoru a vektor
a-d=(a-ay,..,a-a,) €R" (1.3)

Vzdy scitujeme len vektory s rovnakym poc¢tom sturadnic. S¢itovanie vektorov s rozdiel-
nym poctom prvkov nie je definované, teda neexistuje. Plati, ze i-ta suradnica vektoru
a+b je suc¢tom i-tych sturadnic vektorov @ a b. I-ta stiradnica vektoru a-a je a—nasobkom

i-tej stradnice vektoru a [1].

Definovali sme sc¢itovanie a nasobenie vektoru skalarom. Pre tieto operacie plati:

1. Pre sucet vektorov plati komutativny zakon:
i+b=b+a
2. Poradie s¢itovania je lubovolné, plati tzv. asociativny zdkon:
<a+5> +E=a+ <5+ 5)
3. Plati distributivny zakon:
ad’+a5:a<6+g)

4. Distributivny zakon plati aj s dvoma skalarmi:
ad + fd = (a+ p)a

5. Ak nésobime dva skalary a vektor, plati, ze:

(af) @ = o (fa)

6. Ku kazdému vektoru a existuje opacny vektor —a a plati, ze:

i+ (—-d)=0o

7. Ak scitame nulovy vektor s lubovolnym vektorom, dostaneme prive tento
Tubovolny vektor:

o+d=0

8. Ak ndsobime jednotkovy vektor s lubovolnym vektorom, dostdvame prave tento
Tubovolny vektor:

€-a=a
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1.3 Linearna zavislost a nezavislost vektorov

Nech ai, ..., a;, € R" st dané vektory a oy, ..., oy, st redlne ¢isla. Vektor @ dany vztahom
k

a = oqa) + ... + apag :Zaicﬁ (1.4)
i=1

nazyvame linedrnou kombindciou vektorov ay, ..., aj a ¢isla ayq, ..., g koeficientami tejto
linedrnej kombinacie.

Ak vsetky a; = 0,7 = 1, ..., k, nazyvame tuto linedrnu kombinaciu trividlnou. Trivialna
kombinacia je vzdy rovna nulovému vektoru o.

Ak je aspon jedno «a; # 0, nazyvame linearnu kombinaciu netrividlnou.

Systém vektorov ay,...,a;, € R™ nazveme linedrne nezavislym (LN), ak iba trividlna
linedrna kombinécia tychto vektorov je rovna nulovému vektoru.

Systém vektorov ay,...,a; € R™ nazveme linedrne zdvislym (LZ), ak nie je linedrne
nezavisly [1].

Z toho vypliva, ze systém vektorov aj, ..., a; je linedrne zavisly prave vtedy, ak:

k
Zaia‘; - 0. (1.5)
i=1

1.4 FEuklidovsky priestor

Ak v linedarnom priestore R” mozeme kazdej dvojici vektorov da, b€ R" priradit redlne
¢islo, ktoré nazyvame skaldrnym sic¢inom a znacime (a,b), potom takyto priestor
volame euklidovskym priestorom[4, 2].

Musia platit nasledujice podmienky:

1. (a,b) = (b,a)

2. (aj + as,b) = (a1, b) + (as, b)

3. (aa,b) =a(a,b),a € R

4. (a,a) >0, ak a# 0, (a,a) =0, ak a =0
Takyto priestor budeme oznacovat E,,.

1.4.1 Vzdialenost bodov v E,

7 Pythagorovej vety nam plynie, Ze vzdialenost dvoch bodov A a B je:

p(A,B) = \/(h — @) + (b — r)° (16)
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Z tohto vzfahu vypliva vzorec pre vypocet vzdialenosti v rovine E,. Nech body
A = (ay,as,...,a,) a B = (by, by, ..., b,) st lubovolné body z E,, potom ich vzdiale-

nost bude|1, 2J:

(1.7)
Pre tri lubovolné body z mnoziny E, plati, ze:
1. p(A,B) >0
2. p(A,B) = p(B, A)
3. p(A,B)=0,ak A=B
1. p(A,C) < p(A,B)+ p(B,C)
1.4.2 Skalarny stcin vektorov
Skalarnym sicinom dvoch vektorov nazyvame skaldr, pre ktory plati[2]:
CT-Z;:]c?|~|l;|cos<{((i,l;),67é0,57£0 (1.8)
@-b=0,ak aspoit jeden vektor @,b je nulovy vektor & (1.9)
V pravouhlom siradnicovom systéme pre skaldrny stéin vektorov z R3 plati:
d’g: Cllbl +agbg+a3b3 (]_]_0)

Vlastnosti skaldarneho suéinu:
l.a-b=b-a

2. « <c?- 5) = (ad) - b, kde « je &islo (skalér)

3. (a+z§)~5:a-5+6.5

Y
— — — —

4. Pre jednotkové vektory é1 = {1,0,0},é5 = {0,1,0},e3 = {0,0,1} plati:
_‘261'63262'6320

€1 €1 =€z €3 =¢€3-€3=1, €16

Skalarny sicin sa rovnd nule, ak vektor @, alebo vektor b je rovny nulovému vektoru o,

alebo <« (6, 5) =3
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1.4.3 Norma vektoru

Pojem norma vektoru suvisi s dizkou dvoch koncovych bodov vektoru, teda dizkou

vektoru. Fuklidovskou normou vektoru a = (ay, as, ...a,) je ¢islo:

@ =@ a= (1.11)

1.4.4 TUhol vektorov a ich kolmost

Majme dva nenulové vektory @ a b. Ich uhlom je uhol < <5L, 5) € (0,m). Je dany

vztahom:
— a - I_;
cos < (E[, b> = Ci = (1.12)
|al[b]
Z tohto vztahu vypliva, Ze uhol zistime pomocou vztahu:
— a - g
< (c?, b) = arccos Ci = (1.13)
|al[b]

Dva vektory @ a b s na seba kolmé, teda a L b prave vtedy, ked ich skaldrny stcin je

rovny nule, teda a - b=0.
1.4.5 Vektorovy siéin

Vektorovym stucinom a x b vektorov @ a b dostévame vektor z priestoru R3. Pre tento
vektor plati[l, 2[:

1. ak vektory a a b st kolinedrne, plati, ze @ x b=3d

2. ak vektory a a b s linearne nezavislé, potom a x b = ¢, pricom

a) |¢] = |a x b| =

b) vektor ¢ = a x

SloQy

|- [B] sin < (a, 6)

je na vektory @, b kolmy
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Vlastnosti vektorového suéinu:

Mobzeme poznamenat, Ze pravouhly siradnicovy systém, pre ktory plati €] x €5 = €3,
kde €1 = {1,0,0}, é5 = {0,1,0} a €3 = {0,0, 1} nazyvame pravotoc¢ivgm. V opacnom
pripade hovorime o systéme lavotocivom.

V' pravouhlom pravotoc¢ivom sturadnicovom systéme pre vektorovy sucin vektoru

a = {ay,as,a3} a vektoru b= {b1, by, b3} plati, ze:

axb= 2 a4 ) M , a2 (1.14)
bQ b3 b3 b1 bl bg
Tento vyraz mozeme zapisat aj takto:
el €y €3
EI: X g: a; a2 as (115)
by by b

Pre jednotkové vektory v pravotoc¢ivom sturadnicovom systéme plati, ze:

€1 X €1 = 0, €9 X €3 = 0, ez X e3 =0 (116)
€1 X €5 = €3, €5 X €3 =¢€], €3XE€E =€

1.4.6 ZmieSany suéin
ZmieSanym sucinom vektorov a, b, ¢ volame ¢islo a - (b X E).
Ak méme v danom pravouhlom pravoto¢ivom siradnicovom systéme dané vektory

i = {a1, a2, a3}, b= {b1,ba, b3} a &= {c1,ca, 3}, potom plati, ze[2]:

a; ag as
6~(5><5): by by by (1.17)
Ci1 C2 C3

Aby boli tri vektory a, bac komplandarne (leziace v rovine), existuje nutnd a po-

stacujuca podmienka:
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ay ag as
6 . (b X 5) = bl b2 b3
1 C2 C3

Vlastnosti zmiesaného suéinu:

=
Sl

.<5x5>:5-(5><a):5- (6><b>

N
U

~<I;><E):—5‘(6><E)

*-<5><5>:(a><6)-5

«
S

(1.18)

Ak pre vektory @, b, ¢ v .danom pravouhlom a pravotoc¢ivom siradnicovom systéme je

a- <b X E) > 0, nazyvame trojicu vektorov @, b, ¢ pravotocivou; ak je @ - <b x ) <0,

nazyvame trojicu @, b, ¢ lavotocivou[2].
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2 MATICE

Maticou nazyvame tabulku ¢isiel v tvare obdlzniku

a1 a2 ... A1p
921 as1 ... Ao,

A= (2.1)
Am1 Am2 ... Omn

a jej oznacenie je A = (aij)m,n‘ Je to vSeobecnd definicia a takdto maticu nazyvame
maticou typu m x n. Prvkami matice nazyvame ¢isla, z ktorych pozostava. Vodorovné
rady nazyvame riadkamsi, zvislé stl}?cami, pripadne riadkovymi a stlbcovy/mi vektorms
matice. Diagondlnymi prvkami matice nazyvame prvky a;,i = 1,2,...,min(m,n) a
vektor (ai1,as, ..., ay) , 7 = min (m,n) nazyvame diagondlou (hlavnou uhloprieckou)
matice A. Sucet vsetkych diagonalnych prvkov matice A nazyvame stopou matice A
a oznacujeme ju trA, trA = ay; + as + ... + @y, 7 = min (m,n). Prvky a;; pre i > j
nazyvame poddiagondlnymi prvkami, prvky a;; pre ¢ > j nazyvame naddiagondlnymsi

prokami matice A.[2]

2.1 Specidlne typy matic

2.1.1 Stvorcova matica

Stvorcovou maticou nazyvame maticu, kde m = n. Vtedy hovorime o matici n-tého
stupna a oznacujeme ju (a;;);. Ak je jasné, aké maximadlne hodnoty nadobuidaji in-
dexy i a j, pouzivame pre oznacenie len zapis (a;;). Pre Stvorcové matice vektor
(A1n, G215 -y A1 ) Nazyvame vedlajsou diagondlou, resp. vedlagSou uhloprieckou Stvor-

covej matice.

2.1.2 Nulova matica

Maticu nazyvame nulovou, ak vSetky jej prvky su nulové. Nulovi maticu typu m x n

oznacujeme 0, ,. Ak nemdze nastat nedorozumenie piseme len 0.

2.1.3 Diagonalna matica

Maticu nazyvame diagonalnou, ak vSetky mnediagondlne prvky si nulové,
t.j. a;; = 0,7 # j. Takito maticu volame diagondlna matica typu m X n a oznacujeme
ju diag (ay1, ass, ...a.), ¥ = min (m,n). Matica, ktord ma vsetky poddiagonélne prvky
rovné nule, sa nazyva hornou trojuholnikovou maticou. Matica, ktora ma vsetky nad-

diagonalne prvky rovné nule sa nazyva dolnou trojuholnikovou maticou.
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2.1.4 Jednotkova matica

Jednotkovou maticou nazyvame Stvorcovi diagonalnu matica stupna n, ktora ma vsetky
diagondlne prvky rovné 1 a oznacujeme ju E,. Ak nemoze dojst k nedorozumeniu,

piseme len kratko E. Nazyvame ju jednotkovd matica radu n.

) 07 ) O
0, 1, ... 0

E=| ~ 7 (2.2)
0, 0, .., 1

2.1.5 Transponovana matica

Transponovanti maticu A7 dostaneme z matice A vymenenim riadkov za stipce v
povodnom poradi. Takzvanym ,preklopenim® jej prvkov okolo diagonaly. Ak mame
maticu A = (a;;) typu m X n, potom bude transponovand matica AT = ag; typu

n X m, pricom az; = a;;, pre vsetky dvojice indexov.
2.1.6 Symetricka a antisymetricka matica

Matica je symetrickd prave vtedy, ked plati, ze Stvorcovd matica A = (a;;) = AT,
t. j. ked a;; = aj; pre vSetky dvojice indexov. Stvorcovd matica A = (a;j) sa nazyva

antisymetricks prave vtedy, ked AT = —A.

2.2 Operacie s maticami

1. Matice A a B sti si rovné, teda A = B prave vtedy, ked obe matice maji rovnaky

typ a pre vsetky dvojice indexov plati a;; = b;;.

2. Suctom matic A a B toho istého typu dostavame maticu toho istého typu. S¢ituje-
me vzdy prvky s rovnakymi suradnicami:
A+ B = (ai; + bi;)

3. Rozdielom matic A a B dostdvame maticu toho istého typu:
A—B=A+(-B)

4. Stiéinom matice A s &fslom o dostaneme maticu totozného typu. Cislom
nasobime kazdy prvok matice A:

aA = aajy

5. Opacnou maticou nazyvame maticu, ktord vynasobime ¢islom —1. Teda maticu
(—1)A. Oznacovat ju budeme —A.
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6. Ak vyndsobime maticu A typu m x n s maticou B typu n x p, dostaneme maticu

C typu m X p, pre ktord plati:

n
Cij = E ik
k=1

a toto nasobenie budeme oznacovat C = AB. Sti¢in matic A a B existuje prave

vtedy, ak pocet stipcov matice A sa rovna poctu riadkov matice B.

Zaviedli sme si niekolko operécii, pre ktoré platia nasledujice pravidld. Tie ndm v

budicnosti pomozu pri rieSeni viacerych prikladov:

1. Pre stucet matic plati komutativny zdkon:
A+B=B+A

2. Poradie séitovania je lubovolné, plati tzv. asociativny zdkon:
A+B+C)=(A+B)+C

3. Jednoduchii rovnicu B+ X = A budeme riesit ako linedrnu rovnicu o jednej
neznamej. Teda riesenie bude:
B+X=A=X=A-B

4. Pri nasobeni dvoch matic neplati{ komutativny zdkon. Nemusi platif tvrdenie

AB = BA.

5. Majme maticu A typu m x n, maticu B typu n x p a maticu C typu p x ¢q. Potom
plati, ze:
A (BC)=(AB)C

z toho vypliva, Ze nasobenie matic je asociativne.

6. Majme maticu A typu m X n a maticu B typu n x p. Potom plati, ze:
a(AB)=(cA)B

a takéto nésobenie je taktiez asociativne.

7. Majme maticu A a maticu B typu m x n. Matica C bude typu n x p. Potom
plati, ze:
(A+B)C=AC+BC

8. Plati distributivny zdkon: aA + aB = a (A + B). Ak ndsobime dve ¢isla a ma-
ticu, plati, ze:

a(BA) = (af) A
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9. Pre transponovand maticu platia tieto pravidla:
AT+BT=(A+B)"
(AB)T = BTAT
(aA)T = aAT

10. Pre jednotkovi maticu E a lTubovolni stvorcovii maticu A plati (pozn. plati
komutativny zékon):
EA=AE=A

11. Séitanim symetrickej a antisymetrickej matice dostaneme kazdu Stvorcovi ma-
ticu, teda plati, ze:
1 1
A= (A+AT)+5(A-AT) (2.3)
2.3 Riadkové elementarne operacie s maticami

Riadkovymi elementarnymi opéraciami matic nazyvame tieto operacie:

a) vzajomna vymena dvoch riadkov matice
b) vyndsobenie lubovolného riadku matice nenulovym ¢islom a

¢) vynasobenie iného riadku matice a pripocitanie k povodnému riadku

Plati:

1. Elementéarne transformécie nemenia hodnost matice.

2. Kazdu maticu mozno pomocou elementérnych transformdcii previest na hornt
trojuholnikovi maticu.
Pozn. postup prevedenia matice A na horni trojuholnikovii maticu nazyvame

eliminaciou.
3. Kazdu reguldrnu maticu mozno previest pomocou iba riadkovych (stlpcovych)
elementarnych transformacii na diagonalnu maticu.

4. Pre kazdd maticu je h (AT) = h (A)(transponovanie matice nement jej hodnost).

5. Pridanim, alebo vynechanim riadku (stfpca) matice A, ktory je linearnou kom-

binaciou inych riadkov (stfpcov) matice A, dostavame maticu B, pre ktoru plati
h(B)=h(A).

6. Pridanie alebo vynechanie nulového riadku (stipca) a matice A dava maticu B,
ktora ma rovnakd hodnost h (B) = h (A).
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7. Hodnost matice A je rovnd ¢islu h, prave vtedy, ked existuje aspoii jeden nenu-
lovy determinant Stvorcovej podmatice stupiia h matice A a vSetky determinanty
vyssich stupnov podmatic, ktoré obsahuju tito podmaticu si rovné nule alebo

neexistuju.

Hodnost matice najcastejsie pocitame na zdklade vlastnosti 7 alebo pomocou vlastnosti
1, 2, 5 a 6. Hodnost trojuholnikovej matice je totiZ rovnd poétu nenulovych riadkov
(stipcov). [2]

2.4 Determinant matice

Determinant stvorcovej matice A = (a;;), a € R rddu n =1 je ¢islo detA = a. Majme
stvorcovi maticu A = (a;;) rddu n. Symbolom M;; oznacime determinant Stvorcovej
matice radu n — 1, ktory vznikne z matice A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca.
Plati, zZe n > i > 1 an > j > 1. Zvolime si ¢islo k z intervalu k& € (1,n). Potom

determinant matice A bude ¢éislo

detA = (—1>k+1 aklel + (—1)k+2 akszg + ...+ (_1)k+n a;mM;m (24)

detA = Z (—1)k+j aijkj (25)
j=1

Tento vztah nazyvame rozvojom determinantu matice A podla k-teho riadku. Hod-
nota determinantu nezavisi na volbe riadku, podla ktorého je determinant rozvijany.
Determinant matice mozeme zaviest aj rozvojom podla stipca. Ak k € (1,n), potom

plati
detA = (=1)"" ay My, (2.6)
=1

Z tohto vztahu vypliva, Ze detA = detAT.

Determinanty rddu n = 2 mozeme pocitat priamo pomocou kriZového pravidla:

@11 Q12
n = 2: det ( = A11Q922 — Q124921

A21 Q22
(2.7)
a n = 3 pomocou Sarussovho pravidla:
aj; a2 Aaig
n=3:det | ax ag ax | = ai1a20a33 + aj2az3a3; + a13021032—
as1 agz2 asg
(2.8)

— (13022031 — 12021033 — A11A23032
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Determinant matice rddu n je definovany pomocou n determinantov matic radu (n—1).
Cislo M;; nazyvame minorom (n— 1) rddu prvku a;; matice A. Symbolom A;; budeme

oznacovat algebraicky doplnok prvku a;;, ¢o bude ¢islo[3]:

Ay = (1) My (2.9)

Vlastnosti determinantu:

1. Ak pri¢itame k lubovolnému riadku (stipcu) matice A nasobok iného Iubovolného

riadku (stlpca) matice A, determinant sa nezment.

2. Ak matica B vznikne z matice A tak, Ze vyndsobime Iubovolny riadok matice A

¢islom «, potom plati: detB = « - detA.

3. Ak matica B vznikne z matice A zédmenou dvoch lubovolnych riadkov (stfpcov),
potom plati: detB = —detA.

2.5 Inverzna matica, regularna a singularna matica

2.5.1 Regularna a singularna matica

Reguldrna matica je Stvorcova matica, ktorej determinant je rozny od nuly.

Singuldrna matica je Stvorcova matica, ktorej determinant je rovny nule.

2.5.2 Inverzni matica

Vysvetlili sme si pojmy sc¢itovanie, od¢itovanie a nasobenie matic. Delenie matic vsak
nepozname. V istom zmysle nahradza tuto operaciu inverznd matica. Majme dant
Stvorcovi maticu A. Budeme hladat taki $tvorcovii maticu (oznaceni A1), ktord je

rovnakého radu a po vynasobeni maticou A bude vysledna matica jednotkova E.
A-A'=E (2.10)

Plat{ tiez komutativny zdkon: A= A=A -A"! =E.
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Majme Stvorcovi maticu radu n. Potom inverzna matica k matici A existuje prave

vtedy, ak matica A je regularna, plati, ze: detA # 0. Potom je inverznd matica dand
vztahom

T
Ay Ay oo Ay,
1 Ay Agy -+ Aoy
1= 2.11
detA : : : ’ ( )
Anl An2 T Ann

kde A;; je algebraicky doplnok prvku a;;, tj. A;; = (=1)"" M, vid (2.9).
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3 SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Siistavou linedrnych rovnic rozumieme niekolko linedrnych rovnic, ktoré musia byt

sticasne splnené. Stustavu m linedrnych rovnic zapisujeme v tvare

a111 + 122 + ...+ ATy — bl,

9101 + Ao + ... + a9,2, = by,

A1 T1 + Qoo + ...+ Qpn Ty = by, (3.1)

kde a;;, pre t = 1,...,m, j = 1, ...,n st dané cisla. Tieto ¢isla nazyvame koeficientami.
Cisla b;, pre ¢ = 1, ...,m nazyvame absolitnymi ¢lenmi systému a z;, kde i = 1,...,n si
nezndame.

Sustavu linedrnych rovnic moéZzeme napisat nasledovne

AX =B, (3.2)
a1 a2 ... Qip T1
a921 asy ... a9 T
ak matice A, X a B oznac¢ime ako A = ) ] n , X = R
m1 Am2 ... Qmp e
b1
by . ) . ) . / ) )
B = ~|. Maticu A volame maticou sustavy, maticu B stlpcom pravijch stran a
bn

maticu X maticou nezndmych. Matice A a B moZeme zapisat nasledovne ako maticu
AB

a1 a1 ... QA1np bl
a921 asy ... Qo bg

A|B = o o (3.3)
A1 Gma - Gmn | O

Takito maticu budeme nazyvat roz§irenou maticou sistavy.

Ak vSetky absoltitne ¢leny st nulové, alebo mozeme povedat |, Ze ak je stipec pravych
stran nulovy, potom sa ststava nazyva homogénnou. Kazda homogénna sistava rovnic
mé nulové riesenie. Aby homogénny systém nemal nulové rieSenie staci, aby hodnost

matice systému bola mensia ako pocet neznamych[1, 2].
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3.1 Metddy rieSenia sistav linearnych rovnic

3.1.1 Cramerovo pravidlo

Majme sustavu rovnic, kde m = n, teda pocet neznamych sa rovné poctu rovnic a plati

detA = |a;;|} # 0. Takdto sistava mé jediné riesenie
detA; detA, detA,,
detA " detA ™7 detA

(3.4)

kde determinanty detA;,detA,,...,detA, dostaneme z determinantu matice stustavy

nahradenim prvého, druhého, ..., n-tého stfpca stfpcom pravych stran.
3.1.2 Elimina¢nia metéda pomocou elementarnych tprav

Majme opét ststavu linedrnych rovnic. Dve takéto stistavy nazyvame ekvivalentnymi,
ak kazdé rieSenie prvej sustavy je rieSenim aj druhej a naopak. Nasledujice upravy

nazyvame elementdrnymi upravami sustavy linearnych rovnic:
1. vzdjomna vymena dvoch rovnic v systéme,
2. vynasobenie Tubovolnej rovnice ststavy ¢islom roznym od nuly,

3. pripocitanie linearnej kombinacie zvysnych rovnic k danej rovnici systému.
3.1.3 Gaussova eliminaéna metéda

Majme sustavu A - X = B, kde A je matica sustavy, B stipec pravych stran a X
maticou neznamych. Postup Gaussovej eliminacie je zalozeny na postupnej eliminacii
rozsirenej matice stustavy A|B. Musime si uvedomit, ze zdmena riadkov v matici od-
povedd zamene riadkov v sustave rovnic, vynasobenie riadku nenulovym ¢islom odpo-
veda vynasobeniu riadku sustavy, pripoc¢itanie niektorého riadku k inému odpoveda
pripoc¢itaniu tejto rovnice k inej a vynechanie nulového riadku znamena vynechanie
identicky splnenej rovnice. Tieto upravy teda nemenia rieSenie sustavy. Pri zdmene
stipcov rozéirenej matice je potrebné uvedomit si, Ze menime priradenie neznamych
L1,y Ty stipcom matice A. Posledny stipec rozsirenej matice, ktory odpoveda stfpcu

pravych stran, nezamiename.

Postup:

1. Rozsirenu maticu stustavy A|B prevedieme elementdrnymi ipravami na maticu
trojuholnikového tvaru, ktoru si pre ilustraciu oznacime ako maticu S. Neza-
miename vSak posledny stfpec, ktory odpoveda StIpCll pravych stran. Ak pomo-
cou tychto uprav vznikne riadok (0, ...,0,b,), kde b, # 0, potom ststava neméa

riesenie.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 27

2. Z matice S ur¢ime h(A) a h(A|B). Ak h(A) < hA|B, tak sistava nema4 riesenie,
pretoze posledny riadok bude opét nulového tvaru. Dalej predpokladajme, ze
h(A) = h(A|B) (Frobeniova veta - stustava rovnic m4 riesenie vtedy a len
vtedy, ak hodnost matice sistavy sa rovna hodnosti jej rozsirenej matice), teda,

7e dand ststava je riesitelna.

3. Cislo k = n—h(A) udéva pocet volitelnych neznamych. Volitelné si tie nezname,
ktoré odpovedaju poslednym n—h(A) stipcom matice S bez stipca pravych stran.

Tieto nezname volime za parametre.

4. Hodnoty ostatnych neznamych , tj. tych neznamych, ktoré odpovedaji prvym
h(A) stipcov matice S postupne vypocitame z rovnic, ktoré predstavuji riadky
matice S v zavislosti na hodnotéch volitelnych nezndmych, tj. v zavislosti na hod-
notach zvolenych parametrov. Zac¢iname poslednym riadkom matice S a kon¢ime
prvym, pretoze postupne ziskavame hodnoty nezndmych, ktoré postupne dosa-

dzujeme. Tomuto postupu sa niekedy hovori zpdtny chod Gaussovej elimindacie.
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4 SOFTWARE MATHEMATICA

Mathematica bola vytvorend v spolo¢nosti Wolfram Research, Inc., ktord bola zalozena
Stephenom Wolframom v roku 1987. O rok neskor v roku 1988 bolo vydané prvé vy-
danie tohto softwaru a malo zdsadny vyznam pre dovtedajsie pouzivanie pocitacov.
Sotware Mathematica sa vyznacuje tym, ze dovtedajSie numerické, algebraické, gra-
fické atd. prvky spojil do jedného[6].

Hlavnou vyhodou tohto systému je vlastny programovaci jazyk, ktory bol vytvoreny
na béze jazykov umelej inteligencie. Aj vd'aka tomu je Mathematica rozsirend v oblas-
tiach vedecko-technickych vypoctou, ekonomickych vypoctou, statistickom spracovani
dét atd’. Koncepcia systému umozituje studovat zavislost matematickych modelov ako
symbolicky, tak aj numericky. Tym sa Mathematica stava nie len nastrojom pre vyskum
a vyvoj, ale aj ndzornou pomockou pre vyucbu matematiky.|[7]

Software Mathematica dokaze:

e spracovavat velké objemy dat, v algebre, vypoctoch, atd., pri spracovavani so-

fistikovanych vypoctov,
e tvorbu dvojrozmernej a trojrozmernej grafiky a animacii,
e zdielat ddta s inymi uZivatelmi,
e vytvarat zdkaznicke tlaciticka paliet k urychleniu a automatizécii prace,

e importovat a exportovat data vo viac ako dvadsiatich standardnych formétoch

suborov,

e jednoduchy zapis vyrazov pomocou kvalitného a editovatelného nastavenia tech-

nického pisma s viac ako 700 Specidlnymi znakmi,

e ulozit tzv. notebooky (zapisniky) ako kéd HTML, alebo napr. LaTex2e[10]

4.1 Krlaéové prvky
4.1.1 Notebook

Notebook je plne grafické komunikacné prostredie, ktoré sa pouziva ako prednastavené
prostredie v opera¢nych systémoch Windows, Macintosh a X Window. Notebook je plne
interaktivny dokument. Obsahuje prikazy, ktoré odosielame na vykonanie, vysledky,
grafické vystupy, doplitujice pozndmky. V notebooku modzeme realizovat akékolvek
tpravy zadaného textu, jeho formdtovanie, ale aj definovat interaktivne prvky, napr.

prepojit dokument s inym dokumentom|7].
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& prikiady_ vektorovy_priestor.nb

1.6 Vektorovy priestor: priklady (Mathematica)

Priklad 1.1

Nldme dané vektory: a= (4, 3), b =(-2;0), c =(7,3).
Wypoditajte: a) {-a), by 3h, epa 4o, d) 2a + 3be

Rigdenia:

a)

a={4, 3}
-a

{4, 3}
{-4, -3}

h)

b={-2,0}
3b

{-2, 0}

{-6, 0}

100% =

Obr. 1. Priklad notebookového dokumentaéného systému

4.1.2 Programovaci jazyk

Programovaci jazyk Mathematica dokéze odrazat $pecificnost problému, ¢o ho robi
kratsim a jednoduchsie ¢itatelnym. Pre osoby, ktoré nie st zvyknuté programovat, nie
je obtiazne zacat v Mathematice tvorit programy. Nie je v fiom potrebné preddeklarovat

typ premennej, dimenziu matice, prekladat program ani priamo riadit pamit[6].

4.1.3 Kernel

Kernel je zakladnym prvkom systému Mathematica. Je to vypoctové jadro systému
a vykondva vsetky vypocty. Je to vlastne systém algoritmov, ktory pozostava z viac
ako 1,5 miliéna programovych riadkov kédu v programovacom jazyku C a viac ako 170
000 riadkov programového kédu v programovacom jazyku Mathematica. Systémové
jadro je jedno-jednoznacné, ¢o znamend, ze rovnaky vysledok dostaneme na roznych
platformédch a nezavisle od hardweru (s ohladom na rozne typy procesorov, ktoré nie

vzdy rovnako pracuju s desatinnou ¢iarkou)|[7].

4.1.4 Grafika

V Mathematice je mozné pracovat s velkym mnozstvom grafov ako dvojrozmernych,
tak aj v trojrozmernych. St to napr. vrstevnicové grafy, grafy hustoty, statistické grafy
atd’.

Mathematica tiez umoziuje vytvarat animdcie a zvukové zdznamy a to velmi jed-
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noduchym sposobom. M4 tiez tzv. graficky jazyk, ktorym moZeme podla $pecifikdcii

prisposobit vstavané grafické vzory, ¢i vytvéarat vzory vlastné.
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II. PRAKTICKA CAST
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5 VEKTOROVY PRIESTOR - PRIKLADY
Priklad 5.1

Méame dané vektory: @ = (4,3), b = (—2,0), ¢ = (7, 3).
Vypocitajte: a) (—a), b) 3b, ¢) @+ ¢ d) 2d+3b — ¢

Riesenie:

b) 3b = 3(—2,0) = (—6,0)

) @+7=(4,3)+(7,3) = (11,6)

d) 2@ +3b — &= 2(4,3) + 3(=2,0) — (7,3) = (8,6) + (—6,0) — (7,3) = (=5,3)

Priklad 5.2

Pre aké z,y st si vektory @ = (5z,7) a b = (4, 5z 4 y) rovné?

Riesenze:

Dva vektory su si rovné prave vtedy, ak sa ich odpovedajtice siradnice rovnaju:

dbr=4,7T=5r+y

5x:4:>x:§

T=56-:t+yT=4+y=y=7-4=3

Vektor @ je rovny vektoru b prave vtedy, ak © = % ay=3.

Priklad 5.3

Mame dané vektory @ = (z + 1,y) a b= (y — 1,3z). Urcte ¢isla = a y tak, aby platilo:
a)i+2b=35, b)3i—b=¢
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Riesenie:

a)
(x+1,y)+2(y — 1,3z2) = (0,0)
(x+1,y)+ (2y — 2,62) = (0,0) = (x + 1 + 2y — 2,y + 62) = (0,0)
Vyriesime jednoducht rovnicu pomocou Gaussovej eliminécie:
r+14+2y—2=0=2+2y=1

6z +y=0

Prepiseme si ststavu rovnic na maticovy tvar A - X = B:

) G)-(0)

Napieme si maticu A|B a upravujeme pomocou elimina¢nych tiprav na trojuholnikovi

maticu. V nasom pripade vynasobime prvy riadok ¢islom (—6) a pripo¢itame k druhému
riadku:

1 2|1 1 21 1
6 10 0 —11| -6

Dostdvame maticu v trojuholnikovom tvare, z ktorej mozeme lahko vypocitat nezname:

—1ly=—6=y=2

x—i—21%:1:>x:—1i

—

Aby pre vektory a a gplatilo @+ 2b = & musi platit x = —ﬁ ay=2.
b)
3(z+1,y)—(y—1,3z) = (0,1)
(Bx+3,3y) — (y—1,32) = (0,1) = Bz +3—y+ 1,3y — 3x) = (0,1)
Budeme postupovat ako v predchddzajicom pripade:
3r+3—-y+1=0=3xr—-—y=—-4

—3x+3y=1

Prepiseme si ststavu rovnic na maticovy tvar A - X = B:

() ()-()

Napiseme si maticu A|B a upravujeme pomocou eliminaénych dprav. V tomto pripade

prvy riadok pripoc¢itame k druhému:
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3 —1]-4 3 —1|—-4
-3 3| 1 0 2|-3

7 tejto matice:
2= -3 =>y= —%

3r4+i=—-d=r=-4

Aby pre vektory d a gplatilo 3@ — b = & musf platit z = —% ay=—

[\

Priklad 5.4

St dané vektory @ = (4, —1,0), b = (—1,2, —3)
a) T=4b+2i—3, b) T—2b=3T+2(@+

Riesenie:

a) & =4(—1,2,-3)+2(4, —1,0)—=3(~5,3,7) = (—4,8, —12)+(8, —2,0)— (~15,9,21) =
= (19, -3, —33)

Neznamy vektor & je (19, —3, —33).

b) Vyjadrime si vektor 7:
7 —2b=37+2(@+b— 20
—2F = 20 + 4b — 4¢
7=—d—2b+42¢=(—4,1,0) — (—2,4,—6) + (—10,6, 14) = (—12,3,20)
Neznamy vektor 7 je (—12,3,20).

Priklad 5.5

Vyjadrite vektory @ = (3,2) a b = (—1,2) ako linedrnu kombinéciu vektorov @ = (0, 4)
atv=(—4,2)

Riesenie:

Zostavime linedrnu kombindciu podla vztahu (1.4):
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)
3
(3,2) = (—dag, 4o + 200) = —day =3 = ay = -

40&1 + 20(2 =2
2 7 7
MTET3T T Mg
Po dosadeni: @ = %ﬁ— %17.
Rovnaky postup zvolime pre vyjadrenie vektoru b:
b=p -G+ By
(_17 2) = 51 : (Oa 4) + 52(_47 2)
1
(—1,2) = (—4P2,451 +2B2) = =4 = =1 = [ = 1
481 + 2B, = 2
260+ B2 =1
1 3 3
28, =1 — - = 2 _ 2
I3t 11 = B 3

Po dosadeni: b = %&'—i— %17.

Priklad 5.6

Urcte, pre ktoré hodnoty parametru » € R bude vektor ¢ linedrnou kombinaciou vek-
torov @ a b:

a=(1,1,-2), b= (-2,—1,1), = (r, 0,3r +4)

Riesenie:

Vektor ¢ je linedrnou kombindciou vektorov @ a b prave vtedy, ak je trojica vekto-

rov a, b, ¢ linedrne zavisla. To je prave vtedy, ak matica A, zostavend z vektorov a, b,
¢, mé hodnost h < 3:

1 -2 r|0 1 -2 rl0 1 -2 r|0
1 -1 oo |~ o0 1 —rlo |~ 0 1 —r |0
—2 1 3r+410 0 -3 5r+4|0 0 0 2r+410
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1. odpiseme 1. riadok, ku 2. riadku pripoc¢itame 1. riadok vynasobeny ¢islom (—1)

a ku 3. riadku pripocitame 1. riadok vynasobeny ¢islom 2,

2. odpiSeme 1. a 2. riadok a ku 3. riadku pripocitame 2. riadok vynésobeny ¢islom

3.

Aby platilo h < 3, musi sa 27 + 4 rovnat nule:
2r4+44=0=2r=—-4=r=-2

Aby vektor ¢ bol linedrnou kombindciou vektorou @ a b, musi sa r rovnat (—2).

Priklad 5.7

Rozhodnite, ¢ st nasledujice systémy vektorov linedrne zavislé (LZ), alebo linearne

nezdvislé (LN):

Y
p—
A
I
P
JCJO
—_
:_/
St
I

(_35 5)7 az = (_75 O)

Riesenze:

a) V R? je kazdy systém vektorov LZ,
b) Ak sa v systéme vektorov nachddza nulovy vektor 0, je tento systém LZ,

c¢) Systém vektorov si rozpiseme podla vztahu (1.5):

1G] + Qs + azaz = 0

a1(4,2,—1) + a5(0,6, —1) + a3(0,0,2) = (0,0,0)

4041 =0
(4daq, 201 + 60y, —ag — g + 2a3) = (0,0,0) = ¢ 204 + 6 =0
—Q; — Qg + 20(3 =0

Po vyrieseni sustavy rovnic dostaneme jediné rieSenie: a; = 0, ag = 0, az = 0. Toto
rieSenie nazyvame trivialnym a z definicie vypliva, Ze systém vektorov je LN,
d) Plati, ze a3 = —2d3. Preto je sustava LZ,

e) Systém vektorov si rozpiseme podla vztahu (1.5):
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a1(2,0,3,1) + as(4,0,2,0) + as(0, —1,0,—1) = (0,0,0,0)

(20&1 + 40(2, —Qa3, 30[1 + 20[2, a1 — 053) = (O, 0, 0, O) =

Po vyrieseni stistavy rovnic dostaneme jediné riesenie: a; = 0, as = 0, ag = 0, teda
trividlne rieSenie a to znamend, ze systém vektorov je LN.

f) V R? plati, Ze sistava styroch a viac vektorov je vzdy LZ.

Priklad 5.8

V euklidovskom priestore E, st dané vektory @ a b. Ich normy st |d = 2 a |b| = 1.
Uhol medzi nimi je <(@,b) = . Ndjdite normu vektora ¢, ak:
c=a—2(a+b)

Riesenze:

Vychddzame zo vztahov (1.8) a (1.11):
S 12
A =VE é=E2 = \/(5—2(a+ b))? = \/[a— 2(6+b)] -
(=

(@ —2a— 25 = \/(— a—2b) 1)2(a+25)2:\/(5+25)z:

Norma vektora ¢ je |¢] = 3,464.

Priklad 5.9

Vypocitajte skalarny sucin vektorov a a b:

a) d = (2 ) b=(1,4,-5)

b) @ = (4, )b_@2j,m,(i®:g
c)c?-(5320 1),b—(00000)

d) @=(4,6,-1,0), b= (5,2,1,-2), (@, b) = =
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Riesenie:

a) Pre vektory z R3 plat{ vztah (1.10):
G- b= aiby + ashy + azbs
@-b=2-1+3-44(=1)-(=5)=2+4+124+5=19
b) Uhol <(a,b) = Z. Zo vztahu (1.8) vypliva, Ze skaldrny sicin a - b=0
c) Vektor b je nulovy. Zo vztahu (1.8) vypliva, Ze skaldrny sucin @ - b=0
d) Dosadime opét do vztahu (1.8) pre vypocet skaldrneho stuc¢inu a dalej do vztahu

(1.11) pre vypocet normy vektoru:
@-b=|al-|b| - cos<(a,b)

|d| = Z?:la?
\d’| =42 4+62-12402=/16+36+1=+/53
|b|: Z?:lb?

b = /32 + 2+ 12+ (—22=\25+4+1+4=134
@-b=+/53-v34-cosT =+/53-/34-1=21,225.

Skalarny sticin vektorov a a b je 21,25.

Priklad 5.10

Vypocitajte vektorovy sucin danych vektorov:
a) d=(4,1,-2),b=(-2,4,1)
b) @ = (—1,1,0), b= (2,0,1)

Riesenze:

a) V tomto pripade pouzijeme vztah (1.14):

-7 Gz as a3 aj a; Qg
axb= , , =
{ by b3 bs by by be }
1 -2 -2 4 4 1
- Y ) = (9, 07 18)
4 1 1 -2 -2 4

b) V tomto pripade pouzijeme vztah (1.15):

el ey €3 €1 €3 €3
Axb=|a, ay az|=|—1 0|l=1-6+1-&+(-2) & =(1,1,-2).
1

1
by by b 2 0
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Priklad 5.11

Vypocitajte zmieSany sicin a- (l;x ) vektorov @ = (1,2,0), b= (3,2,-1),¢= (4,3,-5)

Riesenie:

Pouzijeme vztah (1.17):

ay as as

a- (5 X 5) = | by by by |, pricom nezabiidame pocitat siéin vektorov b a & ako
cp Gy C3
vektorovy:
12 0
a(ﬁxéjz 32 —1|=1-(—1043)+2-(—4+15)+0-(9—8) = —T+22+40 = 15.
4 3 -5

5.1 Vektorovy priestor - nerieSené priklady

Priklad 5.12

Mame dané vektory: @ = (—1,7,9), b= (4,2,-7), ¢=(0,-2,1).
Vypocitajte: a) @ + b+ ¢ b) 4b+ 9¢, ¢) 10d — 3b — &

[2) (3,7.3), b) (16,-10,-19), c¢) (—22,66,110)]

Priklad 5.13

Pre aké z,y plati 3@ = 8b, ak vektor @ = (—4,8x + by) a vektor b= (y,0)

[13:%73/:_%]

Priklad 5.14

Urcte ¢isla z,y, 2z € R tak, aby pre vektory @ = (z, 8, z), b = (Ly,x) a ¢ = (2,2,6)
platilo 3@ + 2b = @

[z=0,y=—11, z = 2]
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Priklad 5.15

St dané vektory @ = (4,7,—-2,0), b= (3,2,0,—2)ac=(1,0,-7,-2), d= (3,—-2,0,9).
Vypocitajte vektor Z, ak:
3F4+4d—b=67+3(C—d) +2@+c+d) —

~—
S

14
44149 99

Priklad 5.16

Vyjadrite vektory @ = (5,1,0), b = (1,2, —9) a &= (16,8, —24) ako linedrnu kombindciu

vektorov @ = (1,0,1) a ¥ = (2,1, — )

Priklad 5.17

Rozhodnite, ¢ st nasledujice systémy vektorov linedrne zavislé (LZ), alebo linearne
nezavislé (LN):
a) a; = (1,1,0), a; (3 8,—9), a3 = (—1,5;—4;4,5)
lﬁﬁz@&%) W96)§ (0,0,5), a3 = (3,2,9)
(44, = (7,1 1)
d) a1 = (3,5,1), a3 = (4,2,7), 3:(,4,14)

[a) LZ, b) LZ, ¢) LZ, d) LN]

Priklad 5.18

Vypocitajte normu vektora:
a) @=(4,7,—-4,0), b) b= (-5,3,0,9)

[2) 9, b) 11]
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Priklad 5.19

Vypocitajte skaldrny sucin vektorov a a b:
a) a= (7, 3) _]-7 07 87 2)7 g: (27 07 _3’ 5’ ]" _3>
b) @ = (143;0;1,5+ i), b = (1;18;1,5 — 0

C) d: (47 _27873>7 g: (_17 _47 277) <(EL" g> = %

Priklad 5.20

Vypocitajte vektorovy siucin danych vektorov:
a) @=(1,0,—1),b=(0,1,—1)
b) @ = (18, —10,25), b = (42,13, —8)

[a) 19, b) 146,25, ¢) -80,6846]

Priklad 5.21

[a) (1,1,1), b) (-245,1194,654)]

Vypocitajte zmiesany sicin vektorov @ = (4,2,0), b= (—1,2,3),¢=(1,1,—1) v tvare:

a)6~(l;i<éj
b) (&‘xf)-E

c) (@xb)-(bx?)

[a) (-20,4,0), b) -16, ¢) -84]
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5.2 Vektorovy priestor - priklady Mathematica

Priklad 1.1

Ivldrne dané weltory: a= (4,33, b = (-2,0), c = (7;3).
Yypotitajte: a) (-a), b) 3b, eda+c, dp2a + 3hc

Rigiamia:

a)

a-={1, 3}
{4, 3}
(-4, -3}

b)

bh={-2, 0}
3b

i-2, 0}
{-&, 0}

)

c={7, 3}

a+C

{7, 3}
{11, 6}

a)
2a+ib-c

{-=, 3}

Obr. 2. Priklad 1.1 (Mathematica)
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Priklad 1.2

Pre aké x, 7ot sivektory a= (51, Trab = (4, Su+ ) rovné?
Riedenia:

a={9x, 7}
h={4, 5x+¥y}
Solve[{a[[1]] :- b[[1]1], a[[2]1] == bL[211}, {x, ¥}]

{ox, 7}

4, S+yl

{fm bl

Obr. 3. Priklad 1.2 (Mathematica)

Priklad 1.3
Dildrne dané welktory a= (ebl w) ab = (v -1; 3x). Urdite fsla xa v tak, by platila:
ajattbh=0, h)3a-b=¢
FRiadenia:
a)

a={x+1, ¥}

bh={y-1, 3x}

a+2h

RovReduce [{{1, 2, 1}, {6, 1, 0}}] // MatrixForm

{l+x, ¥}
{-1+¥, 3x}

l+x+2(-1+7), 6X+7F}

Viditne, Ze Mathematioa dokonea wypoditala pristan prevaenng, teda je depedneidia ako ja, pretode ja som musel spétne dosadit. Vidime, Ze F-% ay= % ;
b)

3a-hb
RovReduce[{{3, -1, -4}, {-3, 3, 1}}] // MatrixForm

{l+43(lax)-v, -3x+37)
L eah

3
e
&

Viditee, Ze F—% a_;u-=§ 3

Obr. 4. Priklad 1.3 (Mathematica)
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Priklad 1.4

51 dané wektory a= (41, 00, b = (-1:2:3 yac = (-5, 5, 7). Vypoéitajte vektor x:
ayx=db+2a-3e,b)x-2b=3x+2a+ - 2o)

Riglenie:
a)

a={4, -1, 0}
b={-1,2, -3}
c={-5,3, 7}
x=4b+2a-3c

{4, -1, 0}
i-1,2, -3}
{-5,3, 7}

{18, -3, -33}

b) Vektory a, b, ¢ napifern ako preraeneé j, k, 1a premennd x ako ¥, pretofe tieto uE boli poutité. Mafhematica vypodita v a len dosadi:

Solve[v-2k==3yv+2{3+k-21), ¥]

{{¥—--1-2k+21}}

x=-a-2h+2cC

{-12, 3, 20}

Obr. 5. Priklad 1.4 (Mathematica)

Priklad 1.5

Wyrjadtite wektorya = (3, 2) ab = (-1; ) ako linedrm kormbindein vektoros u=(0; 4
av=0(-4,2)

Fialamia:
Pougijerne fimkein LinearSoke a maticu piflerne =SSt pre o @ zvlddf pre o

LinearSolve[{{0, -4}, {4, 2}}, {3, 2}]

LinearSolve[{{0, -4}, {4, 2}}, {-1, 2}]

Eoed

Obr. 6. Priklad 1.5 (Mathematica)
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Priklad 1.6

Urite, pre ktoré hodnoty pararetr reR bude vektor ¢ linedmon kombindcion vektorow
aah:
a=(L1;2,b=(2:1; 1 e=(5 0;3r +4)

Rigiania:
Solve[{x -2y +1rz==0, x-y==0, -2x+y+{3r+4)z=-0}, {x, ¥, 2, 1r}]

f{x—--22, ¥--22, r—=-2}, {x—=0,¥y—-0, z-0}}

Obr. 7. Priklad 1.6 (Mathematica)

Priklad 1.7

Eozhodnite, &i 51 nasledujice systéry vektoro linedrme zévislé (LZ), aleho linedrme
nezdvislé (L)

ayal ={3; 1}, a2 ={-3;5), S=0(7,0)

byal =(5;1;0), a2 =(-1;3; 7, a3 = (0; 0,0}

cpal = {4,213, a2 = (0,61, a3 ={0,0;2)

dyal = (63,8, a2=(-1,4,3), a3 = (28, 6)

e)al =(2,0;3; 1), a2 =(4,0,2,00, a3 ={0;-1,0;-1)

fral =(0,1-5), a2 = {-3,49, a3 = (7.6,-4), ad = (8,50

Rigiania:

Pretoze + riefend prikladu je vijadrend, predo s vektory LM, pripadne LZ bez vypodétoy a tento prograr s1EL préve na wipoéty, sdmerme svnechdvam body
a) by, dyaf

o
LinearSolwe[{{4, 0, 0}, {2, 6, 0}, {-1, -1, -2}}, {0, 0, 0}]
{0, 0, 0}
e) LinearSolve dokdfe poditat’ len $tvoreowd matice, preto sor vynechal druby viadok, = ktorého jasne wyplfva, Ze oz je 0
LinearSolwe[{{2, 4, 0}, {3, 2, 0}, {1, 0, -1}}, {0, 0, 0}]

{0, 0, 0}

Obr. 8. Priklad 1.7 (Mathematica)
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Priklad 1.8
W enblidorskor prisstore By o dand wektoryaab, Ichnomay s g =2afbi=1.
Uhil medzi nirad je <{ak) = 1;. Hajdite normu vektora e, ak: c = a- 2a +h)
Rigiemia:

a=2
h=1
c=Sqgrt[a®2+4 (abCos[Pi/f3])+4b"2] //H

4

1

3.4641

Obr. 9. Priklad 1.8 (Mathematica)

Priklad 1.9

Yypotitajte skaldmy stdein vektorow aab:
aya= (231 b=(1,4;5
bpa=idd-1, 00 =052, 1;:2), <(ajh) =

cya=¢5,32:0-1), b={0,0,0.0,0)
Da=(46-1,00,b=(521:2), <(ab) = 2

T
2

FRigienie:
Pretoge + priklade s vijadrens body b a €) slovne, tieto body o vipodte symechdm:
a)

e o o e |
bh={1,4, -5}
a.h

{2, 3, -1}

i1, 4, -5}
19

dy

a=1{4, 6, -1, 0}
bh={5 2,1,-2}
ab = Horm[a] Horm[b] Cos[Pi f3] // H

{4, 6, -1, 0}

15,2, 1, -2}

Z1.225

Obr. 10. Priklad 1.9 (Mathematica)
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Priklad 1.10

Wypoéitajte wektorovy sifin dangch vektoro:
aya=i4 12 b= 41
bya=(-1;1;0).b=(2,0.1)

Rigiania:
a)

a={4,1, -2}
bh-{-2,4,1}

Cross[a, b]
{4, 1, -2}

-2, 4, 1}
{9, 0, 18}

by

a={-1,1, 0}
b={2,0,1})
azh

{-1, 1,0}

{2, 0,1}

i1, 1, -2}

Obr. 11. Priklad 1.10 (Mathematica)

Priklad 1.11
Wypotitajte zmisfany siéin atbsc) vektoror a= (1, 2: 00, b =(3; 210, ¢ = {4, 3:-5)
Riaienia:

a={1,2,0}
b={3 2, -1}
c=1{4,3, -5}
a.{h=:cj)

{1, 2,0}
13, 2, -1}

{4, 3, -5}

25!

Obr. 12. Priklad 1.11 (Mathematica)
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6 MATICE - PRIKLADY
Priklad 6.1

4 -5 2 6 3 8
Mame dané matice A = 3 7 —1 aB=1] 4 -5 3
2 -3 8 1 9 0

Vypocitajte:
a)A+B, b)2A, ¢)3A+3B, d)B-A

Riesenze:

a) Matice A a B st rovnakého typu (3 x 3). To znamend, Ze ich moézeme séitat:

4 =5 2 6 3 8 44+6 —-5+3 2+38
A+B=|3 7 -1 |+|4 -53|=]|3+4 7-5 —-1+3
2 -3 8 1 90 2+1 -3+9 8+0
10 =2 10
= 7T 2 2
3 6 8
4 =5 2 8§ —10 4
b)2A=2-13 7 -1 |=]6 14 -2
2 -3 8 4 —6 16
c)
-5 2 6 3 8 12 -15 6
BA+3B=3-|3 7 -1 |+3-14 =5 3 |= 9 21 -3 |+
-3 8 1 90 6 -9 24
18 9 24 30 —6 30
+1 12 =15 9 | =121 6 6

3 271 0 9 18 24
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d) Matica A je typu (3 x 3) a matica B je takisto typu (3 x 3). Podmienka, ze mézeme

nasobit len matice typu (m x n) s maticou (n x p) je splnend:

A =
8
2449416
16 —15+6
44+27+0

Priklad 6.2

2
Méme maticu A = (

6 3 8

4 =5 3 | =

1 90
—30+21+24 12-3+64
—-20-35—-9 8+5+24
—5+63+0 2—-9+0

8
- ) Nijdite: a) A%, b) A - AT

49 =33 73
= 7 —64 37
31 58 -7

Riesenze:

2 8
a)AZ— A-A —
-3 5
T
par—| %) -
-3 5
aoar_[ 28 2
-3 5 8

2 8
-3 5

4+ (—24)
—6—15

)( -

)
[

(

4464 9+25
—6+40 9+25

-3
3

)

)

16 +40
—24 425

(

)

68 34

)

34 34

(27)

—20 56

=21 1

Maticu A sme rozlozili na sicet symetrickej a ntisymetrickej rovnice o ¢om sveddi,

ze ich stucet nam da vysledni maticu A.

Priklad 6.3

Rozlozte maticu A na stcet symetrickej a antisymetrickej matice, ak A = (

4
8

6
-2

)

Riesenie:

Vychddzame zo vzfahu (2.3), teda A = 2 (A +AT) +1 (A - AT):

4
6

8
-2

(Y
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8§ 14 4 7
Symetricky ¢len: 1 (A + AT) =1 ( 4 ) = ( oy )

0 -2 0 —1
Antisymetricky clen: % (A — AT) = % ( 5 0 ) = ( - )

4 7 0 —1 4 6
Po dosadeni ndm vyjde: A = + =
7T =2 1 0 8 —2

Priklad 6.4

4 20
Mame zadantd rovhicu A-B+X =A+B,kdeA=| 1 3
7T =3 5
-8 5 =3
aB= 1 2 7 |. Vypocitajte maticu X:
-6 3 4
Riesenie:
Sucin A - B ozna¢mime ako maticu C:
4 20 -8 5 =3
C=A-B=|1 38 |- 12 7 |=
7T =3 5 -6 3 4
—324+2—-0 20+4+0 —-12+4+14+0 =30 24 2
= —8+4+3—-48 5H5+6+24 —-3+4+21+32 |=| =53 35 50 |,
—-56—-3—-30 35—-6+15 —21—-21+420 —89 44 -—-22

dostdvame rovnicu C+ X = A + B. Po jej tprave pomocou vztahou (2.8) a (2.9)
dostdvame: X = (A +B) — C

4 20 -8 5 =3 —-30 24 2

X = 1 3 8 |+ 12 7 —| =53 35 50 | =
7 =3 5 -6 3 4 -89 44 22
4-8+30 2+5-24 0-3-2 26 —17 =5
=1 1+1+53 3+2-35 8+7-50 | =] 5 —-30 =35

7T—6+89 —3+3—-44 5+4+22 90 —-44 31
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Priklad 6.5

2 1 -1 1 -1

1 3 2 0 —1
Méme maticu A =

1 1 3 =2 0

2 =2 2 1 -1

a) urcte hodnost matice A,

b) uréte opaéni maticu k matici A.

Riesenie:

a) Matica A je typu (4 x 5), to znamend, Ze jej hodnost bude h < 4. Pomocou

elementarnych tprav prevedieme maticu na stupnovity tvar:

2 1 -1 1 -1 1 -1 2 1 -1
13 2 01| | 0-11 3 2|
1 1 3 -2 0 -2 01 1 3
2 2 2 1 -1 1 -1 2 -2 2

1 -1 2 1 -1 1 -1 2 1 -1
0o -r1o3 2| glo -1 3 2
0 -25 3 1 0 03 -3 -3
0 00 -3 3 0 00 -3 3

1. ako prvé vymenime stfpce tak, aby sa ndm nuly popresuvali akokeby dozava,

2. odpiseme 1. a 2. riadok, k tretiemu pripocitame 1. riadok vynasobeny ¢islom

(_1)7

3. odpiseme 1. a 2. riadok, k tretiemu pripo¢itame 2. vynasobeny ¢islom (—2) a 4.
riadok odpiSeme.

V stupiiovitom tvare ndm ostali 4 nenulové riadky, tzn. hodnost matice je h = 4.

b) Opac¢ni maticu vypocitame podla vztahu —A = (—1)A:

2 1 -1 1 -1 -2 -1 1 -1 1
_A = (1) 1 3 2 0 -1 _ -1 -3 =2 1
1 1 3 -2 0 -1 -1 -3 0
2 -2 2 1 -1 -2 2 -2 —-11
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Priklad 6.6

Vypocitajte determinanty:

3 8 3+i 2—5i L8l
a) . b) Z, "Iool2 7 o0
2 5 2451 3—i
35 —6
Riesenie:
3 8
a)‘ —3.5—(~2-8)=15+16=31
2 5 =
347 2-5i
by| ° 7' "= (B4 )B i)~ (245)(2—5i)=9+1— (4+25) =19
245 3—1 =
c)
1
27 0|=4-7-(-6)+2-5-(~1)+3-8-3-7-(=1)—4-5-2-8-(—6) =
—6

= —168 — 10+ 21 + 96 = —61.

Priklad 6.7

Vypocitajte determinant:

3 8 -3 2
1 4 —4
detA = 6
-8 7 =9
2 3 1
Riesenie:

K vypoctu pouzijeme vztah (2.4). Zvolime rozvoj podla 3. riadku:

detA = (—1)4 *asy M31 + (—1)5 - aszo M32 —+ (—1)6 + 33 M33 + (_1)7 RV M34

8 -3 2 3 =3 2 38 2
detA=-(-8)-14 6 —-4|—1-7-]1 6 —4|+1-(-9)-|1 4 —4 |-
3 1 7 2 1 7 2 3 7
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38 —3

~1-5-|1 4 6 |=—8(336+8+36—36+32+84) —7(126 + 2 + 24 — 24 + 12+
2 3 1

4+21) — 9(84 + 6 — 64 — 16 + 36 — 56) — 5(12 — 9+ 96 + 24 — 54 — 8) = —8 - 460—

—7-161—-9-(—10) —5-61 = —3680 — 1127 + 90 — 305 = —5022

Priklad 6.8

Vypocitajte inverzné matice, ak existuju:

a)A:<12 04)7 b)B:< 12)7 C)C:<—3 2)7
5 8 —3 2 2 0 6 —4
d)D:< 48)

3 1

Riesenie:

a) inverznd matica k matici A neexistuje, pretoze matica A nie je Stvorcova.

b) detB=0—2-(—2) =4 +# 0= B! existuje.

Vyuzijeme vzorec pre vypocet inverznej matice (2.11):

T
_ Bll B12
B b= de%nB ’
B21 B22

B_l 1 b22 —b12 1 0 -2
= 3B =1
—by  bn 2 1

c) detC =12 — 12 = 0 = C! neexistuje.

= O
= N[

d) detC=4—8-(—3) =28 # 0= D! existuje:

Postupujeme ako v pripade b):

detD _621 b11 28 3 4 %

=
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Priklad 6.9

Vypocitajte inverznu maticu:

-2 10
A= 3 =2 1
1 01

Riesenie:

Pouzijeme vzorec (2.11):

All A12 Aln

_ A21 A22 AZn
A t= de};A . : .
Anl An2 Ann

detA =4+0+1-0+0—-3=2+#0= A~! existuje

T

Vypocitame jednotlivé algebraické doplnky podla vztahu (2.6):

-2 1

Ay = (—1)° A =(—-1)°

11 =(-1) 01 12 = (—1)
10

A21:(—1)3 0 1 A22_(_1)4
10

Az = (—1)4 Agy = (—1)°

m= (-1 32 = (1)

Ay =-2 A =-2 Ai3=2

Ay =1 Agy =2 Azz =1

Az =1 Agy =2 Az =1

Dosadime do vzorca (2.11) a vypocitame:

T
—2 -2 2 -2
Alt=2] -1 -2 1 =11 -2
1 21 2

3 1

-1 1
-2 2
11

|

—_

|
N[— = N
N[ = N

Ay = (—1)*
Ags = (—1)°
Agg = (—1)°
-1 —=
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6.1 Matice - neriesené priklady

Priklad 6.10

9 3 -3 -2 4 -1
Mame dané matice A = 4 1 7 |aB= 8 =3 —1
56 2 7 2 -5
Vypocitajte:
a)A+B, b)5B, c)4A+5B, d)A-B
7 7 —4 —10 20 -5 26 32 —17 —15 21 3
[a)(lQ -2 6>,b)( 0 -T15 —5) c)<56 1T 23 ),d)( 19 97 —40 )]
2 8 —3 35 10 —25 15 34 —17 72 =34 -—11
Priklad 6.11
4 6 8
Méme maticu A = 2 -3 9 |.Ndjdite: a) (AT)? b) A2
7 20
16 4 49 8§ 18 32
[a) | 36 9 4 |,b)| 2 § & []
64 81 0 99
Priklad 6.12
Vypocitajte stuciny:
4 -2 10 1 o -1
a)( ( ) b)<5—3 6)- 0 -2 |,
1 0 3 2 —4
—4 2
-3 —2 4 2 -1 7
c) 79 -{o 1], d o -3 2 —1
0 4 8 8 —1 7 0
10 4 12 20
[ a) ,b)(6 13),(:) neexistuje, d) 3]
-1 0 1 57
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Priklad 6.13

4 2 -1
Mame zadand rovnicu 2A +3B-X=A+B+A -B,kdeA=| -7 0 8
-3 4 2
-1 0
aB=| 3 2 —6 |. Vypocitajte maticu X:
8 1 2
6 1 13
[ —65 —11 —20 |]
—-15 -7 26
Priklad 6.14
2 1 -1 1 -1
1 3 2 0 -1
Méame maticu A = ) 5 o . Uréte hodnost matice A
2 =2 2 1 -1
[h=4]
Priklad 6.15
Vypocitajte determinanty:
4 -1 6 7
46 ! ° 5 -2 0 1
a) , b)) 7T 92| ¢
-1 0 0 2 —4 1
-3 =5 0
3 =2 0 —1
[a) 6, b) -26, c) 8]
Priklad 6.16
Vypocitajte determinant:
1 -2 0 1
—1 2 —2
a) detA =
3 1 1
1 0 -3




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 57

1 0 -1 2
3 -1 1
b) detB =
2 0 30
4 5 -3 1

[a) 14, b) 96]

Priklad 6.17

Vypocitajte inverzné matice, ak existuju:

a)A:<1—2>’ b)B:< 79>’ C)C:(M —11>’

0 4 8 6 2 9

d)D:<1>7 e)E:<7—2 0)7 f)F:< 4 6>
2 3 28 ~1 30

1 L 1 _3 9 1L 5 _1
[a) < ? >, b) ( 1p 38 >, c) < 148 148 ), d) neexistuje, e) neexistuje, f) ( #1 3 >]
0 3 % T4 ~7 2% 63
Priklad 6.18
Vypocitajte inverzni maticu:
3 —1 2
A= 3 -1 0
4 —4 2
1 3 1
8 8 8
[ 3 1 _3 ]
8 8 8
1 1
s 2 0
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6.2 Matice - priklady Mathematica

Priklad 2.1

A =52 T
Ma’meda.némticeA=|3 T -1|aB=|4 -5 3 ‘
\2 -3 2 ) 1 o0

Wypoditajte:
a)A+B,b)24,c)34+3B,d)B.A

Rigiania:
a)

h={{2, -9, 2}, {3, 7, -1}, {2, -3, §}}
B={{6, 3, 8}, {4, -5, 3}, {1, 9, 0}}
A+ B ff MatrixFform

{4, -5, 2}, {3, 7, -1}, {2, -3, 8}}

{{6, 3,8}, {4, -5, 3}, {1, 8, 0}}

10 -2 10
‘ G 8 =
3 6 @

b)

20 ff MatrixForm

8 -10 4
‘6 14 -2
e e

c)
38+ 3B /f MatrixForm
30 -6 30
‘Zl 5 &
9 13 24
a

B.R /f MatrixForm

49 -33 73
‘ 7 -84 37
31 58 -7

Obr. 13. Priklad 2.1 (Mathematica)
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Priklad 2.2
. . (2 08y . o ”
Tldrne mancuA=[ 5 s | Wit a) £, by a4
FRiafenie:
a)

h={{2, 8}, {-3, 5}}
h.A ff MatrixForm

{12, 8}, {-3, 5}
[_20 55]
-2l 1

b)

A.Transpose[A] ff HMatrixForm

[68 34]
34 34

Obr. 14. Priklad 2.2 (Mathematica)

Priklad 2.3

46
RozloZte mation A na sfiet symetricke] a antisymetricke] matice, ok & =| 2 _2 |

Rigeme:

h={{2,6}, {8 -2}}
{1/2) » {h+Transpose[A]) + {1/ 2) » (A - Transpose[R]) /f MatrixForm

{i4, 6}, {8, -2}}

(5 %)

Obr. 15. Priklad 2.3 (Mathematica)
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Priklad 2.4

(4 2 0y (=8 5 =3y
Ma’meza.danﬁm’nicu&.B+X=A+B,kdeA=|l 3 8 aB=‘ 1. 2 3 ‘
\7 -3 5) -6 3 4

Wypoditajte raation X

Rigdenie:
Solve[A+ B+¥X ==& +B, X]
[{¥-+A+B-AE)}}

X={{4, 2,0}, {1, 3, 8}, {7, -3, 53} + {{-8, 5, -3}, {1, 2, T}, {-6, 3, 4}} -

{f2,2, 0}, {1, 3, 8}, {7, -3, 5}}.{{-8, 9, -3}, {1, 2, 7}, {-6, 3, 4}} // MatrixForm

A5 =il =
‘55 -30 -35
90 —44 31

Obr. 16. Priklad 2.4 (Mathematica)

Priklad 2.5

Ildrne maticu & =

a) write hodnost” matice A,
) write opaini maticn k matici A,

FRiedenie:
a)

nfEl= A={{2,1, -1, 1, -1}, {1, 3,2, 0, -1}, {1,1,3,-2,0},{2,-2,2,1, -1}}
MatrixRank [#]

2, 1, -1, 1, -1}, {1, 3, 2, 0, -1}, {1, 1, 3, -2, 0}, {&, -2, 2, 1, -1}}

Obr. 17. Priklad 2.5 (Mathematica)
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Priklad 2.6

Wypoéitajte determinanty:

(3 8y 3+i 2-5iy (281
I 5 Warsi 30 S

Riedenia:

1)

Det[{{3, 8}, {-2, 5}}]

3l

b)

Det[{{3+T,2-51}, {2+5I,3-1}}]

-19

)

Det[{{4, 8, -1}, {2, 7, 0}, {3, 3, -6}}]

-6l

Obr. 18. Priklad 2.6 (Mathematica)

Priklad 2.7

Wypoditate determinant:

3 8 -3 2

|1 4 &6 -4

el B

L2 31 7
Rigdemia:

Det[{{3, 8, -3, 2}, {1, 4,6, -4}, {-8, 7, -9, 5}, {2, 3,1, 1}}]

- 5022

Obr. 19. Priklad 2.7 (Mathematica)
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Priklad 2.8
Wypoditajte irverzné matice, ak exdetuji:
o Sblmeel  gloe B A mnelE )
Riglenie:

a) Vidirne, Ze matica nie je Stvorcovd, pravdepodobne bude wrsledok chybng:

Inverse[{{1, 2, 0, 4}, {5, &, -3, 2}}]
Inverse:matzq: Argument {{1,. 2, 0, 41,45, 8, -3, 24 at position 1 is not a non-empty square matnis, -

Irwerse[{{1, 2,0, 4}, {5, 8, -3, 211]
LY

Inverse[{{1, 2}, {-2, 0}}] // HatrixForm

e O
1
I s

¢) ko bolo wypoditang, determinant matice je nulovyr. Visledok bude pravdepodobne chybngr:

Inverse[{{-3, 2}, {6, -4}}] // MatrixForm
Irwversensing: Matris {{- 3, 21, {E, - 41} iz singular, =

Inwerse[{{-3, 2}, {6, -4}}]
d)

Inverse[{{1, 8}, {-3, 1}}] /{ MatrixForm

o _E
i 7
2 iz
FT

Obr. 20. Priklad 2.8 (Mathematica)

Priklad 2.9

Vypoditajte irmerznd maticu:
=2 1 0y

A=‘ A Sk l
1 0 1)

Rigiamia:

Inverse[f{-2, 1, 0}, {3, -2, 1}, {1, 0, 1}}] // MatrixForm

] el
oo
-1 -1 1
I T
ol

Obr. 21. Priklad 2.9 (Mathematica)
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7 SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC - PRIKLADY
Priklad 7.1

Vyrieste ststavu linedrnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla:

2r+ y+z=1
3v+4y —z=4
TH2Y+2=-2

Riesenze:

Sustavu prepiseme do tvaru A - X = B:

1 T
A= 3 4 -1 , X = y |, B = 4
1 z -2

Aby sme mohli Cramerovo pravidlo pouZit, musi byt matica stistavy A reguldrna

(detA #0):

2 1 1
detA=|3 4 —1 |=8+6-1-4+4-3=10#£0
12 1

Teraz vypocitame determinanty detA;, detAsy, detAs:

11 1

detA; = 4 4 —1|=4+8+2+8+2-4=20
-2 2 1
2 1 1

detAp =3 4 —-1|=8-6—-1-4-4-3=-10
1 -2 1
2 1

detAg={3 4 4|=-164+6+4—-4—-164+6=-20
1 2 =2

V jednotlivych maticiach pre vypocet jednotlivych determinantov sme v matici A na-
hradili prislusny stfpec stfpcom B.
Teraz dosadime do vztahu (3.4):
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detA ’ detA ’ detA
20 —10 —20
10" 10 7 10

(2,—1,-2)

<detA1 detA, detAg)

Priklad 7.2

Vyrieste ststavu linearnych rovnic pomocou inverznej matice:

2r+ y+z=1
3v+4y—z2=4
T+2y+z=-2

Riesenie:

Mame maticu zhodnt s maticou z prikladu 1. Ukazali sme si, Zze matica A je regularna
a teda ju je mozné riesit aj pomocou inverznej matice:
Spoéitame inverznd maticu pomocou vztahu (2.11):

Z maticovej rovnice si vyjadrime X: A- X =B=X=A"1.B
T

An A A
Al = ﬁ Aoy Axy Asg Vypoécitame jednotlivé algebraické doplnky podla
Az Az Asg
vztahu (2.6):
4 -1 3 -1 31
11 5 1 12 11 13 49
11 2 1 2 1
21 5 1 22 1 23 1 9
1 1 2 1 2 1
31 4 1 32 3 _1 33 5 4
Dosadime do vztahu (2.11):
T
6 —4 2 6 1 =5
Alt=5 11 =3 =5 4 1 5
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6 1 =5 1 6+4+10 20
X=A'"B=3| -4 1 5 || 4]|=x]| 4+4-10 | =5 —10
2 -3 5 —2 21210 —20
2
=| -1
—2

Priklad 7.3

Vyrieste ststavu linedrnych rovnic pomocou Gaussovej eliminacnej metody:

1+ 225+ 3x3=1
2$1+5LE2+8$3:3
I1+4I2+51’3:5

Riesenze:

Pre znazornenie si pripiSeme k ststave jej maticovy tvar:

$1+21L’2+3ZE3:1 1 2 3|1
2$1+5l‘2+81’3:3 2 5 8|3
$1+4l‘2—|—5$3:5 1 4 5|5

Riesenie zacneme tak, ze v druhej a tretej rovnici vylic¢ime nezndmu x; tak, ze odpiseme
prvia rovnicu, vynasobime ju ¢islom —2 a pripocitame k druhému riadku. Potom prvi
rovnicu vynasobime ¢islom —1 a pripoc¢itame k tretiemu riadku. Dostaneme sustavu

linedrnych rovnic:

I1+2$2+3I3:1 1 2 3|1
To+2x3 =1 01 2|1

V druhom kroku eliminujeme zo tym istym sposobom. Teda prvy a druhy riadok
odpiseme a druhy riadok vynésobime ¢islom —2 a pripocitame k tretiemu riadku. Do-

staneme

$1+21’2+3[E3:1
I2+2$3:1
—2333:2

o O =
S =N
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Dostéavame maticu v stupfiovitom tvare. Ststavu teraz vieme lahko vyriesit pomocou

spatného dosadenia:

2
$3:—§:>l'3:—1

To+2x3=1=29=3

T+ 205+ 3x3=1=>21 = -2
Vidime, ze sistava ma jediné riesenie a to (—2,3, —1).

Priklad 7.4

Pomocou Frobeniovej vety vytvorte diskusiu rieSenia ststav v zavislosti na hodnotéach

vyskytujucich sa parametrov:

a) b) c)
r+4y+22 =4 r+y—z2=3 r+y=1
—r+y—2z2=-2 —br+dy+z2=-7 ar —y=a
axr +6y+z="> ar — 2y +2z=-c r —ay = a’
Riesenie:

a) najskor zvolime poradie stlpcov. Volime z,y, z pre jednoduchsiu dpravu a riesime

pomocou Gaussovej elimindcie:

2 4 1| 4 2 4 1 4 2 4 1 4
21 —1]|-2|~]0 4 0 6 |~ o0 4 0 6
16 al b 04 a—0,5|b—2 00 —a+0,5|-b+8

Sustava ma jediné riesenie pre a # 0,5; h(A) = h(A|B) = 3,
Stistava m4d nekonecne vela rieseni pre a = 0,5; b = 8, h(A) = h(A|B) = 2,
Ststava nemd rieSenie pre a = 0,5 a b# 8, h(A) =2 # h(A|B) = 3.

b) Zvolime poradie z,y, z:

—1 1 1] 1 -1 1 1 1

1 5 =b| a |~ 0 6 1-0| 1+a

2 -2 a|ad 00 2+a|l+a?
Sustava nemd riesenie pra a = —2, h(A) # h(A|B) kedy posledny riadok bude

v tvare (0,0, 1),

Sustava mé jediné riesenie pre a # —2, h(A) = h(A|B) = 3.
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c)
1 171 1 1 1 1 1 1
a =1} a |~]10 —a-1 0O~ 0 —a-1 0
1 —a|ad? 0 —a—1|a®>-1 0 0a®—-1
Sustava nemd riesenie pre a # +1, h(A) = 2 # h(A|B) = 2,
Sustava mé jediné riesenie pre a = 1, h(A) = h(A|B) = 2,
Ststava ma nekonecne vela riesen{ pre a = —1, h(A) = h(A|B) = 1.
7.1 Suastavy linearnych rovnic - nerieSsené priklady
Priklad 7.5
Vyrieste ststavu linedrnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla:
2z + z=11
r—2y+22=15
—2r— y+4z=-2
[(57_471)]

Priklad 7.6

Vyrieste stustavu linearnych rovnic pomocou inverznej matice:

rT+2y+42="7
20— y— z=1
—2y+ z=4
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Priklad 7.7
Vyrieste ststavu linearnych rovnic pomocou Gaussovej eliminacnej metody:
25(]1 + 3.172 + 4[E3 — 21‘4 =1
- + 2372 - 2I3 + 3[L‘4 = —12
l'2+2$3+ 1'4:—1
T1+ To+2x3— T4=0D5
[LUl = 2, To — —1, T3 = ]., Ty — —2]

Priklad 7.8

Vyrieste sistavu linedrnych rovnic Tubovolnym sposobom:
—3r+2y+ z=-15
2z — 4y =16
3r —2y+Tz2=23

Priklad 7.9

Vyrieste ststavu linearnych rovnic lubovolnym sposobom:
-+ y— z2=0
—2r—3y— 2=10
- —22=0

[z =20, y = 10, z = —10]

Priklad 7.10

Vyrieste stistavu linedrnych rovnic lubovolnym sposobom:
r+4y+22=95
—2x+ y+4z=-1
T—2y+22=-1
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Priklad 7.11

Vyrieste ststavu linearnych rovnic lubovolnym sposobom:
6z +y—32=5
T +22=06
6z +y+ 72 =25

[t=2,y=—-1,2z=2]

Priklad 7.12

Pomocou Frobeniovej vety vytvorte diskusiu rieSenia stustav v zavislosti na hodnotach

vyskytujucich sa parametrov:

a) b)
20—y —z=1 ar+y+z==»b
do+y—42=7 2r+y—2=4
r—2y+az=> —r+y—z=2
a) M4 jediné riesenie pre a # 0,5

M4 nekoneéne vela rieSeni pre a=0,5; b=-2
Nema4 riesenie pre a = 0,5;b # —2

b) M4 jediné rieSenie pre a,b € R
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7.2 Sustavy linearnych rovnic - priklady Mathematica

Priklad 3.1

Vyriedte sistavm lnedrorch rovnds pormocon Crammerovho pravidla:
Ie+y+z=1

Ixtdy-z=4

x+ly+z=-2

Fiaderie:

deth =Det[{{2, 1, 1}, {3, 4, -1}, {1, 2, 1}}]

dethil - Det[{{1, 1, 1}, {4, 4, -1}, {-2, 2, 1}}]
deth? - Det[{{2, 1, 1}, {3, 4, -1}, {1, -2, 1}}]
deth3 = Det[{{2, 1, 1}, {3, 4, 4}, {1, 2, —2}}]
wysl = {dethl/deth, deth? /deth, deth3 /deth)

20
-10

-2a0

12, -1, -2}

Obr. 22. Priklad 3.1 (Mathematica)
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Priklad 3.2

Vyriedte sistavi linedrnoych vovide poraocon irverzie] raatice:
x+y+z=1

Ixtdy-z=4

x+2y+z=-2

Riglenie:

Inf4]= Imverse[{{2, 1, 1}, {3, 4, -1}, {1, 2, 1}}]1.{1, 4, -2} // MatrixForm
A)dtviatrix Form=
2

12
-2

Obr. 23. Priklad 3.2 (Mathematica)

Priklad 3.3

Vyriedte sistav linedrmych rovnic poroocon Ganssove] elirinaéne] metddy:
W+ +3 =1

xp +5xm +Ex =3

xntdn+or=5

Rigfemte:

in[i1]= RowReduce[{{1, 2, 3, 1}, {2, 5, 8, 3}, {1, 4, 5, 5}}] // HatrixForm

[11}¢Matrix Farm=
100 -2
|D 10 3 ‘
ool -1

Vidime, iE!VSF‘S].E!dejE! n =—2, X3 =3, x5 =-1

Obr. 24. Priklad 3.3 (Mathematica)

Priklad 3.4

Tento priklad zdrmerne wymechdn, pretoZe Ziadny = palety prikazoy ndm nepode. Diskusin musitne wirtnonf pomocon vhodrsho weatovarda.

Obr. 25. Priklad 3.4 (Mathematica)
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8 SLOVNIK POUZITYCH PRIKAZOV V MATHEMATICE

’ Prikaz H Funkcia prikazu

Solve[x==0,y==0,x,y]| | ndjde korene x a y

RowReduce[A] || eliminuje maticu A na trojuholnikovy tvar

//MatrixForm || vrati vysledok v maticovom tvare

LinearSolve[a,b] || z rovnice a * x = b vyriesi nezndmu x

Sqrt[a] || vrati odmocnicu z nezndmej a

Norm/[a] | vréti normu vektora @

Cos|Pi] || vrati kosinus 7

a.b || vrati skalarny sicin vektorov @ a b

//IN || vréati vysledok ako prirodzené ¢islo

Cross|a,b] | vréti vektorovy sucin vektorov @ a b

a x b || rovnako ako Cross[a,b]

Transpose[A] || vrati transponovani maticu A

MatrixRank[A] | vrati hodnost matice A

Det[A] || vrati determinent matice A

a+1I || tvar komplexného cisla a + ¢

Inverse[A] | vréti inverzni maticu k matici A

Tabulka 1. Slovnik pouzitych prikazov v Mathematice
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ZAVER

Prvou tlohou bolo vypracovat teoreticky ivod do problematiky. Zistil som, ako sa pra-
cuje s vektormi, maticami, ststavami linedrnych rovnic a taktiez ako vznikol software
Mathematica a ako vyzera. Avsak jeho rozsiahlost mi nedovolila podrobnejsie opisat
jeho funkénost, pretoze obsahuje velké mnozstvo prikazov pre riesenie tiloh, grafickych
a zvukovych vystupov a pre ich zdielanie. Napriek tomu sa mi podarilo naznagcit ¢oho

je vSetkého je schopny.

V d'alsom bode som zostavil zbierku riesenych prikladov pre jednotlivé témy linedrne;
algebry. Bola to sice uloha vcelku jednoduchd, avsak ,zapotil® som sa pri vsadzani
vypocitanych prikladov do PC, ¢o bolo zpociatku velmi ¢asovo a psychicky narocné.
Program LaTex bol pre mna doteraz neznamou, ale po podrobnejSom prestudovani
niekolkych manudlov sa stal velmi dobrym pomocnikom. Doteraz neviem, ¢ by som

bol schopny vysidzat niektoré vyrazy v programe, na ktory som bol doteraz zvyknuty.

Ako dalsi bod som si zvolil vypracovat k jednotlivym prikladom ich rieSenie v soft-
ware Mathematica. Pomocou logického uvazovania som vytvaral prikazy a radoval sa
s kazdym spravnym vysledkom. Jednotlivé vypocitané priklady som pomocou funkcie
,PrintScreen” a pomocou softwaru CorelDraw X3 vlozil do tejto prace. Akonahle boli
priklady ,na spravnom mieste® vytvoril som zoznam pouzitych prikazov. Tu som ne-

pouzil nic¢ iné ako program LaTex.

Nasledovalo este vypocitat a vsadit neriesené priklady. Velmi ndpomocny mi bol soft-

ware Mathematica, s ktorym uz som mal v tomto case dostatok skisenosti.

Prica je spracovand sposobom, ktory by mal pohdhat v stidiu predmetu Zaklady
matematiky, ¢i uz s vyuzitim PC, alebo len ako pomoc pri poc¢itani spomenutych dru-
hov prikladov. Pre kazdy z tkonov spomenutych v teoretickej casti je vypracovany
minimalne jeden priklad rieSeny a minimalne jeden nerieseny a prave preto by mala

praca byt uzitoénd k zlepseniu vyuky ako na FAI, tak aj mimo nej.
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ZAVER V ANGLICTINE

Conculsion in English

The first task was to develop a theoretical introduction to a question. I found out how
to work with vectors, matrices, system of equations and also how the Mathematica
software was formed and how it looks. However, its extensiveness did not allowed me to
write about its functionality detailed, because it contains a huge quantity of commands
for solving tasks, graphic and sound outputs and for sharing them. Nevertheless I was

able to intimate what is it able to do.

In next topic I compiled a collection of soluted examples for each topic of linear algebra.
It was not much difficult task indeed, but putting them into my PC was a little more
difficult, what was really time-consuming a physically difficult from the beginning. I did
not know the LaTex software before, but it became really good helper after studding
a few manuals. Nowadays, I do not know, if [ will be able to put some expressions in

in my old software.

As next topic I decided to build a solving to each example in software Mathematica.
Using a logical reasoning I was building commands a I was really happy, when output
was right. I exported every example function ”printscreenédnd then using software Co-
relDraw X3 to put them into my work. Once they were 6n the right placef composed

a list used commands. I did not use anything else except The LaTex software.

Now, it was needed to put there all the unsolved examples. Software Mathematica was

very helpful here, because I had enough experience yet.

All work is performed in a way, which is able to help with studying a Basics of mathe-
matics, whether using PC, or only with solving examples mentioned above. For every
operation mentioned in theoretical part is built at least one example solved and at
least one unsolved and that is why the work should by useful in teaching as on FAI, as

outside of it.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

FAI Fakulta aplikovanej informatiky

PC osobny pocitac
LN linearne nezavislé
LZ linearne zavislé

HTML HyperText Markup Language
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