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ABSTRAKT

Tato diplomova prace uvadien&e do problematiky testovacich a optimatizizh
problémi na jejichZz Gsgsné vyeSeni se daji pouzit evohi algoritmy. V teoretick€asti
je probrana teorie sloZitosti a zakladni probléntypy Uloh které s ni souvisi. V praktické
¢asti jsou ukadzany vzorové problémy. Je zde uvealefejich matematicky zapis, tak algo-
ritmy které byli pouZity k jejictreSeni. Ve #tSin¢ pripadi je ukazan i graficka vizualizace

daného problému.

Kli¢ova slova: Testovaci problémycalova funkce, optimalizai problémy, multikriteri-

alni optimalizace

ABSTRACT

This diploma theme features reader to the basichreark and optimization pro-
blems on whose successful resolution give use goalalgorithms.ln theoretic parts is
examine theory complexity and basic problems apé gxercise which with by beais.
practical parts are shown exemplary problelndiere state how their mathematical entry,
so algorithms which were used to their solvilmgmost cases is shown and graphic visuali-

zation given to problem.

Keywords: Test function, objective function, mutyjective function, multiobjective pro-

blem, globaly optimization
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UvoD

V dnedni dob se velmicasto objevuje problém vicekriterialniho rozhodovaai
omezené dostupnosti pebnych informaci. Préwvyto typy probléni jsou vSak zakladnim

zdrojem dalSihotstu novych a lepSich algoritm

Proto stale vznika mnoho novych metod a pastigeré se snazi tento problém
uspokoijiv fesit. Jednou zthto staronovych metod je vyuZiti evahich algoritnd. Sta-
rych proto, Ze firoda je Uspsre uziva proreSeni podobnych problénjiz n¢kolik miliard
let a novych proto, Ze si jejich siluddomujeme teprve &

Je velmi dlezité si ue¢domit, Ze novy algoritmus nemusi byt vzdy nejlepg&igzi
nost sledovat &idit pribéh tohoto hledani podle aktualnich podminek, ankugsou ur-
¢eny testovaci funkce nichZz zndme polohu globalnftisima a potom se uz jenom na

ohodnoceni &elové. Tento faktor narfika jak je algoritmus na dany probléginny.
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l. TEORETICKA CAST
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1 TEORIE SLOZITOSTI

1.1 Optimaliza¢ni a rozhodovaci ulohy

Rada Gloh z realného prosti jsou tak zvané optimaligai tlohy. To znamena
tlohy, kdy hledaméeSeni, které je podlesjakého kritéria nejlepsi (nejlewsi, nejdrazsi,
nejkratSi apod.). Teorie slozitosti, a zejména olna NP jsou studovany pro tak zvané
rozhodovaci ulohy. Rozhodovaci uloha je ulohanjgjfeSenim je odpad’ ,,ano” nebo
odpovd ,ne“. Ke kazdé optimalizani Uloze existuje jeji rozhodovaci verze. Nazorna
ukazka je vidt na gikladu Glohy obchodniho cestujiciho. Uloha je alisti tohoto pro-
blému. Obchodni cestujici ma navstivit vSechrataiM,,..., M, a vratit se do vychoziho
mésta tak, aby ujel nejkratsi moznou vzdalenRs&enim je padi nést, ve kterém je ob-

chodni cestujici ma navstivit.

1.1.1 Uloha obchodniho cestujiciho

Je dana mnozinadst {M,..., Mp}. Pro kazdou dvojici rsst M;, M; je dana fima
vzdalenosd(M;, M;) mést M;, M;. Trasa (tour) je posloupnost &t M), M), ..., M),

kdeTtje permutaceisel 1,...,n. Délka této trasy je
n-1
Zd(M (i) M T[(i+1)) + d(Mr[(n) ’ Mr[(l))
i=1

Optimalizani verze Najdite trasu nejmensi mozné délky.

Rozhodovaci verzele dano navicislo K. Rozhodsgte, zda existuje trasa délky

mensi nebo rovnk.

Na pedchozim giklad je vidst, Ze optimalizani Uloha hled&esSeni, které je ,nej-
lepSi“, kdeZto u rozhodovaci verze je &sti instance jeStislo K a otazka zni, zda exis-

tuje feSeni, jez ma hodnotu ,ne horsSi* nez je déekd K.

Je Zejmé, Ze optimalizmi verze Ulohy neni le&hnez jeji odpovidajici rozhodovaci
verze. Najdeme-li ,nejlepSiesSeni, vime, zda je agptak dobré jakd. Na druhou stranu
lze dokazat, Ze je-li rozhodovaci veiesitelna polynomiakhy pak jereSitelna polynomial-
n¢ i optimaliza&ni verze. Je dobré si édomit, Ze i zde hraje roli fakt, Ze jsme si vybrali
tiéidu vSech polynorin Z predchoziho tvrzeni jetteZité, Ze skladanim, nasobenimcéés

nim polynonti dostaneme ajp polynomy.
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1.2 P-ulohy a NP-ulohy

1.2.1 P-utloha

P-ulohy jsou veitdé vSech rozhodovacich uldh, pro €z existuje polynomialni
algoritmus, kteryieSi U, tj. algoritmus, ktery ma slozitost ((n)) pro rejaky polynom
p(n).

Ne vS8echny rozhodovaci Ulohy jsou vedd P. Napiklad pro rozhodovaci verzi
obchodniho cestujiciho neni dosud znam polynomatyoritmus, ktery byesil tuto Glo-
hu. Existuje algoritmus, nazyvany ,algoritmus hrugi”, ktery tlohuieSi, ale std pro-
hlédnout vSechny trasy, tj. vSechny permutéisel {1,..., n} a pro kazdou spotat jeji
délku. Tim zjistime, zda existuje trasa délky ngé@g/M{. OvSem tento postup vyZaduje v
nejhorSim pipact (totiz v gripac, kdy jedina trasa kratSi né&Zje ta poslednifas Q(n!).

Tim se tento algoritmus stava prakticky nepoutginpron = 15.

NasSe uloha ma vsSak jednu zajimavou vlastnostlizeegiro instanci obchodniho
cestujiciho existuje trasa délky nejvy¥§e my ji nAhodou odhadneme, pak na zékltad
hoto odhadu jsme velmi rychle schopniizddnit, Ze spravna odp&¥ pro danou instanci
je ,ano“. Neexistuje-li vSak pro nasi instanci tiadélky nejvysSe&, zadné ,rychlé zilvod-
néni“ nemusi existovat. NP-ulohy jsou p&gayohy, kdy odpo¥d’ ,ano” je mozné (mame-li

s

jeS€ n¢jakou dodaténou informaci) rychle os#it, ale odpo¥d’ ,ne* muze byt sloZijsi.

M¢jme rozhodovaci ulohW. Jeji instance roztime do dvouitid. ANO-instance
jsou ty instance, na které je odgdv,ano”; NE-instance jsou instance, na které je edpo
véd’ ,ne“. Zhrubatreceno, NP-Uloha je takova rozhodovaci Uloha, prooktgati: pro kaz-
dou ANO-instanci existuje objekt vhodného tvaru bizané reSeni), pro ktery je
v polynomialnim¢ase mozné ait spravnost odpasdi ,ano“. Pro Zzadnou NE-instanci
takovy objekt neexistuje. Vlastnimu objektu &estotikd ,certifikadt* a procedte, kterd

objekt generuje, ,oraculum®.

V piipadt tlohy obchodniho cestujiciho je timto objektensadrdélky nejvysS&.

1.2.2 Np-uloha

NP-uUloha je rozhodovaci uloha, pro niz existujeeteaninisticky algoritmus pra-

cujici v polynomialnintase.
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Do ttidy NP pati ty alohy, pro &2 je lehké o¥iit spravnostreSeni (v pipact ob-
chodniho cestujiciho to je trasa odpovidajici délavic totoreSeni musi mit nejvyse
polynomialni velikost vzhledem k velikosti vstupQdpowd ne, tedy zji&tni, Ze zadné

takovéreSeni neexistuje, iie byt daleko obtiZjsi.

P U NP.

Kazdy deterministicky algoritmus Ail@eme povazovat za nedeterministicky algo-
ritmus. Prvni fazi bdi vynechame nebo vygenerujeme praztbtyzec. Druha faze je pak

vlastni deterministicky algoritmus, kteryef¢zcems viilbec nepracuje.

s

Otazka, zda P = NP je n@jdzit¢jSi dosud nezodpe@zena otazka v teoretické in-
formatice. Vzhledem k podstatiloh, které jsou NP a prash neni zndm polynomialni al-

goritmus, se ma za to, Ze rovnost neplati. OvSdimze to nikomu nepodito dokazat.

1.2.3 NP-Uplné ulohy

Rozhodovaci uloh& je NP-uplna (NP-complete), jestlize je NP-ulohokaada
NP-Uloha se n&) polynomialrgé redukuje. Fidu vSech NP-Uplnych Gloh ozhgeme NPC.

Jinymi slovy, NP-UpIné jsou ty ulohy, které jsoyt&esi mezi vSemi NP-ulohami.

Mame rozhodovaci Ulohy, V aW. Jestlize Ulohd) se polynomialé redukuje na
tlohuV a ulohaV se polynomiala redukuje na ulohiv, pak se U polynomiatnredukuje

naW, (tj. relace, je transitivni).

Toto tvrzeni vyplyva z faktu, Ze sloZzeni dvou palyi je ot polynom. PesrEji:
protozeU [}, V, existuje polynomialni algoritmus, ktery pro kazdou instantivelikostin
zkonstruuje instancA(l) ulohy V velikosti g(n) pro reéjaky polynom g(n). Déle plati
V O, W, tj. existuje polynomialni algoritmus, ktery pro instanch(l) tlohyV zkonstruuje
instanciB(A(l)) alohy W v ¢asep(q(n)) pro rgjaky polynomp(m). Navicl je ANO-instance
Ulohy U praw tehdy, kdyZB(A(l)) je ANO-instance UlohyV.

Mame-li NP-ulohyJ aV, takove, z&J /4, V. Pak plati:

1) jestlizeU je NP-Uplné& uloha, pakM je NP-Uplna uloha;
2) jestlizeV je P-uloha, pakW je P-uloha.
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Do dnesni doby je znamo vice nez dva tisice NRyapl tloh. My se zde omezime
na ty nejznargsi z nich. U uloh, pro které existuji i optimaliza verze, tyto verze uve-

deme.

1.2.3.1Splnitelnost Booleovskych formuli (satisfiability)

Je dana formule v CNF (v konjunktivnim normalnivart). Rozhodéte, zda je
tato formule splnitelna, tj. rozho&te, zda existuje pravdivostni ohodnoceni logickych

proménnych tak, aby vém byla dana formule pravdiva.

Splnitelnost Booleovskych formuli, je NP-Uplny pkém, coz dokazal Cook v roce
1971.

1.2.3.2Barevnost

Je dan neorientovany gréf s mnozinou vrchal V a mnozinou hraft. Obarveni
grafu G je zobrazerd: V - B, kdeB je kon€na mnozina tzvbarey, takové, Ze pro kaz-
dou hranue ] E jsou oba jeji krajni vrcholy obarvenyiznymi barvami. (Jinymi slovy

b(u) # b(v), kdykoli u av jsou krajni vrcholy gjaké hranye [0 E.)

Rekneme, Ze grdb je k-barevny, jestlize jej Ize obarvtbarvami (tj. mnozin z

definice m& prvka).
Optimalizani verze

Je dan neorientovany gréf Uréete nejmensi get barev, kterymi jej I1ze obarvit

(tj. urcete jeho barevnost).
Rozhodovaci verze

Je dan neorientovany gi@facislok > 3. Rozhod#te, zdaG je k-barevny.

1.2.3.3Nezavislé mnoziny

M¢jme neorientovany grab s mnozinou vrchdl V a mnoZinou hrafE. Mnozina
vrcholi N OV je nezavisla mnozina, jestlize Zzadna hrarta rzema oba krajni vrcholy v
mnozire N. Jinymi slovy, jestlize Gplny podgraf indukovanyazinouN neobsahuje Zad-

nou hranu.
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Optimalizani verze Je dan neorientovany gi@af Najdte nejp@etrejSi nezavislou

mnozinu grafuG.

Rozhodovaci verzde dan neorientovany gi@facislo k > 3. Rozhodgte, zda VG

existuje nezavisla mnozina o aspgovrcholech.

1.2.3.4NejkratSi cesty v grafech se zapornymi cykly

Je dan orientovany gr& s vrcholyV a hranamE, déale je dano ohodnocemhran celymi

¢isly (tj.c: E - 2).

Optimalizani verze Najtte nejkratSi cesty mezi vSemi dvojicemi vrahétiélka

cesty je rovna s@tu ohodnoceni vSech hran, ze kterych se cesta&égklad

Rozhodovaci verzde navic dandislo k. Rozhodsgte, zda mezi kazdymi dma

vrcholy existuje cesta délky nejvyke

1.2.3.5NejdelSi cesty v grafech s cykly kladné délky
Uloha je obdobna jako v minuléntipack, pouze hledame cesty co nejdelsi délky.

1.2.3.6Existence hamiltonovské cesty, kruznice

Je dan neorientovany gr@fs vrcholyV a hranamE. Kruznice (cesta) & se nazy-

va hamiltonovska, jestlize obsahuje viechny vrckiplySechny vrcholy pravjednou).

Je dan neorientovany gréf Rozhodgte, zda v 8Bm existuje hamiltonovska kruz-

nice (hamiltonovska cesta).

1.2.3.7Celctiselné linearni programovani
Jsou dana ceféislag;, ¢y ab, 1<i<m, 1<j<n.

Optimalizani verze Najdite cel&islax,..., X, pro €z je linearni funkce neftsi

n

za podminek
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Rozhodovaci verzeNavic je danocislo B. Rozhod#te, zda existuji cel&isla

X1,-., Xn, SPhHUjici uvedené podminky a prénje lineérni funkce

n
chxj <B.
j=1

1.2.3.8Problém batohu

Je danon predn¥ta py,..., pn , kazdy pednmet ma vahuw(p) a cenuc(p;), pro

i =1,...,n. Dale je danoifrozenécisloK.
Optimalizani verze Najdéte podmnozinu fgdmeéta tak, aby jejich vaha négsahla
K a pitom jejich cena byla nefSi mozna. (Jinymi slovy, najtt podmnoZzinu
| O{1,...,n} takovou, Ze je nejtSi mozna.)
D w(p)<K a Y c(p)
idl idl
Rozhodovaci verzéNavic je dancislo C. Rozhodste, zda lze vybratipdméty
tak, aby sotet jejich vah nefesahlK a souet jejich cen byl alesgoC. (Jinymi slovy, roz-

hodrete, zda existuje podmnozinal {1,...,n} takova, Ze

D w(p)sK a Y cp)=C.)

iol iol

1.2.3.9D¢leni kaFisti

Je danm predneta py,..., pn , kazdy pednet ma cenwc(p) , proi =1,...,n. Roz-
hodrete, zda lze rozfit prednéty na dw skupiny tak, aby s@et cen pednEta v obou
skupinach byl stejny. Jinymi slovy, rozhate, zda existuje podmnozinad [0 {1,...,n}
takova, Ze

D cp)=) c(p).

iol idl
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1.2.3.10T#irozmérné parovani

Jsou danyit mnozinyK, L aM o n prvcich. Navic je dana mnozipatrojic (k, |,
m), kdek 0K, | 0L am M. Rozhodgte, zda existuj&/ [1 X takova, Ze Zzadné &vrojice

Z'Y se neshoduji v Zadné slozc¥ absahuje prayn trojic.

1.2.4 NP-t&zké Glohy

Rekneme, Ze rozhodovaci Uloblaje NP-&zka (NP-hard), jestlize se na ni polyno-

mialn¢ redukuje kazda NP-uloha.

Z tranzitivity redukce uloh dostavame, Zze NBke jsou ty dlohy, na které se poly-

nomialreé redukuje gktera NP-Upln& uloha.

To v jisttm smyslu odpovid&gusta¥, Ze NP-¢Zka uloha je ,aspotak €zkéa jako
vSechny NP-UpIné ulohy“. Kdybychom totiZ glinpolynomiélné rychle vyesit optimali-
zani verzi rekteré NP-UpIné ulohy, u#h bychom polynomiala vyiesSit vSechny NP Ulo-
hy. OvSem nas pojem NBzké ulohy je SirSi, obsahuje i rozhodovaci Glohgré nejsou
ve tidé NP. Uvel’'me giklad NP-Ezké ulohy, ktera neni véide NP.

Je dan gra acisloL. Rozhodgte, zda existujeiiesré L raiznych obarveni grafu G

barvami {1,...,k}, pro k= 3.

Je Zejmé, Ze pro tuto Ulohu nemame moznost jednodusét mdpowd’ ano. |
kdyby rekdo vypsalL obarveni grafuG barvami {1,...,k}, nenxli bychom jistotu, Ze jina
obarveni neexistuji. Na druhé stéamkdybychom nili polynomidlni algoritmus pro tuto
tlohu, ungli bychom polynomials resit i ulohu, zda dany graf je trojbarevny. To Iz

menalo, ze P = NP.

1.3 Dalsi tridy uloh podle sloZitosti

Strné se zminime o dalSiniidéni Gloh, pro &z existuje algoritmus, ktery j@si,
byt je tteba v praxi nepouzitelny. Vychazime zdeiedpokladu, Zeitdy P a NP nejsou
stejné.

Jestlize B2 NP, pak Zzadna NP-Uplna uloha neni polynondiédisitelna. Mizeme se
tedy ptat, zda existuji NP-ulohy, které nejsou\afi, ani nejsou NP-UpIné. Jinymi slovy,

zda existuji tlohy, které jsou svou obtiznosti ,ih@zulohami a NP-Uplnymi tlohami.
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Jestlize pro d¥rozhodovaci ulohyJ /P aV [JN plati, zeU [}V, a neplati, ze

V [}, U, pak existuje rozhodovaci tuloMés vlastnostmi:

HU LWLV,

2)neplati anW 5, U aniV [}, W.

Jestlize je tedy ulohd lehei nez dlohav, pak najdeme ulohW, ktera je svoji ob-
tiznosti mezi obtiznostmi uldb a V.

Toto tvrzeni m&adu disledka. Nagriklad za pedpokladu, Ze B NP, existuje mezi
P-Ulohami a NP-Uplnymi ulohami velmi bohata Skaiznosti uloh. Totiz, je-li uloha U
ve fid¢ P a uloha V veridé NPC, pak existuje ulohd; obtiznosti mezU aV. Dale exis-
tuje ulohaU, obtiZznosti mezi Ulohanmi aU;, tlohaU; obtiZznosti mezi ulohant a U,
atd.

Podotkiéme ovSem, Zetdkaz gedchoziho tvrzeni se nezabyva ulohami ,ze Zivo-
ta“. Uloha se zde chéape jako jazyk nad danou aloec@fl jako mnozina slov dané abece-
dy) a v dikazu se vytvé jazyk W, ktery lezi ,mezi" jazykyU a V. Proto i ffes dokazany
fakt (i jeho disledek) neni jasné, zda existuje NP-uloha ,ze alyditera by nebyla ani ve
tiide P, ani veitidé NPC.

Vime, Ze NP-ulohy jsou ty rozhodovaci ulohy, pter& se snadno &t odpowd’
»-ano“, mame-li k dispozici dodataou informaci, tzv. certifikat. Vifpad odpowvdi ,ne",
muze byt situace obtiZsi. U NP-Uplnych Uloh se zatim nezna podstépsi zgisob nez
vyzkouSeni skoro vSech mozZnosti. Zaime-li u NP-Uloh odpasd’ ,ano” a ,ne“, dosta-

neme tzvcoNP-ulohy.
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b)

P=MP=coMP

d)

Obr. 1. Ukdzky mnoZin a podmnoZizmych fid

Rozhodovaci uloh& je ve tidé coNP, jestlize existuje NP-ulohd takova, Ze pro

kaZdou instandi tlohyU plati:
| je ANO-instance ulohy prawv tehdy, kdyA4 je NE-instance alohy.

Rozhodovaci ulohll je coNP-Uplna §oNP—complete), zkracértoNPC, jestlize je

CONP a kazd@&oNP-uloha se na ni polynomidlnedukuje.

ZtotoZznime-li rozhodovaci ulohU s jazykemLy nad rjakou abecedou, (tj. do
jazykaly dame kazdou ANO-instanci tlohy, zakédovanou jako slovo nad vhodnou pev-
nou abecedou) pak theme pedchozi definici feformulovat takto: Jazyky je jazyk

coNP-ulohy pra¥ tehdy, kdyz jeho doptik je jazyk NP-Ulohy.

Ani zde se nevi, zda platoNP = NP, nebo zda to neplati. Protofida P je pod-
mnozinou fid coNP a NP, nastava jedna z moznosti znazogreh na Obr. 1. #itom vice

se & variantam &i b.

1.3.1 Trida P SPACE

Az doposud byli dlohyitdény podlecasové nareénosti algoritnii, které pro danou
Glohu existuji. Nyni se zattme i na paré&’ové naroky algoritra feSicich danou ulohu.

Rozhodovaci Uloha U je véidé PSPACE jestlize existuje (deterministicky) algo-
ritmus, kteryfeSi U a ktery ma pa¥tiovou slozitost nejhorSiharipadu Qp(n)) pro rejaky

polynomp(n).
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Lze dokazat, Ze algoritmus, ktery je w&& P, se da naprogramovat tak, ab§l m

také polynomialni pastové naroky. Jinymi slovy plati

P U PSPACE

Podob#g jako jsme definovalitfdu NP, Ize definovat iftdu NPSPACE Rozhodo-
vaci Uloha pat do tidy NPSPACEpraw tehdy, kdyz pro ni existuje nedeterministicky

algoritmus, ktery jieSi, a ma polynomialni patovou sloZzitost.
NPSPACE= PSPACE
Rovnost je jedna z mala rovnosti, kterou se filmddokazat.
Odtud dostavame
PO NP PSPACE

A tady nelze rozhodnout, zda MPPSPACK: NP = PSPACE Pouze druha z rov-
nosti poklada za nepraygbdobnou.

1.4 Algoritmicky ne reSitelné ulohy

VSechny ulohy, se kterymi jsme se az dosud setlgly feSitelné algoritmicky, ta
lehce,¢i obtizre. Pro ty nejobtizgSi existoval algoritmus (také zvanyetoda hrubé si)y
ktery vyZzadovakas v nejhordimipact umerny 2" & nl. Je pravda, Ze v praxi je takovyto
algoritmus ténd nepouzitelny, ale algoritmus existuje. Nyni ukageire ulohy mohou byt

I s

kové ulohy se ozriaiji jako algoritmicky né&esitelné nebo jako Ulohy nerozhodnutelné[1].
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2 TURING UV STROJ

2.1 Klasicky Turing av stroj

Motivaci pro Turingv stroj se stal v roce 1900 tzZkntscheidungsprobleifnozho-
dovaci problém). V &m nimecky matematik David Hilbert formuloval probléng kterém
se ptal, zda existuje mechanicky proces, kterytmgeZno rozhodnout o pravdivosti libo-
volného matematického teorému nebo vyroku. Hilberth¢l pieswdéit, zda je nafiklad
mozné vyjadit kroky matematického ikazu spiSe posloupnosti syminohez slozitym
matematickym aparatem. Toho se chopil Turing ahiastroj, ktery nél simulovat postup

matematika p vytvareni dikazu. Takovy stroj k1 n¢kolik zakladnich vlastnosti:

1) Musel nahradit slozitou symboliku matematickkebki. V takovém pipact Slo
kazdou konénou mnozinu symbélnahradit pouze dvna symboly (jako je 0 a 1) a prazd-

nou mezerou, kterd by oba symboly &éldgala.

2) Podobn jako si matematik zapisuje poznamky na papir, mangav stroj k

zapisu nekonmou pasku skladajici se z indo/ze kterych se symbol zapisdjel

3) Nad touto paskou je mozné prostida pomoctteci hlavy operacéteni, zapisu

a posunu pasky (read, write, shl, shr).

4) ProtoZze je mozné symbodyst, zapisovat nebo se posunovat po pasce, je pro
Turingav stroj dilezity vnitini stav, ve kterém operaéieni provadimedteny symbol a
stav tak ukuji dalSi akci a fechod do dalSiho stavu).

5) Protoze se chovani tohoto stroje vyviji podleutky grechodi, mizemetici, Zze

kazdy nasledujici stav Ize jednoZnauréit na zaklad ¢teného symbolu a aktualniho sta-

vu. Jeho chovéni je protieterministické
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NI
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Obr. 2. Model Turingova stroje

Vypocet z&ina tak, Ze jsou na pasce uloZzenagpgni data (pokud jsoudmka) a
vlastni kod programu. Hlava je pak uvedena do stkiery odpovida ndeni kédu pro-
gramu a stroj tak zapone vyp@et, gechazi mezi stavy a po skami WtSinou zapiSe vy-
sledek. Vidime, Ze takto se chovajici model byaevdimi dolte @irovnat k funkci dnes-
nich pa&itact. PrestoZze moderni technologie neviélaal 30.let pokraily, Turingtiv model
muZzeme k popisu chovani §itect pouzit bez Uprav i dnes. Pomoci Turingova straje p
bylo dokéazano, Zze odp&¥ na pa@ateeni Hilbertovu otazku je zaporna. Neexistuje tak me-
chanicky stroj, ktery by rozhodl pravdivost neb@radivost libovolného matematického

vyroku.

2.2 Pravdépodobnostni Turingiv stroj

Nyni si redstavme, Ze vyvoj mezi stavyiséi podle toho, jaky je vysledekjake-
ho nahodného jevu - néklad hodu kostkou. V takovéntipad je néasledujici stav ten
stochastickyysledkem hodu. Navic s moZnostiteginostnit nebo potte nekteré snéry
vyvoje pomoci vahovych koeficiaint Na tomto zakladu je zaloZepravdepodobnostni
Turinguv stroj (PTS)PTS je schopefesit vSechny problémy deterministického Turingova
stroje atasto dokonce dojdeileSeni rychleji. U obou typstroji vlastré balancujeme mezi
dvéma poly: jistota, Ze dojdeme feSeni (pokud existuje) u klasického Turingova stroj
stoji proti moznosti, Ze najdeme spraw¥aéeni rychleji u PTS.iBstoze je Turingy stroj
matematickym modelem, nezbavil se vSeckZatlasickeé fyziky a jako takovy vychazi z
jejich poznatk. Se znalostmi kvantové mechaniky vSak bylo mozigdi iPTS upravit a

definovat tak model, ktery popsal proces kvantowgfpmctu.
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2.3 Kvantovy Turing @v stroj

Hlavnim impulzem pro vznikvantového Turingova stroje (KT ®ylo v roce 1973
potvrzeni Charlese Bennetta, ktery dokazal jeherailitu. To nesstalo bez povSimnuti
Paulem Benioffem, kterého napadlo, Ze by Slo napibdgvoj reverzibilniho kvantového
systému na Turinga@vstroji. Na prace Benioffa a pagdi Richarda Feynmana navazal
prvnim popisem opravdového KTS v roce 1985 DavidtBeh. Kvantova verze #fa tyto

hlavni charakteristiky a odliSnosti od klasickétroje:

1) Cteni, zapis a posun pasky se odehraval pomoci émantechanickych interak-

Ci.

2) Mistocisté 0, 1 a mezery se nyni setkAvame v kazdéebpasky se superpozici
stavi 0 a 1, cozZ si iveme pedstavit jako vektor v jednotkoveé kouli; odklon sxslé osy

zde utuje podil zastoupeni 0 a 1.

3) Superpozice zde umae vyuzit kvantovy paralelismus - moznost prastad

jednu operaci nad vice daty sasre.

Nejlépe si Ize KTS jmdstavit jako kvantové zobesri PTS. Pokud nechame po
urgitou dobu takovy KTS vyvijet (nebudeme jegifit), mizeme stav vyjéit jako souet
pravdEpodobnosti vypéetnich cest, kterymi fize stroj projit. U KTS se v jednom kroku
nebere pouze jedna ndhédivolena cesta (jeden nasledujici stav, jako jeutar®TS), ale
vypocet pokr&uje v duchu kvantového paralelismu vSemi moznynstami naraz. Se
vznikem KTS bylo moZné zaffit Usili na otdzky vypétatelnosti, slozZitosti a univerzal-
nosti kvantovych pé&tacu. Vypotitatelnost je spojena s otazkou, zda je mozné @rdan
problému rozhodnout (nebo nalézt &mu feSeni) v kongném ¢ase. Pokud algoritmus,
tery by €mto pozadavém vyhowl, neexistuje, nazyva se problém newjpeatelny. Hleda-
ni algoritmu kieSeni problému vede i k tomu, Ze fiklad pro generovani nahodnétisla
Zzadny Kklasicky algoritmus neexistuje (neni mozngewmerovat opravdu nahodréslo,
protoZe vSechny klasické generatory musi byt zalpzea vypétu vstupi dle daného
piedpisu), kdezto u kvantovych ftaca takovy algoritmus existuje. Vychazi totiz ze za-
kladni vlastnosti firody - okamZiku ndhodného kolapsu vinové funkceslagatni stav i
meéieni kvantového systému. Slozitost neboli komplepataruhou vlastnosti, ktera nas u

kvantovych peitacu zajima. Souvisi s ni efektivita kvantovych algofita nasledai vy-



UTB ve Zling, Fakulta aplikované informatiky 23

kon kvantovych péitaci. Aby se dokazalo, Ze vyzkum kvantovychipast maze mit v
budoucnosti i prakticky dopad, &da se Bhem 90.let vyniovat fada moznych aplikaci,
které vyuZzivaji superpozice kvantovych sysiéwuplatréni kvantoveho paralelismu a tim
i vylepSeni slozitosti dosavadnich algofitrdako piklad uve’me znamy problém s fakto-
rizaci velkych celycltisel na sotin prvcisel. NejlepSi znamy klasicky algoritmus dosa-

huje exponenciélni slozitosti, kterou Ize vyjéghko:

ofut)

Kde L=In n an je celégislo, jehoz rozklad hledame. Vidime, &sova narénost
roste velmi rychle s velikosti vstupu. Tento problge ze skupiny NP problému nichz
existuje efektivni nedeterministicky algoritmushge ieSeni v polynomiélnintase o¥fit
Ize. ReSeni takového problému deterministickym algoritnremi kvili poétu vypasetnich
krokt schudné. Nicmén u faktoriz&niho problému se zatim nepdila dokazat, Ze nema
efektivni algoritmus &ici v tid¢ slozitosti P, tj. v polynomialnimase, a proto je mozné,
Ze bude takovy algoritmus jeédtbjeven. V roce 1994 se Peteru Shorovi z AT&T Ralbs
poddilo vymyslet kvantovy faktorizéni algoritmus, jehoz slozZitost je na kvantovendipo
taci polynomialni. Takové&adové vylepSeni znamenalaiflmm ve vyvoji kvantovych algo-
ritma. Podob# jako se daji rozidit algoritmy u klasické a pra¥godobnostni verze Tu-
ringovych stroji, Ize definovat i kvantové slozZitostriidy. Pro pehlednost byly vSechny

ttidy s¢azeny do nasledujici tabulky:

Tab. 1. Tabulky/Ad probléna

Trida Popis
P schidné algoritmy BzZici nejhife v polynomialnintase (dale jen PT),
piiklad: nasobeni
NP nesctidné algoritmy; pouze spravndsteni lze o¥kit v PT, giklad:
faktorizace
NP-tolny NP problémy vzajemnmapovatelné v PT fiklady: SAT, obchodni
piny cestujici, planovani
ZPP problémytesitelné s jistotou v pmérné PT na PTS
BPP problémytesitelné s p > 2/3 v ndjte PT na PTS
QP problémytesitelné s jistotou v nejile PT
ZQP problémyiesitelné s jistotou v pmérném PT
BQP problémyiesitelné s p > 2/3 v nejie PT
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Univerzalnostie schopnost efektivnsimulovat jeden Turing stroj druhym. Tu-
ringa napadlo, Ze kdyz vytyiotransformani pravidla jednoho Turingova stroje jako pro-
gram (posloupnost i} pro jiny stroj, bude tento stroj schopny simulogavni stroj. Tak
vznikla myslenka, Ze je mozné vyktoprogramovatelny potac - Turingiv stroj, jehoz
programem je &aky algoritmus. AZ v roce 1996 potvrdili Seth Ltbg Christof Zalka, ze
univerzalnost plati také u kvantovych¢iaca. To znamena, Ze jeden kvantovy systém

dokaze simulovat jiny[2].
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3 PARETO OPTIMUM

3.1 Charakteristika multikriterialniho optimaliza ¢niho problému

Optimaliza&ni multikriterialni problém je popsan &wa nebo vice delovymi funk-

cemi a ma za ukol nalézt minimum kazdé zadané finkc

Fi({xi}), Fo({xi}), -...... , Fm({Xi})

Optimalni feSeni odpovidajici nezavislym optimalizacim jedagth (Celovych
funkci jsou zpravidla rozdilna &sto byvaji ve vajemném protikladu. Obe¢ageni mul-

tikriterialniho problému je tzv. Pareto MnoZinaiopdlnichieSeni.

3.2 Matematicka formulace multikriterialniho problému

Méame najit minimum funkce:

min f({x; })
kde

fxi}) = [Fa{xi D), F{x i), -  FnfxiD] "

pri spInéni nésledujicich podminek kde

g({xi}) <0
znamena fpustnou oblast

hd({xi}) =0
vazbové podminky

Xi,min < Xi = Xi,max

prirozené podminky

Cilem multikriterialni optimalizace min f({}) je nalézt minimalni kvku ktera se
nazyva Pareto Optimum. Nalezeni $gd/ prostoru vSechélovych funkci a odpovidaji-

ci hodnoty optimalizénich prongnnych v prostoruifpustné oblasti

Pareto optimum je sithnedominantnteseni, tzn. Ze 74dna #alovych funkci se
nemize zmensovat bez zagnéni sokasného zvyseni nejmé&fedné dalSi &€elové funk-

ce.
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Jestlize ale slozky vektor@lovych funkci f({x}) nejsou plr¢ nezavislé, potom zpravidla exdstuje
Pareto optimum — mnozina optimalni@seni

Zde uvedeny iiklad je pro d¥ ucelové fukce a maji minimalizovat naklady a prav-

dépodobnost vyskytu poruchy.

min C({x}
Pareto optimum (L\j)

minimalni krivka min P({Kl})

pravdépodobnost vyskytu poruchy

Obr. 3. Minimalizace naklada pravapodobnosti vyskytu poruchy

Konce minimalni kivky ptredstavuji d¢ absolutni minima oboucélovych funkci

uvaZzovanych samost&{s].
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PRAKTICKA CAST
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4 TESTOVACI PROBLEMY

4.1 De Jong's function 1
Matematicky zapis:

(=3 %

- 512<x < 512
n=1...,n

Obr. 4. 3D-zobrazeni De Jong's function 1, n = 2

Globalni minimum f (x,x2)= 0, sodadnice [0,0], i dimenzin = 2.
NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

FDR-PSO(112)(fitness-distance ratio — particle swasptimization), FDR-PSO(111),
FDR-PSO(102), FDR-PSO(012), FDR-PSO(002) [4], [6].
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4.2 Axis parallel hyper-ellipsoid
Matematicky zapis:
f(x) = zn:i x X
i=1

- 512< X < 512
n=1%....n

Obr. 5. 3D-zobrazeni funkce Axis parallel hypeipstbid, n = 2

Globalni minimum f (x,x2)= 0, sodadnice [0,0], fi dimenzi n = 2.
NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

FDR-PSO(112)(fitness-distance ratio — particle swasptimization), FDR-PSO(111),
FDR-PSO(102), FDR-PSO(012), FDR-PSO(002) [4], [6].
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4.3 Rotated hyper-ellipsoid

Matematicky zapis:

(0=

—-65536< X < 65536

Obr. 6. 3D-zobrazeni funkce Rotated hyper-ellipsoid 2

Globalni minimum f (x,x2)= 0, sodadnice [0,0], i dimenzin = 2.

NaieSeni této testovaci funkce byli pouzity nasleduwjigoritmy:

FDR-PSO(112)(fitness-distance ratio — particle swasptimization), FDR-PSO(111),
FDR-PSO(102), FDR-PSO(012), FDR-PSO(002) [4], [6].
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4.4 Rosenbrock’s Valley(Banana function)

Matematicky zapis:

£(x) = 31100 (x, 3 J + (1- x )
i=1
—2,048< x <2048

4000
2000
zo0o

Looo

Obr. 73D-zobrazeni funkce Rosenbrock’s Valley,ah =

Globalni minimum f (x,x2)= 0, sotiadnice [1,1], i dimenzin =2

NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasleduwaligoritmy:

FDR-PSO(112)(fitness-distance ratio — particle sawasptimization), FDR-PSO(111),
FDR-PSO(102), FDR-PSO(012), FDR-PSO(002) [4], [6].
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4.5 Griewangk’s function

Matematicky zapis:

B n )§2 n X|
F=>-5_- X )41
9= 2. 2000 DCO{J}
~600< x < 600
i=1...n

Obr. 8. 3D-zobrazeni funkce Griewangk's functior, 2

Obr. 9. Vyez pribehu Griewangk’s function

Globalni minimum f (x,x2)= 0, sodadnice [0,0], i dimenzin =2
NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

FDR-PSO(112)(fitness-distance ratio — particle swasptimization), FDR-PSO(111),
FDR-PSO(102), FDR-PSO(012), FDR-PSO(002) [4], [B],
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4.6 Sum of different powers

Matematicky zapis:

Obr. 10. 3D-zobrazeni Sum of different powers, 2 =

Globalni minimum f (x,x2)= 0, sodadnice [0,0], fi dimenzin =2

NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

FDR-PSO(112)(fitness-distance ratio — particle swasptimization), FDR-PSO(111),
FDR-PSO(102), FDR-PSO(012), FDR-PSO(002)[4].
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4.7 Shekel Function

Matematicky zapis:
f(x):i . 1
e +Z(Xj ~ )2
j=1
c=[l 2 2 4 4 6 3 7 5 5
4186 32518©6 7
a:41867951236
4186 32386 7
418 6 79 312 36
0< stlo,j=l2,3,4
i=12,...10

Obr. 11. 3D-zobrazeni Shekel function, n = 2

Globalni minimum f (x,x2)= -10,5364 pro m = 10, stadnice [4,4], j dimenzi n = 2.
NarteSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledwaligoritmy:

Continuous Genetic Algorithm (CGA), GA for GlobalWinimizing Function (GAGMF),
Enhanced Continuous Tabu Search (ECTS), Enhanoed&ed Annealing (ESA), Conti-

nuous Reactive Tabu Search (CRTS min) minimum, i@oatus Reactive Tabu Search
(CRTS ave) average, Taboo Search (TS), INTEROPT [8]
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4.8 Levy function

4.8.1 Levy function No. 3
Matematicky zapis:

m

) cod(j +1)x, + j)

f(x):iicos((i +1)x, +i)
-10< x <10,i =12

]

Obr. 12. 3D-zobrazeni Levy function No. 3, n =2

Tato funkce ma 760 lokalnich minim a 18 globalnieimimum. Hodnota globalniho mi-

nima je f (x)=-176,542, pro m = 5figlimenzi n = 2.
NaieSeni této testovaci funkce byli pouzity nasleduwjigoritmy:

SimplexEvolution (SE), Annealed Nelder and Meadhndt(ANM) [9].
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4.8.2 Levy function No. 5

Matematicky zapis:

m

0= Yicod i+ +1)3, jcos(j +1p + 1)+ (4 +142519 + x, + 08003

j=1

~10<x <10,i =12

Obr. 13. 3D-zobrazeni Levy function No.5, n =2

Tato funkce méa 760 lokalnich minim a 1 globalni imiam. Hodnota globélniho minima
je f(x)=-176,1375 a sdadnice x [-1,3068 ; -1,4248], pro m = 5i gimenzi n = 2.

NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:
SimplexEvolution (SE), Annealed Nelder and Meadhndt(ANM) [9].
4.8.3 Levy function No. 8

Matematicky zapis:

f (x) = sin®(73,) + 1(y1 —1)2[1+105in2(715/i +1)]+ (y, -1

y =1+’94_1,i =1..n

~10<x <10,i =12,....n

Tato funkce ma kolem 125 lokalnich minim a 1 glolbd@hinimum o hodnet f(x)=0 sou-
fadnicich x [1;1;1].

Na feSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledwgigoritmy: SimplexEvolution (SE),
Annealed Nelder and Mead method (ANN).
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4.9 Six-hump camel back function

Matematicky zapis:

4
f(xy)= x2(4— 21x° +X§J + Xy + y2(4y2 - 4)

-3<xy<3

Obr. 14. 3D-zobrazeni Six-hump camel back function?2

Globélni minima jsou na seadnicich [0,0898; -0.7126], [-0,0898; 0.7126] a matd f

()= 0, pi dimenzin = 2.

NaieSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledwjigoritmy:

Simultaneous Perturbation Stochastic ApproximafeidSA), Stochasti&pproximation
(SA), DIviding RECTangle®IRECT), Efficient Global Optimization (EGO), Sequential
Kriging Optimization (SKO) [10].
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4.10Branin function
Matematicky zapis:

2

2
f(x)= (1— 2X%, +2—1Osin4775(2 - xlj +(x2 —%sianl)

Obr. 15. 3D-zobrazeni Branin function, n =2

Globalni minima jsou na séadnicich x= [z, 12.275],  , 2.275], [9.42478, 2.475], hod-
nota fk) =0.397887, p dimenzin = 2.

NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

Pure Random Search (PRS), Simulated Annealing tyesl 2 (SA1 and SA2, respective-
ly), Tabu Search (TS)[6,11].
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4.11 Shubert function

Matematicky zapis:

f(x) = rjzjsm (j+1)x + i)
-10< x <10, =12,...,n

Obr. 16. 3D-zobrazeni Shubert function, n =2

Tato funkce ma 18 globalnich minim. Hodnota glod@&nininima je f (x)= -186,7309, pro
m =5, @i dimenzi n = 2.

NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

Pure Random Search (PRS), Simulated Annealing tyesl 2 (SA1 and SA2, respective-
ly), Tabu Search (TS)[6,11].
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4.12 Easom function

Matematicky zapis:

[ge

i=1

f(x)= —(” cos(xz)j X

~100< x <100

Obr. 17. 3D-zobrazeni Easom function, n =2

Globalni minimum je na s#adnicichx= [r, n] a hodnota f(x) = - 1,#pn = 2.

NateSeni této testovaci funkce byli pouZzity nasledwaigoritmy:

Enhanced Continuous Tabu Search (ECTS), ContinuousSedmeh (CTS), Continuous
Reactive Tabu Search (CRTS min), Continuous Reatabel Search (CRTS ave, Taboo
Search (TS), Enhanced Simulated Annealing (ESA), INTER[BRL.2].
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4.13Goldstein & Price Function

Matematicky zapis:

f(x)= (1+ (% + %, +1)2(19—14x1 +13x7 —14x, + 6XX, + 3x22))
x (30+ (2x, -3x,) (18— 32x, +12x% — 48x, — 36x,X, + 27x22))

Obr. 18. 3D-zobrazeni Goldstein & Price functiors &

Globalni minimum je na sdadnicichx= [0, 1] a hodnota f(x) = - 3fpn = 2.

NateSeni této testovaci funkce byli pouZzity nasledaiigoritmy:

Enhanced Continuous Tabu Search (ECTS), ContinuousSedmeh (CTS), Continuous
Reactive Tabu Search (CRTS min), Continuous Reatabel Search (CRTS ave, Taboo
Search (TS), Enhanced Simulated Annealing (ESA), INTER[BR.2].
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4. .14 Hartman function

Matematicky zapis:

m - 'X‘_Pijz
f0=-Ya e )}
i=1
a=1 12 3 32
3 10 30
0l 10 35
3 10 30
0l 10 35
6890 1170 2673
54| 4699 4387 7470
1091 8732 5547

381 5743 8828

Obr. 19. 3D-zobrazeni Hartman function, n =2

Globalni minima jsou na seéadnicichx = [0.114, 0.556, 0.852{(x) = -3.86
, pii dimenzin = 3.

NateSeni této testovaci funkce byli pouZzity nasledwaiigoritmy:
Simultaneous Perturbation Stochastic Approximat8iRSA), Stochasti&pproximation

(SA), DIviding RECTangle®IRECT), Efficient Global Optimization (EGO), Sequential
Kriging Optimization (SKO) [10].
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4.15Langerman function

Matematicky zapis:

m —;Z (Xi ~gj )2 5
f0=-ce "™ CO{HZ(X,» -a)) J

Hodnoty pro prorinné g a G jsou v ffiloze 1.

Obr. 20. 3D-zobrazeni Langerman function, n =2

Globalni minimum ma hodnotu f(x) =-1,0809 naigwnicich x [9,681;0,6667]fpm=5 a

pii dimenzi n = 2.

NafieSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledwjigoritmy:

Steady-State Genetic Algorithm (SSGA), Populatioaifding Algorithm (PTA) [7,13].
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4.16 Modified Shekel’s Foxholes function

Matematicky zapis:

m 1
f(x)=->
i=1Z(Xj _aﬁ)z*CI

j=1

Hodnoty pro prorénné g a G jsou v (filoze 1.

Obr. 21. 3D-zobrazeni Modified Shekel's Foxholesction, n = 2

Globalni minimum f(x)= -10,406 na stadnicich x [8,024;9,147]ipdimenzi n = 2

NateSeni této testovaci funkce byli pouzity nasledaigoritmy:

glb Solve, DIRECT [14, 15].
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ZAVER
Uvedené funkce jsou vSechniilpze 1. ata je na CD. Funkce jsou realizovany
v programovém pro&di Mathematica a ve 3D-pohledu. U vSech funkai jpeedeny ma-

tematické formulace a globalni minimag&iim Ze tato prace @ize pomoci lidem kié se

zabyvaji designem evalinich algoritnd.
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Seznam pouzitych symhoa zkratek

U Uloha

A Algoritmus

K Celkova vzdalenost
O Slozitost

p(n)  Polynom
KTS Kvantovy Turingv Stroj
m Paet kroki

n Dimenze
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SEZNAM PRILOH

Na pilozeném CD je notebook do présti Mathematica, ktery je pojmenovan funkce.nb



