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ABSTRAKT

Cilem této diplomové préce je vyuziti metod matematické morfologie pti pienosu signalu.
Prace je rozdélena do dvou casti. Teoretickd ¢ast se zabyvad morfologickymi pojmy a
morfologii zvuku. Poté je uveden stru¢ny prehled pojmi teorie svazl. Na zavér teoretické

¢asti jsou rozebrany jednotlivé morfologické operace.

V praktické ¢asti diplomové prace jsou uvedeny zéklady formalni konceptualni analyzy,
jez je dale aplikovana na morfologické operace. Dale je v praktické casti provedena
morfologie obrazl, ktera vyuziva popisné logiky, formalni konceptualni analyzy a
matematické morfologie uplnych svazii. V samotném zavéru je provedena aplikace

matematické morfologie na obraz mozku.

Klicova slova: Matematickd morfologie, morfologické operace, formalni konceptualni

analyza, teorie svazi, formalni koncept, formalni kontext, konceptualni svaz.

ABSTRACT

The aim of this thesis is to use methods of mathematical morphology for signal transfer.
The thesis is divided into two parts. Theoretical part deals with morphological concepts
and morphology of sound. Later on, you can find brief overview of the concepts of lattice

theory. The end of the theoretical part deals with various morphological operations.

Practical part of the thesis describes basics of formal concept analysis, which is further
applied to morphological operations. Later on, it performs morphology of images, which
use descriptive logic, formal concept analysis and mathematical morphology of complete
lattices. At the end, you can find application of mathematical morphology to the image of

brain.

Keywords: Mathematical morphology, morphological operators, formal concept analysis,

lattice theory, formal concept, formal context, concept lattice
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UvVOD

V dnesni dobé je matematicka morfologie aplikovana do rlznych oblasti. Jedna se
napiiklad o biologii, materidlovy vyzkum, geologii, kriminalistiku, obrazovou inspekce
V primyslu, rozpoznavani znakd a dokumentl. Operatory matematické morfologie se
obvykle pouzivaji tam, kde je pozadavek na kratky Cas zpracovani. Matematicka
morfologie je pomérné nova oblast, jejiz vznik je datovan do druhé poloviny 20. stoleti.

Nyni je vyzkum oblasti matematické morfologie velmi aktivni.

V této diplomové praci se budeme podrobné zabyvat vyuzivanim metod matematické
morfologie pfi prenosu signalu. V prvni ¢asti diplomové prace jsou nejprve popsany
zakladni morfologické pojmy, které jsou aplikované na binarni obraz a Sedotonovou
matematickou morfologii. Dale je provedena aplikace matematické morfologie na
zvukovou detekci. Jsou tu také uvedeny zaklady teorie svazu. V zavéru teoretické casti
jsou popsany zakladni morfologické operace. Konkrétné se jedna o dilataci, erozi, otevieni,

uzavreni, skelet a mnoho dalSich.

V praktické casti mizeme nalézt popis formdlni konceptudlni analyzy, kterd je poté
aplikovana na morfologické operace, popisnou logiku a na teorii svazii. Formalni
konceptualni analyza je moderni metoda pro analyzu dat. Jednd se o seskupovani
zkoumanych objektl podle jejich spoleénych vlastnosti. Formalni konceptualni analyzy se
vyuziva v mnoha odvétvich. Hlavnim cilem této metody je jeji aplikace na technické
obory, jako je napiiklad uméla inteligence, vyhledavani informaci a softwarové
inzenyrstvi. V dnesni dob¢ je formalni konceptualni analyza rozsifena do rtiznych oblasti

piirodnich véd. Své uplatnéni nachézi i v medicing.

V uvodu praktické casti mizeme najit popis zakladnich pojmi a definic formalni
konceptudlni analyzy. Konkrétné se jednd o formalni kontext, indukované Galoisovy
konexe, formdalni koncepty, konceptudlni svaz, atributové implikace, vicehodnotové
kontexty a konceptualni $kalovani. Je tu uvedena i morfologie obrazii pomoci formalni
konceptudlni analyzy. Zde je vyuzito popisné logiky, tvorba algoritmu pomoci formalni
konceptualni analyzy a operatord matematické morfologie v uplnych svazech. Konkrétné
se jednd o morfologické operatory eroze. Na zavér této diplomové prace je provedena
aplikace matematické morfologie, popisné logiky a formalni konceptualni analyzy na

obraz mozku.
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|. TEORETICKA CAST
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1 MATEMATICKA MORFOLOGIE

Matematicka morfologie (MM) je teoreticky model opirajici se o teorii svazi. Tento model
je pouzivany pro pfedzpracovani a segmentaci obrazl. Principy matematické morfologie
jsou zaloZeny na nelinearnich operacich v obrazu. Nejéastéji je matematicka morfologie
aplikovana na digitalni obrazky. OvSem mize byt pouzita taky na grafy a rizné prostorové
konstrukce. MM byla ptiivodné vyvinuta pro binarni obrazy. Pozd¢ji byla rozsifena do vice

stupiii Sedi az po rizné barevné obrazky.

1.1 Historie matematické morfologie

Prvni zminka o tomto oboru je datovana na pocatek 20. stoleti, o coZ se zaslouzil svou
praci Minkowsky. Dale se matematickou morfologii zajimali Dineen, Kirsch, Preston,

Moore a Golay.

Vznik matematicka morfologie je datovan na rok 1964. Za jejim zrozenim stali dva
Francouzi Jean Serra a Georges Matheron na akademické padé Ecole des Mines de Paris
ve Fontainebleau. Z po¢atku matematicka morfologie pracuje jen s binarnimi obrazy. Byly
vytvoiené binarni operatory, jako jsou dilatace, eroze, otevieni, uzavieni, skelet, hit-miss
transformace, zeslabeni, zesileni a mnoho dalsich. VétSina prace v tomto obdobi vznikala

ve Fontaineableau. Nahodny ptistup byl vyvinut na zédkladé novych modeli obrazu.

Od poloviny roku 1970 byla matematickd morfologie rozsifena do vice stupnt Sedi. V roce
1986 Jean Serra zobecnil matematickou morfologii do teorie zalozené na uplnych svazech.
Toto zobecnéni umoznilo pouziti na mnohem vétSim poctu struktur. Napiiklad na
barevnych obrazcich, videich, grafech a riznych sitich. Dale Matheron a Serra formulovali

teorii morfologického filtrovani.

Na pocatku devadesatych let byla oblast vyzkumu matematické morfologie velmi aktivni.
Zacala se objevovat jako hlavni téma v riznych odbornych c¢asopisech napi. IEEE
Transaction on PatternAnalysis and Machinelntelligence nebo IEEE Transactions on
Signalprocessing a v mnoha dalSich. Nasledovné byly pro matematickou morfologii
zalozeny odborné konference. V roce 1993 vytvofil Henk Heijmans a PierreSoile

komunikac¢ni kanal pro lidi zajimajici se o matematickou morfologii [8], [11], [23].
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1.2 Zakladni morfologické pojmy

V matematické morfologii je vyuzivano vlastnosti bodovych mnozin. Musi se ovSem
vychazet z predstavy, Ze 1ze redlné obrazky modelovat pomoci bodovych mnozin libovolné
dimenze. To muZze byt naptiklad n-rozmérny euklidovsky prostor.

1.2.1 Zakladni mnoZinové operace

Necht A je mnozina sloZena z uspofadanych dvojic, jestlize A = (ay,a,) je prvek

(element) A, pisSeme
a € A.
Jestlize a neni elementem A
a & A.
Mnozina neobsahujici zadné prvky se nazyva nulova nebo prazdna mnozina — symbol @.
Zpracovanim obrazu jsou soutfadnice pixell piedstavujici oblast obrazu.
Jestlize kazdy prvek mnoziny A je taktéz prvkem mnoziny b, potom A je podmnozinou B
a € A.
Dvé mnoziny A a B jsou disjunkni, jestlize nemaji spole¢ny prvek [16]

anA=a.

1.2.1.1 Sjednoceni (union)
Je mnozina elementd patticich bud’ do A, B nebo obou

C =AUB.

Obr. 1 Sjednoceni mnoziny A, B
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1.2.1.2 Prunik (intersection)
Je mnozina prvki patticich do obou A a B

C=ANB.

Obr. 2 Prunik mnozin A, B

1.2.1.3 Doplnék (complement)
Doplnék mnoziny A je mnozina prvka, které nejsou v A

C=ANB.

7

Obr. 3 Dopln¢k mnoziny A

1.2.1.4 Rozdil (difference)
Rozdil dvoumnozin AaB,A— B
A—B = {w|lwe€Aw¢&B}AnBC.

Mnozina prvku patiicich do A, ale ne do B.
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Obr. 4 Rozdil dvou mnozin A — B

1.2.1.5 Zrcadleni (reflection)
Zrcadleni mnoziny B

B

{wlw= —b,b € B}.
Jestlize B je mnozina pixeld piedstavujicich objekt v obraze, pak B je mnoZina bodi v B,
jehoz soutadnice (x, y) jsou nahrazeny souradnicemi (—x, —y).
1.2.1.6 Translace (translation)
Translace mnoziny B bodem z = (zy,z,)
(B), = {clc= b+2z,b€B}.
Jestlize B je mnozina pixeld ptedstavujicich objekt v obraze, pak (B), je mnoZzina bodu
Vv B, jehoz soufadnice (x,y) jsou nahrazeny soufadnicemi (x + z;,y + z,) [16].
1.2.2 Logické operace

Logické operace jsou binarni obrazy, které jsou vyjadieny nulami (pozadi) a jednickami

(poptedi). MnoZinové operace vznikaji mezi soufadnicemi objektll v bindrnim obraze.

e ANB=AND

e AUB=0R

e A€ =NOT

e A—B=DIFFERENCE
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1.2.2.1 Pravdivostni tabulky logickych operaci

AND OR
Vstup A | Vstup B | Vystup Vstup A | Vstup B | Vystup
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
NAND NOR
Vstup A | VstupB | Vystup Vstup A | VstupB | Vystup
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0
XOR
NOT Vstup A | VstupB | Vystup
A A 0 0 0
1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0

Obr. 5 Pravdivostni tabulky logickych operaci

1.3 Binarni obraz

Zakladnim popisem pro binarni matematickou morfologii ve 2D je dvojice celych ¢isel.

Jeden pixel obrazku je tedy reprezentovan dvojici celych Cisel. Pocatek soutfadnicového

systému se vzdy nachazi v bodech (0,0). Pixely shodnotou jedna reprezentuji body

mnoziny X. Ostatni body X¢, tedy body s hodnotou nula, popisuji pozadi. Soufadnice boda

(x, ¥) maji stejny vyznam, jako je v matematice obvyklé (obr. 6).

X =1{04),(12),(21),(2,2),(3,1),(32),(34), (44)}

Pro binarni matematickou morfologii ve 3D je bodova mnozina vyjadiena trojicemi celych

¢isel. U vicetroviiového obrazku, Sedotonové matematické morfologie, je zdkladem popisu

také trojice celych €isel. OvSem v tomto piipadé€ je jedna z hodnot stupen Sedi ptisluSného

pixelu [5].
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Znadi prvek objektu

. Znaci pocatek souradnic

Obr. 6 Ukazka pro 2D bodovou mnoZinu

1.3.1 Morfologicka transformace

Morfologicka transformace je dana relaci mezi obrazem (bodova mnozina X) S jinou
bodovou mnozinou, ktera je nazyvana jako strukturni element B. Strukturni element je
vztazen k lokalnimu pocatku, jemuz se tikd aktualni (reprezentativni) bod. Nezadouci
pfipad mizZe nastat tehdy, kdyz reprezentativni bod neni bodem strukturniho elementu.
Pouzitim morfologické transformace ziskame novy transformovany objekt. Transformaci
neziskame funkcionalni ptedpis pro popis jedné charakteristiky ptivodniho objektu. Cilem

této transformace je kvantitativni popis objekta.

Obr. 7 Typické strukturni elementy

Aplikaci morfologické transformace W(X) na obraz X odpovida systematickému posunu B
po obraze. Vysledek transformace v kazdé poloze odpovida relaci. Pro binarni obrazy je
vysledek relace roven 0 nebo 1. Ke kazdé morfologické transformaci W (X) existuje dualni

transformace W*(X)

PX) = (P (X)) [4][5].
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1.3.2 Translace bodové mnoZiny
Translace bodové mnoziny X o radiusvektor h se oznacuje Xj. To je dano vztahem
X, =1{p € €% p =x+ hpronékterdx € X}.

Pouzitou translaci o vektoru h = (0,1) Ize vidét na obrazku (Obr. 8) [4], [5].

Obr. 8 Priklad translace o vektor h = (0,1)

1.3.3 Symetricka bodova mnoZina

Symetrickd bodova mnozina je nékdy nazyvana jako transponovand bodova mnozina
D = —-D{-x:x € D}.

Piiklad transpozice lze vidét na obrazku (Obr. 9).

D ={(1,2),(2,2)} D ={(-1,-2),(-2,-2)}

Obr. 9 Priklad symetrické bodové mnoziny
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V trojrozmérném prostoru je Casto otoc¢eni uréeno trojici Eulerovych thlt w = (®,9, ¢),
které definuji matici otoCeni M = M(w). Rotace mnoziny A okolo pocatku je dana

vztahem:

MA = {Mx: xeA}.

1.4 Sedoténova matematicka morfologie

U Sedotonové matematické morfologie se jednd o zobecnéni binarni morfologie. Jsou to
obrazky s vice jasovymi Urovnémi nebo voxely. Bodova mnozina A € E3. Dilezitymi
pojmy jsou supremum a infimum. Ve vypoctech jsou nahrazeny operacemi minimum a
maximum. Pokud se jedna o erozi nebo jeji dualni morfologickou transformaci dilataci
obrazu s plochym strukturnim elementem, piifazuje kazdému pixelu v okoli okamzitého
bodu minimalni nebo maximalni hodnotu. Obecny strukturni element je funkce dvou
proménnych. Strukturni element ovliviiuje, jakym zplisobem se berou v uvahu hodnoty
obrazu v okoli. Hodnota strukturniho elementu je pfictena, jestlize se v okoli pocita

maximum. Pokud se v okoli po¢ita minimum, je hodnota strukturniho elementu odec¢tena
[5].
1.4.1 Ekvivalence mezi mnoZinami a funkcemi

Na funkci lze nahlizet jako na sebe polozené zmenSujici se mnoziny. Kazda mnozina X; je

prinikem mezi stinem funkce a vodorovnou rovinou
X; ={X€E,f(x) =2}
Ekvivalentn¢ Ize fici, Ze f je shora polospojita nebo, ze {X,} je uzaviena mnozina.
Jsou-li dany mnoziny {X;} uzavienych mnozin, kdy A >u =2 X; € X, a X; =N {X,,u <
A} potom existuje jednozna¢na a shora polospojita f, jejimiz fezy jsou mnoziny{X;} [5].
1.4.2 VrSek mnoZiny
Necht' A € E" a defini¢ni obor F = {x € E"! pro n&ktera y € E, (x,y) € A}.
Vrsek mnoziny A oznaCovany T[A] je zobrazenim F — E:

T[A](x) = max{y, (x,y) € A} [5].
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Libovolna mnozina Vrsek mnoziny

Obr. 10 Vrsek mnoziny

1.4.3 Stin mnoZiny
Necht F € E"1'af:F - E.

Stin funkce f se oznacuje U[f],U[f] € F X E,U[f]={(x,y) € F X E,y < f(x)} [5].

Libovolna mnozina Vrsek mnoziny

Obr. 11 Stin mnoZziny
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1.5 Zvukova detekce matematickou morfologii

I kdyz je matematicka morfologie vétSinou pouzivana pro zpracovani obrazi, lze ji
aplikovat také pro zpracovani zvuku a signali. Morfologické operace pouzivaji strukturni
elementy. MizZeme je chapat v jednorozmérnych signalech jako posuvny prvek o pevné
velikosti. Pocitaji s lokalnim minimem nebo maximem. Minimum odpovida morfologické
operaci erozi a maximum dilataci, coz lze vidét na obrazku (Obr. 12), ktery ukazuje
dilataci a erozi v jednorozmérném signalu. Na obrazku si lze v§imnout, Ze tyto operace

neberou v potaz polaritu signalu a hodnota amplitudy -1 je povaZzovana za minimum.

Dilation

L e,
sina
— — —dilation |J

amplitude

300 400 500 600
samplas
Erssion

amplituda

samplas

Obr. 12 Porovnani dilatace, eroze na signalu sinus

Morfologické operace mohou byt kombinovany k vytvoteni filtri vhodnych pro zjiSténi
vrcholil a hran. Morfologickd operace otevieni, coz je eroze nasledovana dilataci, mize byt
pouzita k oddéleni vyssi harmonické informace ve filtrech dolni propusti. V navrhovanych
zvukovych detekénich systémech jsou morfologické operace pouzity pro zobecnéni
prubéhu a krychlému nalezeni nab&znych hran. V nasledujicich jednotlivych
podkapitolach jsou popsany potiebné kroky, k nimz patii jednotlivé morfologické operace
[14].
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1.5.1 Intenzita pribéhu

Vzhledem ktomu, Ze morfologické operace neberou v potaz polaritu signalu, jsou
pouzivany k vytvofeni grafu intenzity prabéhu. Maximalni intenzita nad padesat
milisekund se vypocita pomoci dilatace kiivky s linedrnim strukturnim elementem Sirokym
50ms. Jelikoz efektivni hodnota (RMS) by prubéh intenzity signalu znehodnotila, pouziva
se dilatace. Zachova vétsi hrany efektivngjSim pusobenim maximalni hodnoty na

navrhovany prubéh. To Ize vidét na obrazku (Obr. 13) [14].

Wavalorm
04 T T T T T T T T

0.3f

0zp

intensity

LAY o

0.4 T T T

o3l i . -

0z| L= e

intensity
1Y

LAY o

Obr. 13 Porovnani dilatace a RMS

1.5.2 Vnitfni gradient

Systém vyhledava hrany definované velkymi a rychlymi piechody z nizké do vysoké

intenzity. Morfologicky vnitini gradient vypo¢teme odectenim eroze od puvodniho signalu

G(f)=f-fOB
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Obr. 14 Ukazka vnitiniho gradientu kiivky [14]
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2 ZAKLADY TEORIE SVAZU

Zaklady teorie svazil patfi do oblasti algebry. Zabyva se usporddanymi mnozinami. Ke

kazdym dvéma prvkiim existuje supremum a infimum.
e Supremum — nejveétsi prvek

e Infimum — nejmensi prvek

2.1 Polosvazy
Prvek x grupoidu (G,-) se nazyva idempotentni, pokud x - x = X.
Komutativni pologrupa, jejiz kazdy prvek je idempotentni, se nazyva polosvaz.

Podle predchozi definice tedy budeme 1 prazdny grupoid, ktery je samoziejmé komutativni

1 asociativni, povazovat za polosvaz.

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X budeme symbolem 2* oznagovat mnozinu vsech
podmnoZin mnoziny X. Pak (2%,n) a (2%,U) jsou polosvazy.

Priklad. Mnozina vSech ptirozenych ¢isel N spolu s operaci nejvétsi spoleény délitel (resp.
nejmensi spolecny nasobek) tvoii polosvaz.

V nasledujici vété pouzijeme pravé provedenou zménu definice grupoidu: grupoidem
rozumime 1 grupoid na prazdné mnoziné, proto prazdnd mnozina je podgrupoidem
libovolného grupoidu. Protoze existuji komutativni pologrupy, v nichz zadny prvek neni
idempotentni (napiiklad (N, +)), museli bychom bez této zmény nésledujici vétu

formulovat takto:

,Necht' (G,-) je komutativni pologrupa. Pak mnozina v8ech idempotentnich prvki, je-li

neprazdna, tvoii podgrupoid pologrupy (G,), jeZ je polosvazem.*

Véta 1.1. Necht’ (G,-) je komutativni pologrupa. Pak mnozina vSech idempotentnich prvka

tvofi podgrupoid pologrupy (G,-), ktery je polosvazem.

Véta 1.2. Necht' (G, <) je uspofddana mnozina, v niz k libovolnym dvéma prvkim

a,b € G existuje supremum a Vv b. Pak (G, <) je polosvaz. Navic pro kazdé a,b € G plati:

a<beavb=h.

Véta 1.3. Necht’ (G,-) je polosvaz. Potom relace < dana vztahem

a<bea-b=hbh,
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pro kazdé a,b € G je uspotadani na G, vnémz pro kazdé a,b € G je a-b supremum
mnoziny {a, b} v (G, <).
Z dokézanych vét vyplyva nasledujici:

Polosvazy jsou totéz, co uspofddané mnoziny, kde ke kazdym dvéma prvkiim existuje

supremum.

Princip duality: Necht' (G, <) je uspofddana mnozina. Definujeme-li na G novou relaci

< takto: pro libovolné prvky a,b € G klademe
asbeb<a,

pak je (G,<) opét uspofadand mnozina, pfiCemz supremum v (G,<) se stane infimem

v (G, <) a naopak.

Polosvazy jsou totéz co uspoifddané mnoziny, kde ke kazdym dvéma prvkim existuje

infimum [1], [15].

2.2 Hasseiv diagram

Hassetv diagramu se vyuziva k zobrazeni kone¢né ¢astecné usporadané mnoziny. Hassetv
diagram byl pojmenovan po Helmetu Hasseovi. Jedna se o orientovany graf, jehoz vrcholy
reprezentuji jednotlivé prvky cCasteCné¢ uspoifddané mnoziny. Hrany zndzornuji relaci
pokryti prislusnou danému uspotadani. Na obrazku (Obr. 15) lze vidét Hassetv diagram
pro ¢aste¢né usporadanou mnozinu (P({a, b, c}), €). Je zde pouzito algoritmu riistu zdola.

Lze si vypsat uspoiadani na mnoziné

A= {(D, {a},{b},{c},{a,b},{a,c} {b,c}{a,b, c}}.

U Hasseliva diagramu je vétsi prvek umistén vySe neZ mensi prvek. Vrcholy je vhodné

volit tak, aby nedochazelo ke k#izeni hran [1], [15], [17].
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Obr. 15 Hassetv diagram

Pomoci Hassetiva diagramu lze naptiklad nakreslit A = {1,2,3,4,5,6,7,8} uspotfadané relaci

délitelnosti. Je dano, a déli b.

K0

e
<y
2\\/ 7

Obr. 16 Vyuziti Hasseuva diagramu

2.3 Svazy

Svazem je kazda uspofadana mnozina (G, <), ve které ke kazdym dvéma prvkim existuje
supremum i infimum. Supremum oznacujeme sup(a,b) a infimum oznacujeme jako

inf(a, b).

Priklad. Kazdy fetézec (neboli linedrné uspofddana mnoZina, tj. uspofddand mnoZina,

v niZ jsou kazdé dva prvky srovnatelné) je svaz.
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Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je (2%, ) svaz.

Véta 2.1. Necht’ (G,<) je svaz. Pro libovolné prvky a,b € G ozna¢me jejich supremum
symbolem a v b a jejich infimum symbolem a A b. Pak (G,V) a (G,A) jsou polosvazy a obé
operace jsou spolu svazany tzv. absorpénimi zédkony: pro kazdé prvky a, b € G plati
av(bana)=aA(bva) =a.
Kromé toho pro kazdé prvky a,b € L plati
aAb=a&as<b&eavb=h.

Véta 2.2. Necht (GV,A) je mnozina se dvéma idempotentnimi, asociativnimi
a komutativnimi operacemi, které jsou spolu svazany absorpcnimi zdkony. Pak

1. pro kazdé prvky a,b € GplatiaAb=a & aVvb =b,

2. definujeme-li na G relaci < takto: pro libovolné prvky a,b € G klademe

a<boavb=h,

pak je < uspotadani na G takové, ze (G, <) je svaz, v némz pro libovolné prvky a,b € G je

prvek a v b jejich supremum a prvek a A b jejich infimum.

Z uvedenych vét vyplyva, Ze svazy jsou totéz co algebraické struktury (G,V,A) se dvéma
idempotentnimi, asociativnimi a komutativnimi operacemi, svazanymi spolu absorp¢nimi

zakony. Proto i tyto struktury (G,V,A) budeme nazyvat svazy.

Princip duality: Je-li (G,v,A) svaz, pak i (G,A,V) je svaz. Obecné, jestlize v n&jakém
platném tvrzeni o svazech systematicky zaménime supremum < infimum, Ve,

<> dostaneme opét platné tvrzeni o svazech.

ProtoZe neni nutné zdiiraziovat, zda mame na mysli svaz jako uspofadanou mnozinu nebo
jako algebraickou strukturu se dvéma operacemi, nebudeme v dal§im textu, nebude-li to
z ur€itého divodu vhodné nebo dokonce nevyhnutelné, uspotradani ¢i operace vyznacovat.

Budeme tedy misto o svazu (G, <) ¢i svazu (G,V,A) jednoduse psat o svazu G.

Véta 2.3. V libovolném svazu G pro kazdou trojici prvku a, b, c € G plati tzv. distributivni

nerovnosti
(avb)A(avc)=av(bAo),

(aAnb)v(anc)<aAn(bVo).
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Je-li navic ¢ < a, plati tzv. moduldrni nerovnost

(aAb)vec<aan(bvo).

Véta 2.4. Necht G je svaz, n € N. Pro libovolné prvky ay, ...,a, € G plati, ze a; V ...V
apje  supremum mnoziny {a;,..,a,} a a;A..Aapje infimum mnoziny

{ay, ...,ap} [1],[15].

2.4 Podsvazy

Necht' (G,V,A) je svaz, A podmnoZina jeho nosné mnoZiny G. Rekneme, e A je podsvaz
svazu (G,V,A), jestlize je A podgrupoidem grupoidu (G,A) a soudasné podgrupoidem
grupoidu (G,v).

Je tedy A € G podsvazem svazu G, pravé kdyz pro kazdé a,b € A plati avb €A

aaAbEA.

Priklad. Kazda jednoprvkova podmnozZina svazu je jeho podsvazem, prazdna mnozina je

podsvazem libovolného svazu, kazdy svaz je svym podsvazem [1], [15], [17].

2.5 Idealy, filtry a homomorfismy

Necht G je svaz, A S G podmnozina. Rekneme, Ze A je ideadl svazu G, jestlize je

A podsvazem svazu G, ktery navic splituje podminku: pro kazdé a € A a kazdé x € G plati
x<a=>x€A.

Dualné, fekneme, Ze A je filtr svazu G, jestlize je A podsvazem svazu G spliujicim navic
splinuje podminku: pro kazdé a € A a kazdé x € G plati

X>a=>xE€EA
Idedl svazu je tedy podsvaz, jez s kazdym svym prvkem a obsahuje i vSechny prvky svazu

mensi nez a. Filtr svazu je podsvaz, ktery s kazdym svym prvkem a obsahuje

1 vSechny prvky svazu vet$i nez a.

Priklad. Kazdy svaz je svym idedlem i filtrem. Prdzdnd mnoZina je idedlem i filtrem

libovolného svazu.

Véta 3.1. Prinik libovolného neprazdného systému podsvazi (resp. idedll, resp. filtri)

daného svazu je opét podsvaz (resp. idedl, resp. filtr) tohoto svazu.
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Necht' G je svaz, A € G podmnozina. Diky piedchozi vété mizeme nyni definovat ideal
A |l svazu G generovany mnozinou A jako prinik vSech idealti tohoto svazu obsahujicich
mnozinu A. Dualng, filtr A T svazu G generovany mnozinou A je pranik vsech filtri tohoto
svazu obsahujicich mnozinu A. Je-li A = {a}, piSeme struéné a ! misto {a} |, resp. a T

misto {a} T, a hovofime o hlavnim idealu, resp. o hlavnim filtru, generovaném prvkem a.

Pro svaz G a podmnozinu A € G je ideal Al generovany mnozinou A tim nejmens$im
(vzhledem k mnozinové inkluzi) idedlem svazu G ze vSech ideald obsahujicich mnozinu A.
Dualn¢ filtr A T generovany mnozinou A je tim nejmensim (vzhledem k mnoZzinové

inkluzi) filtrem svazu L ze vSech filtrii obsahujicich mnozinu A.

Je ziejmé, Ze podmnozina A € G je idealem svazu G, pravé kdyz A 1= A, a je filtrem svazu
G, pravé kdyz A T= A.

Véta 3.2. Necht' G je svaz, A € G podmnozina. Pro ideal A | generovany mnozinou A plati
Al={x€G3IneN3Ta,..,a, € A:ix<a,; V..Vay}

Dualng, pro filtr A T generovany mnozinouA plati
AT={x€G3IneN3Ta,..,a, EAix>a; A..ANay}.

Necht' (G,<), (H,<) jsou uspofadané mnozinyf: G —» H zobrazeni. Rekneme, Ze je f

izotonni zobrazeni, jestlize pro kazdé a,b € G plati implikace
a<b=f(a) < f(b).
Rekneme, Ze f je izomorfismus uspofadanych mnozin, je-li f bijekce a ob& zobrazeni
fif~1jsou izotonni.
Necht G a H jsou svazy, f: G — H zobrazeni. Rekneme, Ze je f svazovy homomorfismus,
jestlize pro kazdé a, b € L plati
flanb) =f(a) Af(b), f(avb)=f(a)Vf(b).

Rekneme, ze f je svazovy izomorfismus (neboli izomorfismus svazt), je-li f bijektivni

homomorfismus.

ProtoZze kazdy svaz je také uspofddand mnoZzina, ma smysl se ptat, zda svazovy

homomorfismus je téZ izotonni zobrazeni.

Véta 3.3. Necht’ G a H jsou svazy, f: G — H zobrazeni.
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1. Je-li f svazovy homomorfismus, pak f je izotonni zobrazeni a homomorfni obraz
f(G) = {f(a);a € G},
je podsvaz svazu H.
2. Zobrazeni f je svazovy izomorfismus, praveé kdyz f je izomorfismus uspotradanych

mnozin [1], [15], [18].

2.6 Uplné svazy

Podle véty 2.4 v libovolném svazu ma kazda neprazdna koneéna podmnozina {a,, ..., a,}
supremum a; V ...V aya infimum a; A ... A a,. Nekone¢na podmnozina vSak supremum ¢i

infimum obecné mit nemusi.

Uspofddand mnozina, v niZ pro kazdou podmnozinu existuje supremum i infimum, se

nazyva uplny svaz.

Kazdy Gplny svaz G ma nejmensi prvek (infimum mnoZziny G ve svazu G) a nejvetsi prvek

(supremum mnoziny G Ve svazu G).

Promysleme si, co znamena infimum, resp. supremum, prazdné podmnoziny svazu G. Je-li
A C G, pak infimum mnoZiny A ve svazu G je nejvétsi dolni zavora mnoziny A ve svazu G.
Dolni zavora mnoziny A ve svazu G je prvek x € G takovy, Ze pro kazdé a € A plati x < a.
V piipadé A = @ je tato podminka spInéna pro kazdé x € G, a tedy odtud plyne, ze kazdy
prvek svazu G je v G dolni zavorou prazdné mnoziny. Proto infimem prazdné mnoziny ve
svazu G je nejvetsi prvek svazu G. Dualné: supremem prazdné mnoziny ve svazu G je

nejmensi prvek svazu G.

Priklad. Ziejmé plati, ze kazdy GpIny svaz je svazem a podle véty 2.4 je kazdy neprazdny

kone¢ny svaz Uplnym svazem.

Priklad. Prazdny svaz neni uplny, nebot pro jeho (jedinou) prédzdnou podmnoZinu
neexistuje infimum ani supremum. Jinymi slovy: prazdny svaz nema nejmensi prvek ani

nejvetsi prvek, protoze nema zadny prvek.
P¥iklad. Pro libovolnou mnozinu X je (2%, €) tplny svaz.

Priklad. Pro libovolnou nekone€nou mnozinu X tvoifi mnozina vSech konecnych

podmnozin mnoZiny X spolu s inkluzi € svaz, ktery neni tplnym svazem.

Priklad. Nekoneény fetézec nemusi byt uplny svaz (napiiklad (N, <) neni uplny svaz,

nebot neexistuje supremum celé mnoziny N).
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Véta 4.1. Necht’ (G, <) je uspoifadanad mnozina. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. (G, <) je Gplny svaz.
2. (G,<) ma nejmensi prvek a kazdd neprazdnd podmnozina mnoziny G ma
Vv uspofadané mnoziné(G, <) supremum.
3. (G,<) ma nejvétsi prvek a kazdd neprazdnd podmnozina mnoziny G ma

Vv uspofadané mnoziné (G, <) infimum.

Vzhledem k pfedchozi poznamce vime, ze podminku 2 lze formulovat stru¢néji takto:
kazda podmnozina mnoziny G ma v uspoiadané mnoziné (G,<) supremum. Analogicky
pro podminku 3: kazdd podmnoZzina mnoziny G ma v uspoifadané mnoziné (G, <)

infimum.

Priklad. Svaz vSech podgrup dané grupy G je dle ptedchozi véty Uplny svaz, nebot’ ma
nejvetsi prvek (celou grupu G) a kazdd neprazdnd mnoZzina podgrup méa v tomto svazu
infimum, kterym je pranik téchto podgrup. Rovnéz svaz vSech podsvazi (popiipade svaz
idedlii nebo svaz filtrtt) daného svazu je Uplny svaz. Diky analogickym vétam o prinicich
neprazdnych systému urcitych podstruktur lze totéz fici i o svazu vSech podokruhii daného
okruhu nebo o svazu jeho idealu, o svazu vSech podtéles daného télesa nebo o svazu vSech
podprostort daného vektorového prostoru.

Priklad: (N U {0}, <) je dle piedchozi véty Uplny svaz, nebot’” ma nejvétsi prvek
oo a kazda neprazdna podmnozina mnoziny N U {co} ma v (N U {co}, <) infimum (plyne
z dobr¢ usporadanosti).

Priklad: Ze svazu (N, |), ktery neni Gplny, 1ze doplnénim nuly (ta se stane jeho nejvétsim
prvkem) utvofit uplny svaz (N U {0}, |).

Jak ukazuje nasledujici véta, predchozi pripady nebyly nijak vyjimecné. Vzdy existuje
zpusob, jak doplnit svaz tak, aby se stal uplnym.

Véta 4.2. Necht’ G je svaz. Pak existuje Uplny svaz U, ktery obsahuje podsvaz H, jenz je
izomorfni se svazem G.

Véta 4.3 (Tarski). Necht G je Gplny svaz, ¢:G — G izotonni zobrazeni. Pak existuje
prvek a € G tak, Ze p(a) = a (tj. a je pevny bod zobrazeni ¢) [1], [15], [19].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012 31

2.7 Soudin svazu

Podobné jako lze sou¢inem grup (G,’), (H,"), ziskat grupu (G X H,") na kartézském souéinu
nosic¢l obou grup, mizeme soucinem svazu ziskat novy svaz. Konstrukce bude naprosto

stejna: operace uspotradanych dvojici se provedou nezavisle v kazd¢ slozce.

Necht' (G,V,A),(H,V,A) jsou svazy. Na kartézském soucinu G X H definujeme nové
operace V a A takto: pro kazdé g,, g, € G,hq, h, € H klademe

(91, h1) V (g2, h2) = (91 V g2,y V hy),

(91, h1) A (g2, hy) = (g1 A g2,y A hy),

Véta 5.1. Za piedpokladt uéinénych v pfedchozi definici tvoii (G X H,V,A) svaz.

V soucinu svazu plati vSechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti, které se vSak
nedaji vyjadiit jako konjunkce rovnosti, uz soucin svazu zdédit nemusi. Naptiklad
vlastnost byt fetézec mizeme zachytit takto: pro kazdé dva prvky x,y plati x <y nebo
X =y, coz pomoci svazovych operaci lze zapsat podminkou x Ay = xnebox Ay =y.To
ale neni konjunkce rovnosti, ale disjunkce. A skutecné¢, tato vlastnost se sou¢inem nedédi:
sou¢inem dvou dvouprvkovych fetézct je Ctyiprvkovy svaz, jez neni fetézec.

Podobné¢ jako soucin dvou svazi jsme mohli definovat 1 soucin n svazi pro libovolné
n € N: na kartézském souCinu nosnych mnozin danych svazi se nové operace V a A

definuji po slozkach [1], [15].

2.8 Modularni svazy

Vidéli jsme ve vété 2.3, ze v libovolném svazu G pro kazdou trojici prvku a,b,c € G
takovych, ze ¢ < a, plati modularni nerovnost

(aAb)vc<an(bVvo).
Svaz G se nazyva modularni, jestlize pro kazdou trojici prvkl a,b,c € G takovych, Ze
¢ < a, plati modularni rovnost

(anb)vc=aA(bVo).
Priklad: Piiklady modularnich svazi jsou svaz (2%,U,n) vSech podmnozin né&jaké
mnoziny X nebo libovolny fetézec.
Priklad: Uké&zeme, Ze svaz Ns, zvany téz pétithelnik, neni modulérni, kdezto svaz Ms,

zvany téz diamant, je modularni (Obr. 17). Oznaéme 0 < ¢ < a < 1 ony &étyfi prvky, které
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jsou v Hasseove¢ diagramu svazu N5 nakresleny nad sebou vlevo, a b jeho paty prvek. Pak
nerovnost
(aAnb)vc=0vVc=c<a=aAl=aA(bVc)

ukazuje, ze svaz N5 neni modularni.

Nyni probirkou vSech moznosti dokazme, zda svaz M5 je modularni. Oznaéme 0 nejmensi
a 1 nejvétsi prvek tohoto svazu. Necht’ tedy a, b, c € M5 jsou libovolné takové, ze ¢ < a.
Jestlize a = ¢, plyne modularni rovnost z absorpénich zakonu. Jestlize ¢ < a, pak na
Hasseové diagramu svazu Mg vidime, Ze bud’ ¢ = 0 nebo a = 1. V obou ptipadech je

modularni rovnost zfejma.

Obr. 17 Vlevo svaz Ng (pétitihelnik), vpravo svaz Ms (diamant)

Véta 6.1. Svaz vSech normalnich podgrup dané grupy je modularni.

Véta 6.2. Podsvaz modularniho svazu je modularni svaz.

Priklad: Svaz vSech podprostord daného vektorového prostoru V nad télesem T je podle
ptedchozi véty modularni. Je totiz podsvazem modularniho svazu vSech podgrup grupy
vektoru V, k tomu si sta¢i uvédomit, ze kazdy podprostor je podgrupou, a ovéfit, zda
infima i suprema se ve svazu vSech podprostorti pocitaji stejné¢ jako ve svazu podgrup:

infimem je mnoZzinovy prinik a supremem soucet podprostort.

Véta 6.3: Svaz G je modularni, pravé kdyZ pro kazdou trojici prvku a, b, ¢ € G plati
(aAnb)v(anc)=aA(bVv(aAc)).
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Soucin modulédrnich svazli je modularni svaz. Homomorfni obraz modularniho svazu je

modularni svaz.

Véta 6.4. Svaz G je modularni, pravé kdyz pro kazdou trojici prvku a,b,c € G plati
implikace

a=caAb=cAbavb=cvb=a=c
Nasledujici véta ukazuje, ze modularitu je mozné charakterizovat pomoci svazu Ns (i].

pétitthelniku).

Véta 6.5. Svaz G je modularni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni se svazem Ns.

Dualni svaz k modularnimu svazu je opét modularni [1], [15], [19].

2.9 Distributivni svazy

Podle véty 2.3 v libovolném svazu G pro kazdou trojici prvku a, b, ¢ € G plati distributivni
nerovnosti
(avb)A(avc)<avi(bAc),
(aAnb)v(anc)<aA(bVvo).
Svaz G se nazyva distributivni, jestlize pro kazdou trojici prvku a,b,c € G plati
distributivni rovnost
(anb)v(anc)=aA(bVo).
Priklad: Ptiklady distributivnich svazi jsou svazy vSech podmnozin né¢jaké mnoziny nebo
libovolny fetézec.
Véta 7.1. Necht' G je distributivni svaz. Pak pro kazdou trojici prvku a, b, c € G plati 1
nasledujici distributivni rovnost

(avb)Aa(avc)=aVv(bAc).

Dualni tvrzeni k pfedchozi vété znamend, ze z podminky z véty plyne podminka z definice.
Je tedy lhostejné, kterou z obou distributivnich rovnosti uzijeme v definici, mohli jsme uzit

1 ob¢ najednou.
Dualni svaz k distributivnimu svazu je opé&t distributivni.

Véta 7.2. Kazdy distributivni svaz je modularni.
Véta 7.3. Podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz.
Véta 7.4. Soucin distributivnich svazil je distributivni svaz. Homomorfni obraz

distributivniho svazu je distributivni svaz.
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Véta 7.5. Svaz G je distributivni, pravé kdyz pro kazdou trojici prvku a, b,c € G plati
implikace

aAb=cAb,avb=cvb=a=c
Z nasledujici véty a véty 6.5 plyne analogie véty 6.5 pro distributivni svazy: svaz G je
distributivni, pravé kdyz neobsahuje ani podsvaz izomorfni se svazem Mg (diamant) ani
podsvaz izomorfni se svazem N5 (pétitthelnik).
Véta 7.6. Modularni svaz G je distributivni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni se
svazem Ms.
Na zavér kapitoly o distributivnich svazech si uvedeme charakterizaci kone¢nych

distributivnich svazu.

Prvek a svazu G se nazyva V - nedosazitelny, jestlize pro kazdé b,c € G takové, ze

a=bVc,platia =bneboa = c.

Prvek a svazu G je tedy V - nedosazitelny, jestlize neni supremem zadnych dvou prvku
ostite menSich nez on, tj. neexistuji b,c €G spliujici b <a,c<aa=>bVc.
Ekvivalentné lze tuto podminku vyjadfit také takto: prvek a svazu G je V - nedosazitelny,
jestlize pro kazdé b, c € G takové, Zze b < a a soucasné ¢ < a, plati b V ¢ < a. Odtud se
snadno dokaze indukci, ze takovy prvek neni supremem zadné neprazdné konecné

mnoziny prvkl ostie mensich nez on.
Mnozinu vSech V - nedosazitelnych prvki svazu G oznac¢ime J(G).

Véta 7.7. V konecném distributivnim svazu G je libovolny prvek a roven supremu
mnoziny vSech V - nedosazitelnych prvka, které neostfe prevysuje, tj.
a= \/ b =\/(a InJj(@®)).
bej(G),b<a
Necht’ (4, <) je uspotadand mnoZina. Mnozina B € A se nazyva (dolt) dédi¢nd, pokud pro

kazdy prvek b € B a kazdy prvek a € A,a < b,platia € B.

Mnozina B € A je tedy dédi¢na, jestlize s kazdym svym prvkem obsahuje vSechny prvky
mnoziny A, jeZ jsou jesté mensi. Pomoci této vlastnosti miizeme charakterizovat idealy
svazu: jsou to pravé dédi¢né podsvazy. Pfipomefime, Ze na svazy se muzeme divat jako na
uspofadané mnoZziny a Ze dva svazy jsou izomorfni, pravé kdyz jsou izomorfni jako

uspofadané mnoziny.

Mnozinu v§ech neprazdnych dédi¢nych podmnozin uspotfddané mnoziny A znac¢ime D (4).
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Véta 7.8. Pro konec¢ny distributivni svaz G uvazme mnozinu J(G) vSech V -
nedosazitelnych prvkl svazu G spolu s uspofadanim indukujicim na J(G) uspotadani svazu
G. Pak uspofddand mnozina (D(] (G)),E) je izomorfni se svazem G (chdpanym jako
uspofadand mnozina).

Véta mimo jiné fikd, Ze je-li G koneény distributivni svaz, pak i (D(J(G)) je koneény
distributivni svaz. Protoze sjednoceni i prinik dédi¢nych mnozin je opét dédi¢na mnozina,
jsou operacemi suprema a infima v (D(J(G)) pravé mnozinovy prinik a sjednoceni. Je
tedy (D(J(G)) podsvazem svazu viech podmnozin mnoziny J(G).

Kazdy kone¢ny distributivni svaz je izomorfni s nékterym podsvazem svazu vSech
podmnozin né¢jaké kone¢né¢ mnoZziny.

Podle predchoziho dusledku kazdy kone¢ny distributivni svaz miizeme chapat jako inkluzi
uspofadany systém mnozin, uzavieny na pruniky a sjednoceni. ProtoZze naopak kazdy
inkluzi uspotfaddany systém mnoZin, uzavieny na priniky a sjednoceni, je zfejmé
distributivnim svazem, dostali jsme tak slibenou charakterizaci kone¢nych distributivnich

svazu [1], [15], [19].
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3 ZAKLADNI MORFOLOGICKE OPERACE

Mezi zakladni morfologické operatory patfi:

e Dilatace
e FEroze
e Otevieni

e Uzavreni

e Skelet

e Hit-miss transformace
e ZtenCovani

e Zesilovani

3.1 Dilatace

Dilatace mnoZziny A se strukturnim prvkem B je rovna Minkowskému souctu mnoZin.
Minkowského soucet meéni tvar a velikost dané mnoziny. Mnozina se mize posunovat,

zvétSovat, ale taky razné deformovat
A®B={x+y:x€Aye€B}.
Dilataci lze vyjadrtit jako sjednoceni posunutych bodovych mnozin
X®B = U(xb).
beB

Nejvhodnéjsi pouziti dilatace je k zaplnéni malych dér, protoze dilatace zvétSuje objekty.
Dilatace Ize pouzit také v kombinaci s erozi. Ke kombinaci dochazi v ptipadé¢, ze chceme

zachovat ptivodni rozmér objektu.
Vlastnosti dilatace:

o Komutativnost: A@B=B® A

e Asociativnostt A (BDHC)=ADB)DC

e Rostouci transformace: AC]=>APB<]PB

e Sjednoceni posunutych bodovych mnozin: A @ B = Upep(4y)
e Invariance k translaci: Ay @ B = (A @ B) [5], [7], [22]
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Priklad: Jestlize je definovana bodova mnozina obrazu A a strukturni element B
A= {(12),(13),(1,4),(2,0),(21),(22),3,2),(3,3)}
B = {(0,0),(0,1)}
Pro dilataci plati:
A® B ={(12),(13),(1,4),(20),(21),(22),(3,2),(33),

(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4)}

Obr. 18 Ukézka dilatace

3.2 Eroze

Binarni eroze sklada dvé mnoziny pomoci Minkowského rozdilu. Minkowského rozdil je
definovan jako mnozinovy doplnék Minkowského souctu mnozinového dopliku A a

strukturniho elementu B
AOB = (A° @ B)C.
Eroze je dualni morfologicka transformace k dilataci
XOB={p€eE:p+beXprokaidéb € B}.

Erozi lze vyjadtit jako prinik vSech posunti obrazu X o vektory —b € B

XOB= ﬂx_b.
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Eroze se pouziva ke zjednoduseni struktur. Rozklada objekty na jednodussi ¢asti. Pokud je

objekt mensi nez strukturni element, objekt vymizi.
Vlastnosti eroze:

e Antiextenzivni: Je-li (0,0) € B, potomX © B C X.

Invariantni viaéi posunu: X, © B= (X O B),, X © B, = (X © B)
Zachovava inkluzi: Je-liX C Y, potomX © B <CY OB

Dualita eroze a dilatace: (X © Y)¢ = X‘@Y
Kombinace eroze a priniku: (X NY) ©B=XOB)N(YOB),BOXnNY)2
(BOX)UBOY)

Postupna dilatace (resp. eroze) obrazu X nejdiive strukturnim elementem B a potom

strukturnim elementem D je totozna jako dilatace (resp. eroze) obrazu X pomoci B @ D
X®B)D®D=XD (BDD),
X©B)O©D=X0(BOD)Is5][7][21].
Priklad: Jestlize je definovana bodova mnozina obrazu A a strukturni element B
A= {(12),(1,3),(1,4),(2,0),(2,1),(2,2),(32),(3,3)}
B = {(0,0),(0,1)}
Pro erozi plati:

A© B ={(12),(13),(2,0),(21),(32)}

Obr. 19 Ukazka eroze
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3.3 Morfologické otevreni

Jedna se o transformaci eroze, po které nasleduje dilatace
XoB=(XOB)®B.

Pti morfologickém otevieni ziistavaji ptivodni rozmeéry a zakladni tvar objektu neporuseny.
Pouziva se pro snizeni mnozstvi detaild v obrazu a k odstranovani Sumu. Pokud jsou
objekty spojeny tenkou ¢arou, morfologické otevieni tento spoj odstraiiuje. Na rozdil od

dilatace a eroze je otevieni nezavislé na posunu soufadnic pocatku strukturniho elementu.
Vlastnosti otevieni:

e Antiextenzivnost: X o B C X

e Idempotentnost: X o B = (XoB)oB

Mnozina X je jiz po prvni aplikaci operatoru oteviena vzhledem ke strukturnimu elementu

B a opakovana aplikace jiz neméni vysledek operace [5], [6], [12].

Obr. 20 Ukazka morfologického otevieni

3.4 Morfologické uzavieni

Jedna se o transformaci dilatace, po niz néasleduje eroze
X-B=X®B)OB.

Pro morfologické uzavieni plati podobné podminky jako pro morfologické otevieni. Pti
morfologickém uzavieni zlstdvaji plivodni rozméry a zékladni tvar objektu neporuseny.
Pouziva se pro spojeni blizkych objektli nebo pro zapliiovani dér. Mira spojeni a zaplnéni
je dana velikosti a tvarem strukturniho elementu. Tento strukturni element je pro obé

operace stejny.
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Vlastnosti uzavieni:

e Extenzivnost: X € X-B

e Idempotentnost: X -B=(X-B)-B

Mnozina X je jiz po prvni aplikaci operatoru oteviena vzhledem ke strukturnimu elementu

B a opakovana aplikace jiz neméni vysledek operace [5], [6], [12].

Obr. 21 Ukazka morfologického uzavieni

3.5 Hit-miss transformace

Hit-miss transformace, nékdy nazyvana taky jako Serrova transformace, vyhledava shody
mezi bodovou mnozinou bindrnitho obrazu X a definovanym slozenym strukturnim

elementem B
B = {Bll Bz}, Bl n BZ = w

Hit-miss transformace, zachova body z mnoziny X, jenz se nachazeji v sub-elementu B, a

zaroven se nenachazeji v sub-elementu B,
X®B={p€EX:B,cXAB, c X}
Transformaci tref ¢i min Ize vyjadiit pomoci operaci dilatace a eroze
X®B=(XO©B)N X OB, =*OB)|XO By).

Hit-miss transformace je pouzito pro operace zeslabeni a zesileni bodovych mnozin. Dale
se této transformace pouziva k identifikaci a specialnich konfiguraci pixeld. Naptiklad u

izolovanych pixeld, koncovych pixelt u linii a jinych konfiguraci [5], [6], [12].
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w
X B, =w—B, N
®
B,
AOX X®B = (X© B)NXOB,)

Obr. 22 Ukézka transformace tref ¢i min

3.6 Kaostra (skelet)

Reprezentace objektti v obrazu X za pomoci tenkych ¢ar je nazyvan skelet S(X). Cary
skeletu jsou sjednocenim bodl odpovidajicich stiedim kruznic. Tyto body jsou obsazeny
VvV objektech mnoziny X a dotykaji se jeji hranice nejméné dvéma body. Jako skelet miize
byt brana jakakoliv topologicka kiivka. Skelet vytvoifeny pomoci operaci dilatace a eroze
muze byt Sirsi nez jeden bod. Proto se skelet aproximuje kostrou objektu ziskanou pomoci

sekven¢niho zeslabeni.

-1/

zzzzz

zzzzz

Obr. 23 Diskrétni kruhy o poloméru jedna
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Pro morfologicky skelet kontinudlniho obrazu Lantuéjoul odvodil nasledujici vzorec

soo = [ ixers) - x o ps) Bl

p>0 u>0

Pro diskrétni obrazy byl vzorec upraven nasledovné
S.(X)=(X6nB)— (XOSnB) °B.

Pavodni tvar ze skeletu miize byt rekonstruovan z mnoziny {S,,(X)}
X = U(S" (X)®nB).
n

Maximalni kruh vepsany do mnoZiny se dotyka hranice ve dvou a vice bodech.

_ Kruh bez maxima

Maximalni kruh

Obr. 24 Ukazka skeletu S maximalnim kruhem

3.6.1 Algoritmy binarni skeletonizace oblasti

Vpisovani kruhi je vypocetné slozité a proto se prakticky nepouziva. Skelet ma tloustku
veétsi nez jedna. PoruSuje se souvislost.
Sekven¢ni zeslabeni rozruSuje oblast vhodnym strukturnim elementem. Ten zarucuje, aby

nebyla pferuSena souvislost. Homotopické zeslabeni obvykle vyuzivd strukturnich

elementu z Golayovy abecedy.
Pres vzdalenostni transformaci. Vypocetné rychlé, proto se nejcastéji vyuziva.

V koutkové reprezentaci — jsou oblasti bezztratové komprimované. Skelet se pocita

vpisovanim maximalnich obdélnikt piimo v komprimovanych datech [5], [6], [23].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012 43

3.7 Morfologicka extrakce hranice

Tato morfologicka metoda se pouziva v pripadech, kdy chceme zachovat pouze obrys
objektu

B(A) =A—-(A©B).

Obr. 25 Ukézka extrakce hranice

3.8 Morfologické zeslabeni

Pti morfologickém zeslabeni dochazi k mnozinovému odecitdni. Zeslabena oblast urcena
strukturnim elementem B je mnoZzinové odecitdna od samotného objektu. B je stejné jako

Vv transformaci tref ¢i min. SloZzeny strukturni element (B = By, B;)
XQOB=X\(X®B).

Pii sekvencnim zeslabeni se zachovava pocet oblasti a dér. Konvergence sekvenéniho
zeslabeni vede na ¢ary o Sifce pravé jednoho obrazového bodu. Proto sekvencni zeslabeni
se stejnym strukturnim elementem, ktery je ve stavu idempotence, je pouzivan jako

aproximace skeletu.

Sekvencni zeslabeni je opakovana aplikace transformace prostého zeslabeni S posloupnosti
slozenych strukturnich elementt. Necht' {B 4y, B(2), B(3), -, B(ny} j€ posloupnost slozenych

strukturnich elementt

By = (Ba1y Bazy):
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Sekvencni zeslabeni muze byt pro ctvercovy rastr vyjadieno pomoci posloupnosti

strukturnich elementt

XQ® {B(i)} = (((X @ By) @ B(p)) - @ Bwy) [5],[6]-

3.9 Morfologické zesileni

Pti morfologickém zesileni je oblast sjednocovana s casti pozadi danou strukturnim
elementem B

XOB = X U (X°QB).

Zeslabeni a zesileni jsou dualni transformace
c

X
(XOB)¢ = F'B = (By, By).

Sekvencni zesilovani je opakovand aplikace transformace prostého zesileni S posloupnosti
slozenych strukturnich elementd. Necht’ {B 4, B(2), B(z), .-, Bin)} j€ posloupnost slozenych

strukturnich elementu

By = (Beiny Biz))-

Sekvencni zesileni mtze byt pro cCtvercovy rastr vyjadieno pomoci posloupnosti

strukturnich elementu

XO{Bw} = ((X®B(1))®B(z)) ... @By [5], [6].

3.10 Golayova abeceda

Golayova abeceda je sloZena ze skupiny vyznamnych sloZenych strukturnich elementi
s definovanym pouzitim. Zakladni elementy Golayovy abecedy jsou: L, E, M, D, C.

Strukturni element je tvofen:
e 1 - ovéfuji ptislusnost objektu
e 0 - ovefuji prisluSnost k pozadi
e *-prvek nic neovlivni

Kazdy element Golayovy abecedy mad osm variant strukturnich elementl pro ¢tvercovy

rastr a osm variant pro oktogonalni rastr [5], [6], [21].
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II. PRAKTICKA CAST
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4 FORMALNI KONCEPTUALNI ANALYZA

Formalni konceptuélni analyza (FCA) je jednou z metod pro analyzu tabulkovych dat. Této
metody lze pouzivat v ruznych oblastech. Vstupem pro FCA jsou data v tabulkach.
Tabulkova data lze ziskat z objekti a jejich atributd. Atribut mizeme chapat jako vlastnost
konkrétniho objektu. Pomoci FCA je mozné vytvofit graficky vystup objektd. Z toho
vystupu lze zjistit, jak spolu objekty vzajemné souvisi. Nalezené koncepty miizeme brat
jako celek, protoZe zachovavaji vSechny detaily zadaného kontextu. To je vyhoda formalni
konceptualni analyzy na rozdil od jinych analytickych metod. Koncepty lze piirozené

uspofadat.

4.1 Historie formalni konceptualni analyzy

Matematicky zaklad vytvotil Garrett Birkhoff v roce 1930. Snazil pfiblizit teorii svazl
k praktickému vyuziti. Za zakladatele této metody je povazovan Némec Rudolf Wille.
Navazal na Birkhoffa a polozil zdklady formalni konceptudlni analyzy v roce 1982.
Zpocatku byla FCA zkouména ptedevs$im malou skupinou védct a studentd v Némecku.
Prostfednictvim financovanych vyzkumnych projekti byla formélni konceptualni analyza
rozSitena do rozsahlejSich projekti v rtznych odvétvich. FCA miize byt pouzivana
v matematice, psychologii, biologii, softwarovém inZenyrstvi, v informatice a mnoha
dalsich odvétvich [2], [13].

4.2 Uvod do formalni konceptualni analyzy

Jak uz bylo dfive zminéno, tabulkova data lze ziskat z objektd a jejich atributi. Radky
obvykle odpovidaji objektiim, sloupce atributim. Jednotlivé polozky tabulky odpovidaji
objektu x a atributu y. Tyto polozky obsahuji informaci o konkrétni hodnoté. Formalni
konceptudlni analyza nabizi netrividlni informace o vstupnich datech. Tyto data mohou byt
vyuzity pfimo, coz znamend, Ze nov€é poznatky o vstupnich datech nejsou pouhym
pohledem na vstupni data zfejmé. Tabulkova data ptedstavuji zdkladni formu reprezentace

dat pro riizné metody analyzy a zpracovani dat.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012 47

y ... y_‘;l' - Y
I
€L . I(Ihy.?;] . -
Lk

Obr. 26 Tabulkova data s objekty a atributy

Vystupy formalni konceptudlni analyzy lze rozdé€lit do dvou skupin. Prvni skupinou
vystupti je konceptudlni svaz. Konceptudlni svaz je hierarchicky uspotddand mnozina
shlukli a tzv. formalnich konceptti, které jsou piitomny ve vstupni tabulce dat. Druhou
skupinou vystupu jsou atributové implikace. Ty popisuji jisté zavislosti mezi atributy
tabulky dat.

Na obrazku (Obr. 27) mizeme vidét, Ze jsou atributy ve vstupnich datech brany jako
bivalentni logické atributy. Tyto atributy maji v polozce odpovidajici x a y hodnotu 0 (x

ma y) nebo hodnotu 1 (x nema y) [2], [13].

Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Y7

X1 1 1 0 0 1 1 1

X2 0 1 1 0 1 1 0

Obr. 27 Tabulka popisujici objekty x a atributy y
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4.2.1 Formalni koncepty, konceptuilni svaz

Ve formalni konceptualni analyze je termin pojem chapan v souladu s tzv. Port-Royalskou
logikou, ktera popisuje pojem svym rozsahem a obsahem. Rozsah pojmt Ize chapat jako
seskupeni vSech objektt patficich do pojmi. Obsah pojmu je seskupeni vSech atributu, jez
do pojmu patti. Pojem Ize chapat jako dvojici (4, B), kde A je mnoZina objekti a B je
mnozina atributti, které pod pojem patfi. OvSem ne vzdy mizeme kazdou dvojici
(A, B) povazovat za pojem. Je nutné, aby A byla pravé mnozinou v8ech objektt sdilejicich
vSechny atributy z B a naopak. Pojem ve smyslu FCA budeme dale nazyvat jako koncept,
popiipad¢ formalni koncept. Koncepty jednoznacné odpovidaji v tabulkovych datech

maximalnim obdélnikum.

Reknéme, Ze koncept (A;, B;) je podpojmem konceptu (4,, B,), pokud plati, Zze kazdy
objekt z A, patii do A,. Ekvivalentné¢ pak kazdy atribut z B, patii do B,. Tato podminka,
znacena (A4, B;) < A,, By), odpovida intuici. Uspofadana mnozina vSech konceptti, podle

jejich obecnosti, se nazyva konceptualni svaz [2], [13], [20].

4.3 Zakladni pojmy a definice FCA

V této kapitole se podrobné seznamime se zadkladnimi pojmy FCA. Konkrétné
s formdlnimi kontexty, indukovanymi Galoisovy konexemi, formalnimi koncepty,

konceptualnimi svazy, atributovymi implikacemi a s konceptudlnim Skalovanim.

4.3.1 Formalni kontext, indukované Galoisovy konexe

(Formalni) kontext je trojice (X,Y, I), kde I je binarni relace mezi mnozinami X a Y. Prvky
mnoziny X, resp. Y , se nazyvaji objekty, resp. atributy. Fakt (x,y) € I interpretujeme tak,
7e objekt x ma atribut y. Formalni kontext tedy reprezentuje vySe zminéna tabulkova
objekt-atributova data.
Kazdy kontext (X, Y, I} indukuje zobrazeni ':2% — 2¥ a *:2Y — 2X piedpisem
A'={yeY|vx € A:(x,y) € I}
proAcS X a
B'={x € X|Vy € B:(x,y) € I}
pro BC Y.
A" je tedy mnozina viech atributu spole¢nych viem objektim z A; B' je mnozina viech

objektl, které sdileji vSechny atributy z B.
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Zobrazeni f:2%X — 2¥a g:2Y — 2% tvoii tzv. Galoisovu konexi mezi mnoZzinami X a Y,
pokud pro 4,A4,,A, € Xa B,B,,B, € Y plati A; € A, implikuje f(4,) € f(4,); B; € B,
implikuje g(B,) € g(B.); A € g(f(A); B < f(g(B));

Véta 1. Pro binarni relaci I € X X Y tvoii indukovana zobrazeni "'a'’ Galoisovu konexi
mezi X a Y. Naopak, tvoii-li f a g Galoisovu konexi mezi X a Y, existuje binarni
relace ] € X X Ytak, ze f ="a g =Y. Tim je din vzijemné jednozna¢ny vztah mezi

Galoisovymi konexemi mezi X a Y a binarnimi relacemi mezi X a 'Y [2],[13], [20].

4.3.2 Formalni koncepty, konceptualni svaz

(Formalni) koncept v kontextu (X,Y,I) je dvojice (4,B),kde A € X a € Y jsou takové, ze
A'=Ba B'=A
Formalni koncept je tedy dvojice sestavajici z mnoziny A objektti i mnoziny B atributi
takovych, ze B jsou pravé vSechny atributy spole¢né objektim A a A jsou pravé vSechny
objekty sdilejici atributy z B. Z matematického pohledu je koncept pravé pevnym bodem
Galoisovy konexe dané "a !,
Mnozinu vSech formalnich koncepti v (X, Y, I) zna¢ime B(X,Y, ), tj.

BX,v,) ={(4,B)|Ac X,BcY A" =B,B" = A}[2],[13].
Piiklad 1. O formalni koncept (A4, B) se jedna, pokud obsahuje objekty A, ktery sdili
atributy B. Tohle plati i obracené, pokud B obsahuje vSechny atributy, jenz jsou sdileny se

vSemi objekty A, jedna se také o formalni koncept.

| Y1 Y2 Y3 Ya
X1 X X
Xa X X
X3 X X
X4 X X X
Xs X X

Tab. 1 Formalni koncept (A, B;)
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Zvyraznény Cast v tabulce reprezentuje nasledujici kontext:

(AliBl) = ({lexZ}J {le yZ});

Protoze plati

{xpxz}T = {y1,y2}a {3’1;3’2}i = {x1,x,}

V nasledujicich tabulkach (Tab. 2) se nachazeji dalsi formalni koncepty:

| Y1 Y2 Y3 Ya | Y1 Y2 Y3 Ya
X1 X X1 X X
X3 X X Xa X X
X3 X X3 X
Xa X X Xa X
Xs X X Xs
| Y1 Y2 Y3 Ya
X1 X X
X2 X X
X3 X X
X4 X X X
Xs X X
| Y1 Y2 Y3 Ya | Y1 Y2 Y3 Ya
X1 X X X1 X X
X3 X X Xz X X
X3 X X X3 X X
X4 X X X X4 X X X
X5 X X X5 X X

Tab. 2 Dalsi formalni koncepty
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Dalsi formalni koncepty z tabulky (Tab. 25).

(A2, By) = ({x3, x4}, (2, ¥33),
(A3,B3) = ({x4, x5}, V3, Ya})s
(A4, By) = (x4}, {2, Y3, a}),
(As,Bs) = ({x1, %3, X3, x4}, {¥2}),
(A6, Bs) = ({x3, x4, x5}, {¥3}),

Konceptualni svaz je mnozina [(X,Y,I) spolu srelaci < definovanou na S(X,Y,I)
piedpisem

(A1, B1) < (A4, B,) pravé kdyz A, € A, (nebo ekvivalentné, B, € B;).
Pro dalsi ucely oznaéime Int(I) = {B S Y|{A,B) € B(X,Y,I) pro né&jakou A < X} tj.
Int(I) je mnozina obsahti vSech koncepti z B(X,Y,I). Plati, 2 B S Y je obsahem
né&jakého konceptu z B(X,Y, I). Podobné zna¢ime Ext(I) rozsahy konceptu z B(X,Y,I).
Relace < je tedy relaci podpojem-nadpojem. Nasledujici véta, tzv. hlavni véta o
konceptualnich svazech, popisuje strukturu S(X,Y,I). Mimo jiné zdivodiuje nazev
konceptualni svaz [2], [13].
Priklad 2. Je zde uveden kontext (X,Y,I), mnoZina objekti X je tvoiena osmi prvky

{x1,x2,%3,%4,X5,X6X7,Xg} @ mnoZina atributh Y je tvofena osmi prvky

{V1,¥2, Y3, Y4, ¥s5, V6 Y7, Vg }- Binarni relaci I mizeme vidét v nasledujici tabulce:

| Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Y7 Ys
X1 X X X X X X X
X2 X X X X X X X
X3 X X X X
X4 X X X X
Xs X X X
Xg X X
X7 X
Xg X

Tab. 3 Binarni relace mezi objekty X a atributy Y
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Obr. 28 Konceptualni svaz kontextu (X, Y, I)

ConceptID

c(0)
c(1)
c(2)
c(3)
c(4)
c(5)
c(6)
(7)
c(8)
c(9)
c(10)
c(11)
c(12)

{z1; z2; z3; z4; 25; 26, 27; 28}
{z1; z2; 24, 25; 28}
{z1; z2; z3; z4; 25; 27}
{z1; z2; z4; 25}

{z1; 22; z3; z4; 26}
{z1; 22; z3; z4}
{z1; z2; z5}
{z1; z2; z4}
{z1; z2; 23}

{z1; 22}

{z2}

{z1}

{}

{}

{y8}

{y7}

{y7; y8}

{y6}

{y6; y7}

{y5; y7; y8}
{y4; y6; y7; y8}

{y3;y6; y7}

{y3; y4; y5; y6; y7; y8}
{y2;y3; y4;y5; y6; y7; y8}
{y1;y3; y4;y5; y6; y7; y8}
{y1;y2;y3;y4; y5; y6;y7; y8}

Obr. 29 Seznam koncepti
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Véta 2. (Hlavni véta o konceptualnich svazech). Mé&jme formalni kontext (X, Y, I).

1. f(X,Y,I) je vzhledem k < Uplny svaz, ve kterém jsou infima asuprema dana

piredpisy
N =4 )an = ad s
jeJ jeJ jeJ jeJ jeJ
/a8 =« )8on[ )80 =« Jap e[ )5
jeJ jeJ j€J jeJ je]

2. Dany tUplny svaz V =(V,C) je izomorfni s B(X,Y,I), pravé kdyz existuji
zobrazeni y:X - V,u:Y -V, pro ktera je y(X) supremalné¢ husta v
V,u(Y) infimdln¢ hustd vV a(x,y) € lplati, pravé kdyz y(x) <u (pro
kazdéx € X,y €Y).
Rikame, Ze mnozina K S V je supremalné husta v V, pravé kdyz pro kazdy v € V existuje

K, € K tak, ze v je supremem mnoziny K,; podobn¢ pro infimalni hustotu [2], [13].

4.3.3 Atributové implikace

(Atributova) implikace (nad mnozinou Y atributil) je vyraz tvaru A = B, kde A,B C Y.
Pro implikaci A = B a mnozinu C € Y fikame, ze A = B plati v C, popf. ze C je modelem
A = B, jestlize plati, ze pokud A € C, pak i B € C. Obecné;ji, pro mnozinu M € 2Ymnozin
atributii a mnozinu T = {A; = B;|j € J} implikaci fikame, Ze T plati v M, popt. ze M je
modelem T, jestlize A; = B; plati v C pro kazdé C € MaA; > B; €T.
Rikame, 7e implikace plati v kontextu (X,Y,I) (popi. Ze je to implikace kontextu
(X,Y,I)), jestlize plati v systému M = {{x}T|x € X} obsahii viech objekt-konceptt (tj.
obsahii koncepttl tvaru ({x}' {,{x}")). Dale iikame, Ze implikace plati v konceptualnim
svazu B(X,Y, ), jestlize plati v systému Int(I) vSech obsahd.
Véta 3. Atributova implikace plati v (X, Y, I), pravé kdyz plativ B(X,Y,I).
Implikace A = B (sémanticky) plyne z mnoziny T implikaci (zapisujeme T = A = B),
jestlize A = B plati vkazdé C € Y, vniz plati T. MnoZina T implikaci se nazyva:

e uzaviend, jestlize obsahuje kazdou implikaci, ktera z ni plyne;

e neredundantni, jestlize zadna implikace z T neplyne z ostatnich (tj. nikdy

neniT —{A = B} = A= B).

Mnozina T implikaci kontextu (X, Y, I) se nazyva uplna, jestlize z ni plyne kazda implikace

kontextu (X, Y, I). Baze je Gplna a neredundantni mnoZina implikaci daného kontextu.
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Vyznam predchozich pojmi je nasledujici. Zajimaji-li nas implikace platné ve vstupnich
datech (tj. v kontextu), nezajimaji nas implikace vSechny. Zejména nas nezajimayji trivialni
implikace, A = B, kde B € A, ty mizeme vynechat. Dale je ptirozené vynechat ty
implikace, které v né¢jakém ptirozeném smyslu plynou z ostatnich (proto pojem vyplyvani).
Pti vynechavéani bychom méli kontrolovat, zda aktualni mnozina je stale uplna (tj. vSechny
implikace z kontextu z ni plynou) a snazit se, aby nebyla redundantni.
Nasledujici tvrzeni je dasledkem znamého vysledku z teorie rela¢nich databazi.
Veta 4. Mnozina T implikaci je uzaviend, pravé kdyz pro kazdé A, B,C, D € Yplati
1A= AE€ET;
2.pokudA=B€T,pakAUC =>BET;
3.pokudA=>BeTaBuUC=>DEeT,pakAUC=DeT[2][13].

4.3.4 Vicehodnotové kontexty a konceptualni Skalovani

Vicehodnotové kontexty (many-valued contexts) jsou rozsifenim formalnich kontexti,
které umoznuji reprezentovat vstupni data i s jinymi atributy nez jen s bivalentnimi
logickymi atributy.

Vicehodnotovy kontext je &tvefice (X,Y,W,I), kde 1 € X XY X W je ternarni relace
takova, ze pokud (x,y,v) €  a{x,y,w) €I, pak v = w.

Prvky mnozin X,Y a W se nazyvaji objekty, (vicehodnotové) atributy a hodnoty atributi.
Fakt (x,y,w) € I znamena4, Ze objekt x ma atribut y s hodnotou w, piSeme také y (x) = w.
Vicehodnotové kontexty ziejmym zptisobem rozsifuji zakladni kontexty. FCA pristupuje k
analyze vicehodnotovych kontext nasledovné. Vicehodnotovy kontext je prostfednictvim
vhodného tzv. konceptualniho Skalovani (conceptual scaling) pieveden na zakladni kontext
a ten je poté analyzovan.

Skala (scale) pro atribut y vicehodnotového kontextu je kontext Sy =X, Yy, L), pro ktery
yX) € X, (kde y(X) = {y(x)|x € X}). Prvky mnozin X, a Y, se nazyvaji skalové
hodnoty a skalové atributy.

Jako $kalu pro dany atribut vicehodnotového kontextu muzeme pouzit libovolny kontext
spliiujici podminky definice. Nicméné Skala by méla odrézet vyznam daného atributu. Pro
atributy, vyskytujici se bézné ve vicehodnotovych kontextech bézné vyskytuji, je k
dispozici fada standardnich skal (napt. nominalni, ordinalni, interordinalni, biordinalni,

dichotomicka, atd.).
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Jednoduché skalovani (plainscaling) je zakladni procedurou pievedeni vicehodnotového
kontextu na zakladni kontext.
Je-li (X, Y, W,I) vicehodnotovy kontext a jsou-li S, (y € Y) skaly, pak kontext odvozeny
jednoduchym Skalovanim je kontext (X, Z, J), kde

e N=Uye Yy (Yy = .{y} x Yy)"

o (x,(y,2)) €] pravé kdyz y(x) = w a{w, z) € I,.
Objekty odvozeného kontextu jsou tedy shodné s objekty vicehodnotového kontextu a
mnozina atributi odvozeného kontextu je disjunktnim sjednocenim atributti jednotlivych
Skal. Operaci jednoduchého Skalovani je mozné popsat ndsledovné: v tabulce se oznaeni
fadkli neméni, misto sloupce s 0znacenim y vloZime |Yy| sloupcti 0znacenych atributy z Y,
a kazdou hodnotu y(x) z vicehodnotového kontextu nahradime fadkem Skaly Y,
piislusnym objektu x [2], [13].
Priklad 3. V tabulce (Tab. 4) je uveden piiklad vicehodnotovych kontext:

Y1 Y2 Y3 Ya
X1 12 1 1 0
X2 3 1 0 1
X3 7 0 27 1
X4 24 1 15 0

Tab. 4 Vicehodnotové kontexty

Z tabulky (Tab. 4) je patrné, Ze atributy y; a y; nejsou pouze bivalentni logické hodnoty.

Jedna se proto o vicehodnotové kontexty a ty je nutné prevézt na zakladni kontexty. To je

provedeno pomoci konceptudlniho skalovani (Tab. 5).

y1[1,10] vy:1[11,20] v4[21,30] Y2 y3[1,10] y3[11,20] y;[21,30] Ya
X1 0 1 0 1 1 0 0 0
X2 1 0 0 1 1 0 0 1
X3 1 0 0 0 0 0 1 1
x4 0 0 1 1 0 1 0 0

Tab. 5 Konceptualni skalovani
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5 MORFOLOGIE OBRAZU POMOCI FCA A POPISNE LOGIKY

V této kapitole je navrzen origindlni zptisob Enrichovy popisné logiky s abdukénim
uvazovanim. Pomoci teorie svazi je pouzito matematické morfologie, popisné logiky a
formalni konceptualni analyzy. Také je uvedeno nejlepsi vysvétleni pomoci algebraickych

erozi teorie svazll. Provedeny jsou pomoci formalni konceptudlni analyzy.

51 Uved

Automaticka interpretace obrazu je zkoumano jiz né€kolik let. V této kapitole se
zaméfujeme na ziskavani informaci z obrazli nebo videosekvenci. K rozpoznani struktur je
potieba konstruk¢nich znalosti v dané oblasti. Naptiklad v Iékatskych obrazech je tieba mit
anatomické znalosti. Popisna logika (description logic — dale uvadéna zkratka DL) je
dualezité paradigma zaloZzené na zakladnich znalostech. Tato logika pokryva mnoho oblasti

jako je sémantika webu, robotika, prostorova tivaha a po¢itacové vidéni.

Interpretace scény miZe vyuzit znalosti ontologie a popisné logiky. Ukolem je odvodit
nastroje, schopné zpracovavat kvantitativni informace poskytnuté z obrazi a poznatkl
ontologie. To se provadi sekvenénim zptisobem. Rozpoznavani a interpretace objekta je
provadéno z aktualni situace (prostorové konfigurace) zakdédované v tvrzenich (Aboxech)
DL s terminologickymi boxy (Tbox). Formaln¢ vzhledem k teorii pozadi K reprezentujici
odborné znalosti a vzorec C ptedstavuje pozorovani problémovych oblasti. Abdukéni
uvaha hleda vysvétleni vzorce D tak, Ze D je splnitelné s ohledem na K a plati K &
(D->C)(KUD E Q).

Potencial ptistupu zaloZeného na interpretaci obrazii je zaloZzen na dvou piikladech. Prvnim
z nich je Elsenbroichiiv. Ten argumentuje tim, Ze je tieba vyvinout vypocetni nastroje

abdukce v souvislosti s ontologii.

Priklad: Elsenbroich bral v tvahu nasledujici 1ékatfské ontologie zalozené na diagndze:
Piedpokladejme, Ze nemoc tfesoucich rukou (shake-hands-disease — SHD), se rozsifuje
tak, ze tfesete rukou s nékym, kdo nese nemoc (shake-hands-diesease- virus SHDV). Dale

predpokladejme 1ékaiské ontologie obsahujici:

1) Role: has_symptom, carries_virus, atd...;
2) Koncepty: SHD, SHDV, Laziness (lenost), Pizza Appetite (chut na pizzu),
Google Lover (milovnik Googlu), atd...;
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Soubor axiomu je uptesnén takhle:

1) Pokud ma nékdo SHD onemocnéni, pak on nebo ona trpi lenosti a chuti na pizzu.

2) Vyzkumnik je nékdo, kdo ma pfiznaky lenosti, chut’ na pizzu a je milovnik Googlu.

3) Nakonec kdokoliv si tfese rukou s nékym, kdo ma virus SHDV, ma onemocnéni
SHD.

Pokud by nastala potieba vysvétlit, pro¢ ma nékdo piiznaky lenosti a chuti na pizzu,
odpovéd’ by byla nasledujici. Stane se to pokud kdokoliv tiese rukou s nékym, kdo nese
SHDV.

Druhy ptiklad vychazi z interpretace obrazu mozku (Obr. 30).

Lateral
Ventricle
Non-Enhaneed
Brain Tumor
Caudate
Nuclei
Putamen

Obr. 30 Ptiklad mozkové interpretace obrazu
Piedpokladejme, Ze budeme mit k dispozici teorie popisujici mozek, obohacené o
prostorové vztahy a fadu algoritm pro zpracovani obrazi. Aboxy budou popsany
V nasledujicich kapitolach. Nasim tkolem je vysvétlit pfitomnost nerozsifeného nadoru
(Non-Enhanced Brain Tumor), ktery se nachazejici se na okraji mozkové hemisféry, coz je
daleko od postranni komory. Typickd odpovéd na tuto otdzku je, Ze obraz ptedstavuje
onemocnéni mozku a nemoc predstavuje okrajovy maly deformujici se nddor. Dale
budeme ptiddvat abduktivni Gvahy pro DL. Pomoci teorie svazii je zde pouzito
matematické morfologie, DL a formalni konceptudlni analyzy. Je navrhnuto nejlepsi
vysvétleni pomoci algebraické eroze pres formalni koncepty z teorie pozadi, ktera je

konstruovana s pouzitim formalni konceptualni analyzy [3].
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5.2 Popisna logika

V této kapitole je brano v Givahu, Ze popisna logika e£ a €L, patiici do popisné logiky,
ma vlastnosti kone¢ného modelu. Tato vlastnost je uzite¢na pro abdukci operatort, ktera se
bude provadét pies reprezentaci konceptudlnich svazii. Ty jsou postaveny v rezimu offline
pouzitim nastroji konceptualni analyzy. Necht N, a Np po parovém rozd¢leni konecné
mnoziny jmen konceptl a jmen roli, pouzivame pismeno R pro jména roli a pismeno C, D
pro koncepty. Symbol T oznacuje universalni koncept. Mnozina £ konceptl je nejmensi

mnozina tak, Ze:

1) Kazdy nazev konceptu je koncept
2) Jestlize C,D jsou koncepty a R nazev role, pak nasledujici vyrazy jsou také
koncepty: € N D,3R.C.

Interpretace T = (A%, %) se skladd z mnoziny A ¥ nazyvana jako oblast z T a funkce - ¥,
mapujici kazdy koncept C na podmnozinu C¥ z A7 kazda role R podmnoziny R¥z
ATXAT tak jako pro vSechny koncepty C,D a vSechny role R, spliiuji nasledujici

vlastnosti:

1) T =A%
2) CND)T=CcTnDT
3) (AR.O)'={x,|3ys.t. (x,y) ERT,yeC™}

DL znalost K je slozena ze dvou ¢asti TBoxy a ABoxy. TBox 7 popisuje terminologii
seznamu konceptt, roli a jejich vztahti. V €£, TBoxy obsahuji axiomy z typa C = D a typ
A = C. Box A obsahuje tvrzeni o objektech. Koncepty tvrzeni jsou ve tvaru a:C, jez se

¢tou jako a je C, arole je tvrzeni psané (a, b): R a &te se jako a je R souvisejici s b.

Interpretace ¥ je model DL (Thox a Abox) axiomu, spliuje-li tento axiom, je to model
DL z K, pokud spliiuje kazdy axiom v K. Koncpet C je splnén, jestlize to ptipousti model
c*+0.

Mezi nejdilezitéjsi tivahu sluzeb v DL jsou vypocetné podiadné vztahy mezi koncepty a
popisy. Mame dva popisy konceptdi C a D. Prvni ika, ze D zahrne C, kdyz C* € D ¥ pro
v8echny interpretace . Koncept C je ekvivalentni D(C = D), pokud C=EDa DEC.
Zatazeni vztahli E je reflexivni a tranzitivni, ale nemusi byt antisymetrické. Reflexivita a

tranzitivita C indukuje ¢aste¢ny fad - na tfidach popist koncepti
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[Cl] EE [Cz], Cl - Cz,

kde [C;] = {D|C; = D} je tiida ekvivalence z C;(i = 1,2). Zatazeni hierarchiec by mélo byt
chdpano na toto indukované uspotadani, V ptitomnosti K. Zafazeni je konstruovano

s ohledem
C, g Cp, CF € G~
Pro vSechny modely ¥ z K.

Necht ¥ je kazdy model z K. Rikime, Ze je kompletni na ¥, jestlize pro kazdé dva
kompletni popisné koncepty C a D GCI C E D ma X £ (C E D ).Pokud X je kompletni
pro I, pak je nazyvano jako volny model K. V nasledujicim textu budeme piedpokladat,

ze K je kompletni pro kone¢ny model. To je silny predpoklad.

Piedpokladejme, Ze mnozina L vSech eL-konceptd, pies K, zatfadila pofadi s ohledem na

K (Ey). Poté musime indukovat ¢astecné poradi E- podilejici se podmnoziny L/—y.

Tvrzeni: (L/=4,E=) tvoii konecny svaz. Necht T je volny kone¢ny model K. Pro kazdé
dva popisy konceptti C aD plati C E4 D,C* S DY atedy C =4 D,C*¥ =D? . Protoze ¥
je kone¢né, existuje mnoho moznosti C ¥ a D ¥, od omezujici definice konceptdl aZ po ty

necyklické. L_4 musi byt kone¢né. Také infima a suprema existuji.

Necht' [C],[D],[E] € L/=4 tfi ekvivalence tiidy jako [E] == [C] a [E] E= [D]. To je
ekvivalentni s EX S CY¥aE¥ S D% to znamenda E¥XcC¥INnD¥=(C=D)*. Kromé

toho [C 1 D] je dolni hranice z [C] a [D]. Tedy [C N D] je infimum z C a D.

Za supremum uvazujeme [E;],[Ez] € L£/=4, které jsou horni hranice pro [C] a [D]. Z
[Cl =2 [E]a [C]l E= [E,] méme CT S Ef aCYCE, atedy CT < (E;NEy)?, coz
znamena [C] T2 [E; N E,]| = inf{[E;],[E;]}, kde inf je ekvivalentni tfida souvisejici
S Casteénym fazenim - vyvolané z T a analogicky [D] E< inf{[E;], [E;]}. Znamena to,
7e infimum dvou hornich hranic pro [C] a [D] je také horni mez. Z mnoZziny L/=4 je

kone¢na, infimum
inf{[E] € L/=|[C] E= [E],[D] E= [E]}

existuje a je supremum z [C] a [D].
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Tento dikaz miizeme rozsitit na jakoukoliv skupinu ekvivalence tfidy. Lze si vSimnout, ze
volny model ¥ zXK svazu (L/=y,E=) je izomorfni s (S, <), kde S ={C*|C € L}.

Odpovidajici izomorfismus je @:|£/=3 — S,[C] — C*.

Priklad: Pomoci syntaxe £, SHD ontologie axiomu jsou nasledujici:

1) Jhas.disease.SHD E Fhas_symptom .(Laziness N Pizzza_Appetite );
2) Researcher C Jhas_symptom. (Laziness N Pizza_Appetite N Google_Lover);

3) 3Ishake_hands.3carries_virus.SHDV E has_disease.SHD.
Mozny model tohoto TBoxu je nasledujici:
A Y= {peter, paul, mary, shd, shdv,l,p, g, x, v}
SHD * = {shd}
SHDV * = {shdv}
Laziness ¥ = {1}
PizzaAppetite T = {p}
GoogleLover ¥ = {g}
Researcher® = {peter}
HasSymptom® = {(peter, 1), (peter, p), (peter, g), (paul, p), (paul, g),
(mary, D), (mary,p)}
CarriesVirus* = {(mary, shdv), (x,v)}
HasDisease ¥ = {(peter, shd), (mary, shd)}
ShakeHands T = {(peter, mary)}.

Plati, pokud jsou cyklické definice pojmi povoleny (naptiklad A = B N 3r.A) a nejvetsi
pevny bod sémantiky je pouzivan spiSe nez popisny zplisob. RozliSujeme pak mnoZzinu

primitivnich konceptd Ny, @ mnoZinu Ny, z definovanych konceptil.

Dalsi metodou, uzitecnou pro konstrukci konceptualnich svazii, je vypocet nejvice

specifického konceptu z podmnoziny patiici do této oblasti. To je definovano jako



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012 61

nejmensi popisny koncept obsahujici tuto podmnozinu. Tohle se formalné¢ uvadi

nasledujicim zpisobem.

Nejvice specificky koncept: Necht' T je TBoxema I = (A%, ¥) je model 7. Necht X €A ¥
je podmnozinou z domény T a E je definovano konceptem v J°. Koncept E je nazyvan

nejvice specificky koncept z X s ohledem na ¥ v piipadé, Ze plati nasledujici:

1) XCEF,
2) Jestlize T je konzervativni rozsiteni 7', které pouziva ty samé primitivni jména
konceptdl a jména roli, pak pro kazdy definovany koncept F VT’ s X € F ¥ plati,

7e E Cy F.

Nejvice specificky koncept neexistuje pro libovolné DL. Je ziejmé, ze msc existuje pro
DL &L s cyklickou definici konceptu pojmu sémantika nejvétsiho pevného bodu (eLgfy).

Pokud bereme na védomi ££, ndsledné se musi brat v tivahu sémantika nejvétsiho pevného

bodu [3].

5.3 Abdukce v popisné logice

Abdukci pivodné predstavil Charles Sanders Pierce Vv pozdnich letech 19. stoleti.
Odkazuje se na schopnosti odiivodnéni z pozorovani a vysvétleni. Je zakladnim zdrojem
novych poznatki. Je to zakladni forma uvahy vedle indukce a dedukce. Casto je chapana
jako forma zpétné tvahy z podmnozZiny zpétného pozorovani. Abduk¢ni problém je
povazovan za uroven terminologie a je na n¢j nahlizeno jako na zpiisob, jak najit dil¢i
koncepty dané¢ho konceptu. DL ALN neumoziuje existencialni omezeni, které jsou

povinné v naSich kontextech pro reprezentaci prostorovych vztahii mezi objekty scény.

Koncept abdukce: Necht I' je libovolné DL, K zakladni znalost a C je splnitelné
sohledem na K. Koncept abdukéniho problému, oznacovany jako (¥, C), spociva
v nalezeni mnoziny Expla(C) komplexnich koncepti y piipadné jiné DL T’ tak, Zze
K ey EC. Vysvétluyjici vztah je binarni relace C =y, kde vyznam Ccocyje y

vysvétlenim C.
Predpokladejme racionalitu ptizplisobenou do kontextu DL

CE:K*,CD'}/

LLE:
* Doy
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YExy;Cey

RLEy:— = v

Cey;yEx D

E—CM:
¢ (CND)ey

(CND)eyVs[C>6> 08 Ey D]
Coy

E — C — Cut:

Coyy Coy;v 1
RS: Yy ?”’,V Ly
Coy

_C>wC>6

ROR:———~ AT

Cey;Doy

LOR: ————
(CuD)oy

R Coy;De 6
‘(CuD)eyor(CuD)=6

E—-D

(CMD)ey;38[C > & &6 Sy D]

E —R — Cut:
u Coy

. Cey
E — Reflexivita:
Yy &

E — Cong: K # —C(a),if f existuje y takové, ze C © .

Stoji za zminku, ze v souvislosti s pomérné nevyraznou DL ££, neni umoznéna disjunkce a
negace, ROR, LOR, E-DR a E-Nock. Racionalni ptedpoklady mohou byt uspokojeny

pomoci operatort, jez nepovazujeme za dostate¢né omezujici.

Uvazujeme koncept abdukéniho problému (¥, C) s Expla(C) mnoziny vysvétleni a y
preferované feseni, tj. C > y.

Y je E- minimélni, pokud neexistuje vysvétleni {z (X, C) takové, 7e { 4 ay Ly L.

Yy je minimalni, pokud neni konkrétngj$i vysvétleni, nez y. Trivialni feSeni L jsou
vylouc¢ena. Dal$i minimalni omezeni pro abdukci v DL mlZe byt nalezeno v analyze

slozitosti v konkrétnim pfipadé DL eL a eL**.

Kdyz je problém abdukce omezen nazvem konceptu, mnoZina vSech vysvétlujicich feSeni

je ztejma. To je pfesné mnoZzina jmen konceptl zahrnutych do pozorovani C. Piedstavuje
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klesajici hierarchii, od konceptll vysvétleni. Mame zdjem o komplexni koncepty, které

nejsou definovany v Tboxech a nejsou explicitné zastoupeny v hierarchii zafazeni.

Priklad: V kontextu z ptikladu SHD, vhledem ke konceptu Jhas_symptom. (Laziness I
Pizza_Appetite), pokud je omezeni na GCI v Tboxu a fesSeni ziskané prostym zpétnym
fetézenim na klasifikaci konstrukce muize byt Ishake_hands.3carries_virus.SHDV.
Hledame pro komplexni e£-koncepty a to nas pristup umoziuje pro abdukci nasledujicich

komplexnich koncepti:

Ashakepgnas- (Elcarries,,ims.SHDV N 3has isease- SHD T

3hassymptom- PizZgppetite N hASsymptom- Lazmess).

Za zminku stoji, Ze tento koncept neni pojmenovan, proto nas§ piistup piesahuje prosté
zpétné feseni v klasifikaci konstrukce. Jedna se o nejvétsi pocet jednotlivych konceptu,

ktery spliiuje minimalni omezeni [3].

5.4 Pouziti FCA pro tvorbu algoritmu

Klicovym problémem u formalniho kontextu je efektivné vypocitat zédkladni formalni
konceptualni svaz. To je mnozina vSech implikaci v kontextu. Lze pouzit pfistupu ,,hrubé
sily vyétem vSech moznych implikaci mnozin 22! coz je velmi asové naroéné a

vytvaii se redundantni implikace mnozin. Mén¢€ naivni strategie miize vyuzit skutecnosti:
pro vSechny podmnoziny Y z M, vytvofi implikace Y — aB(Y), vzdy plati v K.
V ptipadé Y; = Y, plati v K, pak ¥, € afB(Y;).

Miizeme pak definovat implikace mnoziny stanovené vyétem vsech (22M1) podmnoziny Y
zZM a vytvofit implikace Y - aB(Y). Nicméné tento piistup stile vytvaii redundantni
vysledky a ty ¢ini neefektivni zejména rozsahlé aplikace. Ptirozenou otazkou je tedy, zda
existuje implikace mnozZiny, ktera je neredundantni, a z niz vSechny implikace v daném
kontextu mizeme odvodit. Nasledujici definice budou uzite¢né pro konstrukci algoritmil

konceptualnich svazi.

Vzhledem ktomu, Ze formalni kontext IK, mnozina implikaci S definuje zaklad pro

implikace mnoziny v K (imp(K)), je-li:
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1) Kazda implikace Y; = Y, z 8 plati v K;
2) Kompletni, kazda implikace Y; — Y, plati v K, mohou byt odvozeny z 8

3) Minimalni, nestriktni podmnozina £ je kompletni.

Konkrétné Guigues-Duquenne definovéano jako f = {Y — aB(Y)|Y je pseudo zadmér K},
kde pseudo zamér formalniho kontextu K je rekurzivné definovan jako mnozina Y atributt

spliujicich Y # af(Y) aaf(Y) € Y pro kazdy pseudo zamér ¥ c Y.

Efektivni pristup k pojmu konceptudlni svazy je vycet pseudo zaméri K Vv

lektickém potadi, které je definovano takto.
Lektické pofad je potadi linearni na mnoziny M. To je definovano nasledovné:

stanovené libovolné striktni pofadi < na mnoziné M = {m,, ..., m,,} o atributech, fikaji

my; < -+ <my. Necht'Y;,Y, € M jsou dvé mnozZiny atributii. Definovano
Yl <l Y2 lff Elml € YZ\Yl a Y1 N {ml, ey mi_l} = Yz N {ml, ...,mi_l}.

Lektické potadi je sjednoceni vSech <; pro i = 1, ..., n. Algoritmus na obrazku (Obr. 31)

vypocitd kmen zakladny pomoci lektického vyctu pseudo zaméra K.

Require: formal context I = ((7, M, [)
Ensure: B - the stem base

Ba=p

Define a strict total order on attributes, e.g. m <ma < - < my,

Encode attribute sets as bit-vectors of length |M|, e.g. {mq,mq,ms} as [1,0,0,1,1,0,0] for an attribute set of cardinality
ik

Y =[0,...,0]

loop

if ¥ # oY) then
B:=Bu{Y = ad(¥)}

end if

k= |M|+1

while (k=0 or (Y[k]=0and B{Y + k)[i] = 1,¥i>k)) do
k=k-1

end while

if k=0 then return B, exit

end if

Y :=B(Y +k)

end loop

Obr. 31 Algoritmus pro vypocet kmene zakladny

V tomto algoritmu Y + i ¢ini nastaveni i-té¢ho bitu na 1 a vSechny nasledovné bity na 0,
mnoziny, to je Y[i] == 1 a Vj > i,Y[j] == 0.B. B(Y) pouZiti implikaci na atributy mnozin,

naptiklad pro f = ({my,} = {m;,my, ms}) a¥ = {my, m,, ms},

L(Y) = {my, m,, ms, my, ms}.
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Priklad: Klasicky ptiklad pro ilustraci je definice algoritmu uvedeného vyse. Kromé toho,
je tato metoda dale pouzita v celé kapitole. Formalni kontext a souvisejici konceptualni

svaz je zobrazen na obrazku (Obr. 32).
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Obr. 32 Jednoduchy piiklad konceptualniho svazu a tabulka formalniho kontextu

Spodni prvek je (@,{composite,even,odd,prime,square}). Jednotlivé &asti jsou

({4}, {composite, even, square}), ({9}, {composite, odd, aquare}), ({2}, {even, prime}),

({3,5,7}, {composite, odd, square}). ({1,9}, {odd, square}) je nastupcem
({9}, {composite, odd, square}). ({9}, {composite, odd, square}) je mnozina
{({4,9}, {composite, square}), ({1,9}, {odd, square})}.

Vypoctend Guigues-Duquenne zakladna pouziva algoritmus predstaveny vyse:

1) {composite,odd} - {composite, odd, square};

2) {even,square} - {composite, even, square};

3) {even,odd} — {composite, even, odd, prime, square};

4) {composite, prime} - {composite, even, odd, prime, square};

5) {odd,square} — {composite, even, odd, prime, square}|3];
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5.5 Uziti FCA v popisné logice

Popisnd logika a formalni konceptudlni analyza se nejprve vyvijely nezavisle. Nyni je
rozdil mezi obéma teoriemi vyrazné niz$i. Na jedné stran¢ se védci FCA pokouseji sloucit
formalni kontexty s komplexnimi konstrukcemi problémi v DL. Na druhé strané se védci

DL pokouseji vyuzit vyhod FCA pro feSeni nestandardnich problémt.

Pro naSe potfeby jsou vybrany eL-koncepty, které nejsou zafazeny v hierarchii. Je to
piirozeny zpusob, stejné jako je hledani mista Giplnych svazii konceptti odvozenych z teorie
pozadi. Proto konstrukce, jako konceptudlni svazy, pouzivaji nastroji FCA. Néastroje FCA
jsou rozSifeny na relacni struktury vyjadiené v jazyku DL. Spojeni mezi FCA a DL je

fizeno prostfednictvim indukovaného kontextu. To je formalné uvedeno nasledovné:

G = AT doména kone¢ného modelu T

M = (ml,...mn)
[:={(d,m)|d € mI}

V tom, co predchazi my, ... m, oznacujeme koncepty definované v pevném TBoxu 7. G
odpovida oblasti modelu posuzovaného TBoxu T'. Distel navrhl vicestupniovy prizkumny
algoritmus pro kontrolu mozného plytvani v dané terminologické zakladné vyjadiené DL
eL. Dale se spoléhame na podobné konstrukce algoritmu. Tento algoritmus je shrnut na
obrazku (Obr. 33).

Require: finite model T = (AT, ), N} im-the set of primitive concepts

Ensure: S - a base for the GCls holding in the model T
My = Nyrim
[y := the context induced by My and T

Sh=@, =03, F{y=@, k=0

while . = @ do
gy o=y u{FP}
Mier = Mg u{Frmse ((Muer, U)F) | 7 e Ng}
Sy = {{C} = {D} | C, D My, CE D}

k=k+1
if My = My = % then
b= @
else
Py, = lectically next set of attributes that respects all implications in Sy and { Py — Fog (F;) | 1< 5 < k) (with Sag
meaning that the derivation operators are applied w.rt the context ;)
emd if
end while

Obr. 33 Algoritmus pro vypocet zakladny pro obecny koncept v daném kone¢ném modelu
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Volny koneény model elementt je bran jako objekt a e£ koncepty jako atributy. Klicovym

bodem je pak generovani volného modelu.

Priklad: S ohledem na ptiklad SHD, implikace zakladny vyplyvajici z algoritmu (Obr. 33)

je znazornéna na obrazku (Obr. 34). Odpovidajici svaz je znazornén na obrazku (Obr. 35).
Zatazeni je nasledujici:
Researcher M 3CarriesVirus. LE 3HasDisease. SHD
N 3HasSymptom.GoogleLover M AShakeHands.3CarriesVirus. SHDV
Z prvni implikace je konstruovan kmen zakladny:

Researcher ©4 3HasDisease.SHD M 3HasSymptom. GoogleLover

M 3AShakeHands.3CarriesVirus. SHDV
Podle nésledujiciho pravidla:

ACy B
ANCCy B

Alund Researcher) Disease {and SHDY) (exists HasSympeom (amd GoogleLover)y fexists Shakellands (umd {ex-
ists CarriesVirus (un
==> Hoching)
{iand EHOD )

==> Hothing}

= Ho! 5}

ebite] ==x Hothingl

{exists HasDisease (and SHD))1)
ists HasSymprom (and Pizzadppatita
1
ts CarriesVirus Jand SHOV|}}) Researcher]]

ts HasDise and SHOY b))
Nothing)

=== Hothing)

Fizzahppatite))
izzak ited)

]

b ===

and PizzaRpps (exiete CarrieaVirus (and SHDV

jexists ShakeHands (and {exists CarriesVirus {and SHOV Researcher] ]

= Hothing)
Hoth.

Hathing)
Nothing)
= Nothingl

xiste CarrieaVic

& ShakeHands (a
rus (and SHC
rue (and &
{and &SHLY
{and
land 3
land

ShakeHands
ShalkaHands |
ShakaHands

fand G

Symptom glalovar)))) Researcher| ==» Hothing))

Where the

s the L concept comesponds in
r PizzaRppetite SHD Lazinese GoogleLover fexiste HaeDisease A11) (existe HasSymptom Rll) (exiete CarrieaVirus R11)

lexista Shakedande A11l11

Obr. 34 Implikace zakladny odvozené z piikladu SHD
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1om (and Laziness))

/ Al e =S T .
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P 3 / \ / ¢
- // / J‘,/ \ Ik / /,

| /
N ‘ Texists Hassymptom (3nd GoogeLover)] | /
. . /
N . \\ N \ '. / /
e \\ N H \ \ / /
e . [{exists CarriesVirus (and SHOVI) \ | / /
~ \ < \ | / /
~ R \, \ | / /
N \ M \ \ | [ /
\\\ N N ;\ ‘/ /
\ \ /
S N N\ N1 [ /
\ /
[Cexists fand lexists fand Laziness)) (lium biSymet {and ] \ \ §o
N N I ceeeef /
~ e / /
bl \ . ey
SN \ \ / He-..
[texists fand (exists C tandi| / o
NN N \ B / (exists ShakeHands (and))
SONON \ / /
[texists (and (exists {and SHD)) (exists fand lexists (and L ]
T
~ N X
N | 2/
N \
N\ //
[fexises fand (exists C {and SHOV)) (exists (and SHD)) (exists (and (exists (and Laziness)) |

Obr. 35 Konceptualni svaz indukovany podle SHD ontologie [3].

5.6 Abdukce operatori z matematické morfologie na tiplné svazy

V této kapitole bude popsano, jak lze vyuzit zdkladnich morfologickych operaci
V logickém prostiedi. Morfologické logiky lze wvyuzit k pfiblizeni nebo pochopeni
problémut. Jelikoz je vyuzivano algebraické struktury matematické morfologie, jeji hlavni
myslenkou je najit centralni Cast teorie po sob¢ jdoucich erozi. Lze vychdzet ze dvou
zékladnich vztahti. Nejdalezitéjsi jsou uplné svazy, na které jsou definovany operatory.

Budeme brat v potaz aplné svazy tvofené z jednoho pevného koneéného modelu. Nyni si

uvedeme zdkladni matematické rovnice z matematické morfologie.

Necht' (L,<) a (L', <) jsou dva uplné svazy, ty nemusi byt stejné. VSechny nasledujici

definice plati pro matematickou morfologii v uplnych svazech.

Operator 6 : L — L’ je dilatace, pokud supremum: V(x;) € L,6(V; x;) =V; ~6(x;), kde v

znaci supremum spojené s < a VvV~ souvisejici s < 7.

Operator € : L” — L je erose, pokud infimum V(x;) € L', e(A; "x;) =A; €(x;), kde A a A’

znadi infimum spojené s < a < .

Zde budeme uvazovat operatory na Gplnych svazech C definované z (G, M, I).
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Stejné jako v ptipadé Gplnych svazl definujeme dilataci a erozi V pojeti tplnych svazl jako
operace zaménujici supremum a infimum. Mohli bychom uvazovat o podmnozin¢ G
S cilem najit vysvétleni v M. To je provedeno pomoci eroze. Ta hleda podmnozinu, ktera
by vysvétlila podmnozinu X. Muzeme si vSimnout, ze od castetného usporadani
Vv konceptualnich svazech mohou byt vyjadieny ekvivalentné jako inkluze na G nebo M.
Navrhované konstrukce na G ptimo indukuji cestu ivahy na M. Dale jsou navrhovany dva

ptistupy definice eroze na C.

Prvni znich se skladd s morfologické eroze zaloZzené na strukturnim elementu
definovaného jako zakladni okoli prvkti G nebo jako binarni relace mezi prvky G. Takova
okoli mohou byt definovéana jako koule o poloméru 1. To je vyjadieno jako provadéni po

sob¢ nasledujicich erozi tak, aby bylo mozno odvodit posledni neprazdné eroze.

Druhy pfistup spociva v pfimém definovani posledni eroze, jeZ se pouziva pro Ucely
generovani. To znamend piejit piimo k poslednimu kroku konstrukce navrzené v prvnim

piistupu [3].

5.6.1 Eroze zpovzdali a blizkého okoli

Aby bylo mozné definovat explicitni operace na konceptualni svaz, bude vyuzivano
zejména erozi a dilataci, které¢ zahrnuji strukturni prvek. To je binarni relace mezi b a
prvky G. Pro g € G, znaCime b(g) sadu prvka G ve vztahu s g. Pro instance b muize
piedstavovat systém okoli G nebo vztah vzdalenosti. Pro vzdalenost d mezi prvky G
mohou byt strukturni prvky definovany jako koule této vzdalenosti. Na nékolik vzdalenosti

by mohly byt pouzity. To je uvedeno v nasledujicim ptikladu.

P(G) definovana z G s funkci vySky ¢, definované jako supremum délek vsech fetézci,
spoji prazdnou proménnou do uvazované¢ho prvku. Tato funkce je striktné monoténni a
spliuje nasledujici vlastnosti. Jestlize Y pokryva X. To znamend X c Y a AZ tak, ze
XcZcY. Pak #(y) =#(X) +1. Proto tato funkce dodavd konceptualni svazy s
odstupfiovanou strukturou svazi. V obecnych odstupniovanych svazech mize byt
pseudometrika definovdna jako d(X,Y) = €(x)+ £(Y) —2¢(XAY), kde A znaci
infimum spojené s ¢astecné usporadanymi svazy. Funkce ¢ je prosté kazdd podmnoZina.
To znamena VX € P(G),#(X) = |X|,Y pokryva X, coZ znamena Y ma pravé jeden prvek
vétsi nez X a d, které mize byt vyjadieno jako

V(X,Y) € P(G)%d(X,Y) = |X| + Y| = 21X nY| = |XUY|=|XnY|=|XAaY|
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To je jeden piiklad ze vzdalenosti, pouzitelny na C. Jednou z jeho nevyhod je vsak, je vSak

jeho silna zavislost na zrnitosti popist koncepce v zakladni ontologii.

Dale budeme ptedpokladat jakoukoliv vzdalenost d a definovat okoli kazdého prvku G

jako kouli d o poloméru jedna se stiedem v g:

Vg € G,b(g) =1{g € Gld({g}{g'}) < 1}.
To co nasleduje, plati bez ohledu na vzdalenost pro strukturni element b, definovany jako
koule o zvolené vzdalenosti. Morfologicka dilatace podmnoziny X z G sohledem na b
vyjadiena jako
§,(X) ={g € X|b(g) N X + @}.

Morfologicka eroze X je vyjadiena jako

ep(X) ={g € Glb(g) € X}.

Uzivani b odvozené ze vzdalenosti je zajimavé v souvislosti s abdukci, kde vétSina
centrdlnich ¢asti X bude muset byt definovana. Eroze je pak vyjadiena nasledujicim

zpusobem:
e"(X) = {g € XId({g}, X) > n}.

X¢ oznacuje doplngk X v G. Musime brat na védomi £(X) = £(X) a maji £°(X) = X.
Zde je G diskrétni kone¢ny prostor. Proto jsou brany pouze celoCiselné hodnoty n.

Obecnéji feeno €™ oznacuje iterativni aplikaci &, n-krat.
Vsechny vlastnosti matematické morfologie plati. Ty nejdulezitéjsi jsou nasledujici:
1) Eroze zaménovana s infimem. To znamena:
V(X,X) EP(G)*e(XnX) =eX)nelX).
2) Pouze zafazeni plati pro supremum:
V(X,X) eEP(G):e(X)U(X) SCe(XUX).

3) Jestlize g € b(g), pak eroze:
vX € P(G),&,(X) C X.

4) Interativni vlastnost:

e”(em(X)) = gm(X).
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Provadéni po sobé jdoucich erozi pak vede k mensimu a mensimu vysledku. Tato
vlastnost se pouziva k definovani vysvétleni redukované¢ho vysledku ziskaného

erozi.

5) Dilezity pojem je jedna z adjunkci. Par operatort (&, §) tvoii adjunkce pokud
Vx ELVyeL,6(x) xSy x< e(y).
Jestlize (&,6) je adjunkce, pak € eroze a § dilatace. Z toho vyplyva, Ze & zachova
nejmensi prvek a & zachova nejvétsi prvek. V konkrétnim piipadé (e, 65) je
adjunkce. Tento koncept je ekvivalentni s Galoisovou konexi obracenim potadi na
druhém svazu. Pro formalni koncept (X,Y),X € B(Y) &Y < a(X). Proto

operatory odvozené z FCA lze také brat jako pojmy matematické morfologie [3].

5.6.2 Posledni neprazdna eroze

Jak je uvedeno ve vyrokové logice, eroze miize byt pouzita k nalezeni riznych vysvétleni.
Myslenkou bylo najit hlavni ¢ast vzorce jako nejlepsi vysvétleni. V této kapitole jsou
navrzeny podobné myslenky, ovSem jsou piizplisobené kontextu konceptualnich svazl

definovanych pomoci eroze.
Pro kazdé X C G tak, ze 3Y € M, (X,Y) € C, definujeme jeji posledni erozi jako
gX)=e"X)e{e"X) =0, avm>n,e™(X) =0

Tato posledni neprazdna eroze definuje podmnoziny G, které jsou nejvzdalenéjsi z dopliiku
X na vzdalenosti d. Jinymi slovy definuje nejvice specificky koncept, ktery zahrnuje

rozsah X.

Necht’ C je e£L-koncept, B odvozeny operator a &, posledni neprazdna eroze. Potomy z C

je definovana z posledni neprazdné eroze jako

C o e EB(y) € e, (BO)).

Pokud hypotéza H musi byt zavedena, pak se tato definice méni nasledovné

¢ o e EB(y) < e,(BH) N BO)).

V této rovnice si lze vSimnout, Ze ve skutecnosti definuje sadu nejlepSich moznych
vysvétleni. Tato sada miZze byt zménéna. Instance dilatace S(y) pomoci koule o

vzdalenosti d a velikosti mensi neZz n vzdy vede k podskupiné S(C). Centralni ¢ast mize
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byt interpretovand jako podmnozina X z G, jez lze zménit nejvice, mezitim a(X) zlstava
zahrnuta podle C.

Interpretace konceptudlnich svazi je nasledujici: pocinaje podmnozinou, kterou je potieba

vysvétlit, provedenim postupné eroze, klesa doli ve svazu (Obr. 36).

G\ (exists HasSymptom (and))

N

Pl [Texiss {and PizzaAppetite) |

:
(exists HasDisease (and SHD)

N

-~ |(exists HasSymptom (and Laziness))
{exists HasDisease (and))

\ Y

(exists HasSymptom (and GoogleLover)

\

\
\ |
[texists (and (exists {and Laziness)) (exists Hassy (and | \‘\‘v. .
[Texists {and (ub:s éan:e’; (and)) | e
. ‘
[texists (and (exists fand SHD)) (exists i (and “ ‘v, (exists fand L ]
[fexists (and (exists CarriesVirus (and SHDV)) (exists Tand SHD)) (exists (and (exists {and Laziness))) |

Obr. 36 Erozni cesta spojena s SHD abdukénim problémem [3]

5.6.3 Posledni souladna eroze

Dalsi mySlenkou zavedeni omezeni H je to narusit, jestlize zdstane konzistentni s C. To

vede k druhému vysvétlujicimu vztahu.

Necht' C je eL-koncept H, udélené pied omezenim a f odvozeny operator. Vyhodné

vysvétleni y z C je definovano z posledni souladné eroze jako

C > oy S B(Y) € £, (BEH), BC)) N BC).
Kde &,. je posledni souladné eroze definovéana jako
erc(B(H), B(C)) = e(B(3D)).
Kde n = max{k|e*(8(H)) n B(C)x + 0}.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2012 73

Tato definice ma jiny vyklad. Zde musime brat v potaz erozi z B(H) samostatné. Coz

Znamena, ze pii pohledu na model je C nejvice omezené.

5.6.4 Prima definice posledni neprazdné eroze

Necht' X € P(G) je podmnozina, kterou je tieba vysvétlit. Jestlize X neni konceptualni
svaz, pak je tieba nejdiive vypoéitat fa(X). Tedy (Ba(X), a(X)) je formalni koncept. To
znamena, ze € C. Pojem nejvice specifikovany koncept muze byt také pouzit na
kteroukoliv vhodnou alternativu zavislou na aplikaci. Pfedpokladejme, ze X je ve svazu.
Chceme-1i definovat posledni neprazdnou erozi X. Je tfeba pocitat neprazdné podmnoziny

z X, které jsou ve svazu a zaroven jsou minimem. To je formulovano nasledovné:

Necht' X je jakykoliv prvek P(G) tak, ze 3Y € P(M),(X,Y) € C. Pfedpokladejme X #

@, X # T. Posledni neprazdna eroze X je definovana jako
X)) =u{X" e P(G)\0|3Y € P(M),(X",Y") € C, X" € X,X'minimal}.

Vsimnéte si, ze podmnoziny X jsou c¢asti (nastupci nejmensiho prvku L1). Minimalni
koncept v této rovnici mizeme definovat riznymi zplisoby, coZ umoZiuje pruznost

Vv definici. Naptiklad mizeme vzit v tvahu dvé omezeni:

1) Mohutnost oznacena jako |-| - minimalni. Je silné omezeni vyluujici velké
mnozstvi feSeni. To zplsobuje nevyhodu, protoze tvorba operatoru eroze zavisi na
modelu.

2) C - minimalni. Je méné omezujici nez mohutnost a proto je méné zavislé na zméné

modelu.
Nyni definujeme vysvétleni z £,(X). MiZe byt provedeno jednim z nasledujicich zptsobi:

1) Vybereme y tak, ze B(y) € &,(X) (B(y) € P(G), ale B(y) neni nutné koncept
svazu od spojeni prvkil C. Neni vzdy v Ca nejvice specifické koncepty véetné
spojeni podle fa mizou byt piili§ velké. Kromé toho chceme uloZit omezeni na
minimalni mohutnost.

2) B(y) € &,(X) tak, ze Ay € P(M), (B(y),Y) je formalni koncept.

3) B(y) = f(e,(X)), kde f je volbou funkce mezi podmnozinou X’. Tim zaruduje

omezeni minima.
Plati nasledujici vlastnosti:

e &, je rostouci operator;
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e &, neni rozséhly operator;
e &, prechazi z infima
4) &, zachovava nejveétsi prvek
Uvazujme jednoduchy konceptudlni svaz znazornény na (Obr. 32). Necht X; =
{4,6,8,9,10} a X, = {1,9} mame nasledujici mozZnosti:

1) &,(X;) ={4,9}. Vtomto piipadé¢ {4,9} je prvek svazu, ale nemd minimalni
mohutnost. Jestlize chceme sniZit vysvétleni, ze prvek C S minimdlni mohutnosti
ma na vybér mezi {4} a {9}. {4,9} nebo jakékoliv jind podmnozina mize byt
povazovana za vysvétleni X;.

2) &,(X;) = {9} pouze neprazdny piedchtidce X, je {9}.

3) &(X;) Ne(X2) = {9}

4) ,(X1 N Xy = £,({9}) = {9}.

To ukazuje, jak navrhovana definice funguje [3].

5.6.5 Prima posledni souladna eroze

Necht X € P(G) lze vysvétlit (X # @ a X # T) a necht’ H je omezeni. Posledni souladna

eroze H je definovana jako
erc(B(H)) =U{X" N X, X € Cons(3)},
kde Cons(H) =
= {X’ € P(G)\@|3Y’ € P(M),(X’,Y") € C, X’ € B(H), X' minimal, X’ N X # @}.
Vysvétleni y jsou definovany z &, (8(3)), jako pro &,.

Jestlize uvazujeme opét priklad na (Obr. 32). Necht' B(H) = {2,4,6,8,10} a X = {2,3,5,7}.
Mame &p, (/3 (H )) = {2}, vzhledem k tomu, Ze minimalni pfedchidci jsou {2} a {4}. {4} se

nenachazi v X [3].
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5.6.6 Vlastnosti a interpretace

Prvni diilezitou vlastnosti je to, ze musime brat G z celého formalniho hlediska. Zde jsou
definovany eL-koncepty vedouci kerozi podmnozin G. Necht (X,Y) jsou formalni
koncepty, X € G a Y € M,v zavislosti na definici formalniho kontextu. Z definice
vysvétleni X miizeme odvodit odpovidajici koncepty pro Y pomoci odvozeného operatoru.

To znamena

a(B()) = {meM|vg € B(y),(g.m) € I}.

Na (Obr. 36) je erozni proces vedouci k vysvétleni zobrazeni. Mizeme si zde v§imnout, ze
erodujici X Cini dilataci Y, ktera je v souladu s Galoisovou konexi, mezi odvozenim

operatori adjunkce z dilatace a eroze.

Nyni pfejdeme k vysvétleni vztahti. Bylo prokézano, Ze vétSina z nich je stale vysvétlena
pomoci odvozeni z posledni neprdzdné eroze a posledni souladné eroze. Vysledky Ize

roz§itit pomoci DL kontextt nasledujicim zptasobem.
Dale se ptedpoklada, Ze jsou definice odvozené z postupnych erozi.

1) LLE a RLE: Oba =%"¢ a =*¢ jsou nezavislé na syntaxi. ProtoZe jsou ob& vypodteny
na kone¢ném modelu.

2) E-Reflexivita: Plati pro ob¢ vlastnosti: Jestlize C & y, pak y = y.

3) E-CM: Pro spojeni mame jednotvarné vlastnosti pro =%¢: Jestlize C = yay &
D,pak (C N D)o y.Pro =" jen slabsi forma plati: Jestlize C =y a
D ="y, pak (C N D) =" y. Miizeme si v§imnout, Ze tato slabsi forma je také
velmi piirozend a zajimava.

4) RS plati pro obé definice.

5) E-R-Cut plati pro ob¢ definice.

6) E-C-Cut plati pro =¢. Pro =", slabsi forma plati nahrazenim § £ D, pomoci

Dc6.
Jde o minimalni omezeni, ale také pfirozené odvozeni z definice posledni eroze.
Pro vysvétleni odvozeni z posledni neprazdné eroze, lze pfedpokladat:

1) LLE a RLE je nezavislé na syntaxi.
2) E-CM (monotonnost): V(X,X") € P(G)? MyeayU >y aX € B(y) = XMNX >y.

3) E-Reflexivita: MyeqU =y =y & v.
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4) RS MyeayU S v,V EV,BOI)#0=>T1 yean U SV
5) E-E-CutaE-C-Cut.
Vsimnéte si, ze E-CM plati.
Pro vysvétleni odvozeni z posledni ptimé souladné eroze, plati nasledujici:
1) LLE a RLE je nezavislé na syntaxi.
2) E-CM (monotonnost): V(X,X") € P(G)*, MyeqxyU >y aX € B(y) = XMNX > .
3) E-Reflexivita: MyeqlU =y =y & v.
4) RS MyeayU VYV EV,BOI)#0=>T yean U SV
5) E-E-Cut a E-C-Cut.
Dvé zékladni vlastnosti v DL a logice jsou jejich spolehlivost a uplnost. Vlastnosti

algebraické eroze vyuzivaji vSech uvedenych definic:

Solidnost: Pokud je dokazano, ze koncept y lze odvodit z mnoziny axiomu K, pak je
pravda, Ze y je splnitelna s ohledem na K. ProtoZe jsou vSechny navrhované vysvétleni
operatory eroze v konceptudlnich svazech konstruovany z konecného modelu v TBox.

Kazdé feseni bylo extrahovano z téchto svazi s ohledem na K.
Pokud 3y|C © v, pak y je splnitelné s ohledem na K.

Diikaz je ptimym dusledkem proti rozsdhlym vlastnostem eroze. Ukazme si detail dikazu
z "¢ operatoru. Podle definice B(y) S &,(B(C)), az &,(B(C)) S B(C). Z toho vyplyva
definice B(y) € B(C)aC E T,y ET. To znamend, Z¢ y je splnitelna s ohledem na K.

Uplnost: Postup je kompletni, pokud koncept ¥ je splnitelny s ohledem na X. Poté se
ukaze, ze y miaze byt odvozeno z K.

Jestlize y je splnitelné s ohledem na &, pak 3C| X = (y £ C).

PonévadZ & zachovava nejvétsi prvek, mame e(ﬁ(T)) = B(T), a e{;(ﬁ(T)) = B(T),
z toho vyplyva, ze kazda podmnozina z S(T) je vhodnym vysvétlenim pro =*"¢. Proto

K ="€ y. Pojd'me se nyni podivat na C = y. Potom C je splnitelné s ohledem na X a

C =€ y z vlastnosti reflexivity [3].
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5.7 Interpretace obrazu mozku

Nyni si ukdzeme, jak teoreticka aplikace plati v ndroném oboru patologie mozku. Cely

proces je shrnut v obrazku (Obr. 37).

Aplikacni doména DL FCA
(Piedstava mozku)

Genericky off-line proces prizkumny
f algoritmus

D‘n_:emé poznatky Koncepty TBox /
(Napiikiad 2 TTT—

anatomickych uéebnic)

Interpretace konkretniho piipadu

Pozorovani ABox — nejkonkrétnéji

(Vyplyvajici z algoritmm koncept v TBoxu \pﬂﬁitor C
zpracovani obrazi i
aplikovanych na L

specificky obrazek)

Obr. 37 Schéma popisujici spojeni mezi danymi teoriemi a problémem interpretace obrazu

Horizontalné prerusované cary oddé€luji hlavni bloky modulu. Prvni modul je genericky,
off-line a umoznuje konstrukci koncepti svazii C z poznatkt aplika¢ni domény. Obecné
poznatky jsou formalizovany jako TBoxy z daného popisu logiky. Nazvy konceptu pak
piedstavuji pocatecni atributy stanovené ve formalnim konceptu FCA. Objekty jsou
nastaveny jako volny model. Priizkumny algoritmus je pouzivan k vytvofeni indukované¢ho

kontextu K = (G, M, I), coz vede ke konceptualnimu svazu C.

Druhy modul je proveden pro kazdy obraz. Vysledek z algoritmu procest je pouZit na
posuzovani obrazi, které jsou uloZzeny v ABoxu. Ten je po kontrole konzistence pfepsan

jako konjunkce zii¢astnénych procest. Poté je slozité vysvétlit pojem C.
Anatomické a patologické znalosti o mozku jsou vysvétleny vyse pomoci jazyka DL.

Na obrazku (Obr. 38) je popsédna teorie ontologie na prostorovych vlastnostech nadoru

mozku.
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Brain

Cerebral Hemisphere
PeripheralCerebral Hemisphere
SubCorlical Cerebrol Hemisphere
GreyNuclet

LoteralVentricle

BrainTumor

Small De formingTumor

SubCortical Small De formingTumor

PeripheralSmallDe formingTumor

LargeDeformingTumor
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Tumoral Brain

SmallDe formingTumoral Brain
LargeDeformingTumoral Brain
Peripheral Small De formingTumoral Brain

SubCortical SmallDe formingTumoral Brain

n

HumanOrgan

BrainAnatomical Structure

Cerebral Hemisphere Area

Cerebral Hemisphere Area

BrainAnatomical Structure

BrainAnatomical Structuwre

Diseasen 3hasLocation. Brain

BrainTumorn 3hasBehavior. In filirating
NihasEnhancement. NonEnhanced

SmallDe formingTwmorn

JhaslLocation. SubCorticalCerebral Hemisphere
NicloseTo. GreyNuclet

BrainTumaorn

JhaslLocation. PeripheralCerebral Hemisphere
MafarfFrom. LateralVentricle

BrainTumorn

JhaslLocation. CerebralHemisphere
NihasComponent. Bdema

MihasComponent. Necrosis
NnihasBEnhancement. Enhanced

Brainn ZisAlteredBy. Disease
BrainnZisAlteredBy. BrainTwmor

Brainn ZisAlteredBy. SmallDe formingTumor

Brainn 3isAlteredBy. Large De formingTwmor

Brainn 2isAlteredBy. PeripheralSmallDe formingTumor

Brainn ZisAlteredBy. SubCortical SmallDe formingTumor

Obr. 38 Ontologie na prostorovych vlastnostech nadoru mozku

Prostorové vztahy jsou dulezit¢é k pochopeni prostorového uvazovéani. V mozkové

obrazové interpretaci (Obr. 38), z analyzy procesi obrazli, specializovanych procest

rozpoznavani, mizeme odvodit nasledujici Aboxy:

t,: BrainTumor

e,: NonEnhanced

li: LateralVentricle

p,: PeripheralCerebralHemisphere

(t1e1): hasEnhacement

(¢ ly): farFrom

(t1p1): hasLocation

Z nich 1ze odvodit nasledujici pojem t;:

BrainTumor N 3hasEnhacement. NonEnhanced N 3 farFrom. LateralVentricle

M JhasLocation. PeripheralCerebralHemisphere
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Interpretaci Glohy miZzeme vidét jako koncept abdukéniho problému (K, C), ktery miize byt

formulovan nasledujicimi zptisoby: y Eg C, kde C nese

BrainTumor N 3hasEnhacement. NonEnhanced N 3 farFrom. LateralVentricle M
JhasLocation. PeripheralCerebralHemisphere, oznaceny jako C7 ve svazu (Obr. 36).

Mozna vysvétlujici sada je
{DiseasedBrain,disAlteredBy.T,SmallDeformingtumoralBrain,
PeripheralSmalleformingtumoralBrain, C1,C6,C9,(C15},

Kde Ci jsou slozité komplexni cyklické koncepty. Jsou piili§ velké na to, aby zde byly

rozsiteny. Vyhodné feSeni s ohledem na minimum a racionalitu by mohlo byt:
y = PeripheralSmallDeformingtumoralBrain

Pak je mozné vytvoiit koneény model ¥ = (A%,¥). Doména AT odpovidd mnoZing
{b1, by, b3, by, bs, bg, b;, gnq, gn,, gns, gny, vy, lv,, ty, ty, ts, ty, infy, ney, ne,, chy, aq, ay, chy
as, a4, €1,N4,d,}, a vypis z funkce ptifazeni jako je:

1) HumanOrgan® := {by, b, b3, by, bs, bg, b, ¢, };

2) CerebralHemisphere® := {ch,};

3) BrainAnatomicalStructure® := {gn,, gn,, gns, gna, vy, lv,};

4) ..

5) iSAlteTedB_‘yz = {(bg, t3), (b4, tl)l (b4; tZ)l (b4; t3); (b51 tl)l (b6! tz)i (b7r t4)}y
6) ...

Souvisejici konceptualni svaz je znazornén na obrazku (Obr. 39.)
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Obr. 39 Konceptualni svaz indukovany pomoci formalniho kontextu Kg,4in

Uzly odpovidaji formalnim konceptiim, jako dvojice (X,Y), kde X je sada oblasti prvki a
Y je sada eL-koncepti. Na obrazku (Obr. 40) je zobrazena eroze vypoctenych procesu
vedouci k vysvétleni zobrazené sady. Muzeme vidét, ze tento proces vede k vysvétleni

PeripheralSmallDeformingTumoralBrain.

V tomto piipad¢ je feSeni nazvem konceptu. Jednoduché zpétné fetézeni klasifikace
konstrukce by vedlo ke stejnému vysledku. To neni piekvapujici, protoze vysledek zavisi

na znalostech zakladny. V tomto pfipadé nazev konceptu splituje omezeni minima [3].
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Obr. 40 Erozni cesta vedouci vede k vypoctu preferovaného vysvétleni interpretace obrazu

abduk¢énim problémem

5.8 Volba morfologickych operatori

Dalsi morfologické operatory mohou byt definovany stejné. Definovani dilataci pomoci
vzdalenosti nebo pfimo, je mozné. Muze vést K zajimavym znalostem revize, jednani a
faze. OvSem to je mimo rozsah abdukce uvazovani. Operace, které nejsou rozsahlé, jako
jsou napiiklad navrhované eroze, jsou vhodné. Pro dilataci uz nikoliv. V ramci abdukce ma
otevieni pozadované anti-rozsahlé vlastnosti a mize vést k filtrovani pojmi. Rozhodne,
zda teSeni patii do piipustné sady. Uzavieni neni pro abdukci vhodné, protoze je rozsahlé.

Jiné operatory matematické morfologie, jako je napiiklad skelet, mohou byt zkoumany [3].
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ZAVER
Cilem této prace bylo aplikovat metody matematické morfologie s vyuzitim formalni

konceptualni analyzy. Operatory matematické morfologie se Casto vyuzivaji tam, kde je

pozadavek na rychlé zpracovani dat.

Préce je rozdélena do dvou ¢asti. Prvni teoretickd ¢ast diplomové prace postupné rozebira
zakladni morfologické pojmy, které jsou definovany na binarni obraz a Sedoténovou
matematickou morfologie. Na binarnim obraz jsou aplikovany pojmy jako morfologicka
transformace, translace bodové mnoziny a symetrickd bodovd mnozina. U Sedotdénové
matematické morfologie je vyuzito pojml ekvivalence mezi mnozinami ¢i funkcemi, stin
mnoziny a vrSek mnoZiny. Déle je v teoretické ¢asti vyuzZito matematické morfologie pro
zvukovou detekci. V této kapitole si mizeme v§imnout pribehu grafu intenzity signalu.
Zatimco RMS pribéh signdlu znehodnotila, dilatace zachovala plvodni signal.
V teoretické Casti jsou dale uvedeny zékladni pojmy teorie svazi, na kterych je postavena
formalni konceptudlni analyza. V zavéru teoretické Casti jsou postupné rozebrany zdkladni
morfologické operace. Konkrétné se jedna o erozi, dilataci, otevieni, uzavieni, hit-miss
transformace, skelet, extrakce hranice, zesileni a zeslabeni. Tyto operatory se pozdéji
vyuzivaji v praktické ¢asti.

Prakticka cast je rozdé€lena na dvé kapitoly. V té prvni je zpracovana formalni konceptudlni
analyza, ktera je nasledovné aplikovana na morfologické operace s vyuzitim teorie svazii a
popisné logiky. V kapitole 0 FCA jsou postupné rozebrany zakladni pojmy. Postupné jsou
vysvétleny pojmy jako formalni kontext, formalni koncept, konceptudlni svaz, indukované
Galoisovy konexe, atributové implikace, vicehodnotové kontexty a konceptualni $kalovani.
Dale jsou v praci uvedeny konkrétni piiklady tabulky koncepti, konceptualnich svazi,

seznamu koncepti a vicehodnotovych kontexti.

V druhé kapitole praktické ¢asti je teorie formalni konceptudlni analyzy, popisné logiky a
matematické morfologie aplikovana na interpretaci obrazu mozku. Konkrétné je rozebrano,

jak vyuzit morfologické eroze k vypoctu preferované interpretace obrazu mozku.

Vyuziti formalni konceptualni analyzy v oblasti matematické morfologie je ovSem Sirokeé.
V této préci je vyuzivana oblast lékatstvi. OvSem matematické morfologie lze vyuzit i
v jinych oblastech jako je naptiklad kriminalistika, geologie, knihovnictvi, psychologie

nebo informatika.
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ZAVER V ANGLICTINE

The aim of this work was to apply methods of mathematical morphology using formal
concept analysis. Its operators are often used when there is a requirement for rapid data
processing.

The thesis is divided into two parts. Theoretical part of the thesis analyzes basic
morphological concepts, which are defined on binary image and grayscale mathematical
morphology. Concepts such as morphological transformation, translation and symmetric
set of points are applied to binary images. Grayscale mathematical morphology uses terms
for equivalence between sets or functions, shadow of set and top of set. Theoretical part
uses mathematical morphology also for detection of sound. There you can see the curve
showing strength of signal in time. While the RMS discarded waveform, dilation retains its
original shape. The following chapter describes basic concepts of lattice theory that is
based on formal concept analysis. At the end of the theoretical part, you can find
explanation of basic morphological operations, specifically erosion, dilation, opening,
closing, hit-miss transformation, skeleton, boundary extraction, amplification and

attenuation. These operators are later used in the practical part.

Practical part is divided into two chapters. First chapter processes formal concept analysis.
It is subsequently applied to the morphological operations using lattice theory and
descriptive logic. Chapter about FCA gradually explains basic concepts, such as formal
context, formal concept, conceptual cluster, induced Galois connections, attribute
implications, many-valued contexts and conceptual scaling. The specific examples show

the table concepts, concept lattices, list of concepts and multivalued contexts.

In second chapter of practical part is described theory of formal concept analysis,
descriptive logic and mathematical morphology that is applied to the interpretation of brain
images. Specifically, it explains use of morphological erosion to calculate the preferred

interpretation of brain images.

Use of formal concept analysis in the field of mathematical morphology is very wide. Final
section focuses on the field of medicine. However, mathematical morphology can also be

used in other areas like criminology, geology, library science, psychology or science.
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