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ABSTRAKT

Abstrakt Cesky

Optimalizacni metody predstavuji vyhledavani extrémt redlnych funkci s riznym
omezenim na defini¢ni obor. Prace je pfispévkem k programové a vizualiza¢ni podpote
analytickych a itera¢nich metod pro hledani extrému funkci. Dale je uvedena problematika
linearniho a dynamického programovani jako disciplin operacni analyzy. Simulacni
ptiklady jsou provedeny v prostiredi Mathematica, vizualizace v Power Pointu. Jako

ilustrace a pro studijni ucely byla vypracovéana tfada vzorovych protokoli.

Abstrakt ve svétovém jazyce

Optimization techniques and methods represent an important discipline for extreme
function searching. The optimization problems can be assumed without or with various
restrictions on the function domain. The bachelor thesis is a contribution to program and
visualization support to the subject dealing with topics. The main focus of the work is in
the set of analytical and iteration optimization methods. Further, linear and dynamic
programming is presented as a part of operational analysis research. Simulation examples
are performed in the Mathematica environment and visualization outputs are presented in

Power Point. Many template protocols illustrate the methods and support student activities.
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UvVoD

Problematika optimaliza¢nich metod zahrnuje vyhleddvani extrémt redlnych funkci
redlnych proménnych. Tato, na prvni pohled matematicky jednoduchd formulace se
v pribéhu 20. stoleti stala velmi hluboce studovanou a atraktivni disciplinou. Na
extremalizacni ulohy vede fada praktickych a primyslovych aplikaci a to v oblasti
projektové 1 provozni. Lze si pfedstavit navrh vyméniku tepla nebo odparky tak, Ze
spotfeba energie nebo piestup tepla nebo nédklady dosahuji svych extréml a stejné
k optimalizacni uloze vede problém optimalniho vyrobniho programu nebo nalezeni

optimalniho spojeni (drahy).

Z hlediska matematické filozofie je potfeba rozliSovat tlohy bez omezeni na defini¢ni obor
(volny extrém), omezeni typu rovnost a omezeni typu nerovnost. Pfirozené, rizné ulohy
vyzaduji rizny matematicky aparat a rizné metody. V prvé fad¢ jde o analytické metody,
nejblizsi ke klasické matematické analyze. Tyto metody vyuzivaji prostiedky
diferencidlniho poctu a jsou vhodné zejména pro individualni ru¢ni vypocet. Druhou
skupinu tvofi iteracni metody, ve kterych se konstruuje posloupnost bodli defini¢niho
oboru, kterd konverguje k extrému. Metody jsou vhodné zejména pro Cislicovy pocitac. Ve
treti skupiné metod se jedné o specialni tlohy, které vyzaduji specifické metody. Jedna se o
linearni, dynamické, nelinedrni a jiné programovani, které je obecné zastfeSeno pojmem

operacni analyza.

Tato prace je prispévkem k predmétu Optimalizace, ktera se touto problematikou zabyva
v magisterskému studiu. Je vni nastinéno, co vlastné znamena a obnasi feSeni
optimalizacnich uloh a vypocet extréma funkci. V prvni kapitole prace je uvedena
klasifikace jednotlivych optimaliza¢nich tloh. Jsou zde pfibliZzeny Glohy bez omezeni (tzv.
volny extrém) a ulohy s omezenim ve tvaru rovnosti a nerovnosti (tzv. klasicky vdzany a
neklasicky vazany extrém). Nasledujici kapitoly uvadéji typy extremaliza¢nich metod a
jejich nejvyznamnéjsi vypocetni metody. Jako prvni je piiblizeno feSeni extrému pomoci
analytickych metod. Tyto metody pouZzivaji vypoctu parcidlnich derivaci a gradientd. Jejich
uziti je vhodné pti rucnich vypoctech jednodussich funkci. Pti velké slozitosti funkce totiz
roste pocet jednotlivych analytickych vypoctii a feSeni se mize stat nepiechlednym. Déle
jsou uvedeny metody iteracni (krokové). Tyto metody vyhleddvani extrému funkci tvofi

jednu z nejrozpracovangjSich tfid optimalizacnich tloh. Jsou popsany algoritmy, které se
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vetSinou dobfe programuji a nemaji ptiliSné naroky na tvary ucelovych funkci a omezeni.
Jako posledni jsou kratce zminény metody operacni analyzy. Jako prvni disciplinou je
linedrni programovani, které je nejhloubéji propracovanym a nejdéle zkoumanym odvétvim
operacni analyzy a fes$i ulohy pomoci simplexové tabulky. Dale je zminéno dynamické
programovani a feSeni sitové ulohy. Na zavér jsou pfilozeny ukazkové vypocty
optimalizacnich piikladd ve formé vzorovych protokoli. Vysledkem prace je sada
prednéaskovych slidii vypracovanych v prostiedi Power Point a www stranky predmétu.
Tyto vystupy prace jsou urceny jako studijni opory pro studium zejména v distancni a

kombinované formé studia.
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1 KLASIFIKACE EXTREMALIZACNICH ULOH

Optimaliza¢ni tlohy se klasifikuji dle jejich omezeni na defini¢ni obor. Vysetfujeme-li
extrémy funkce n proménnych na celém prostoru R" mluvime o tzv. volnych extrémech.
Zajimaji-li nas pouze takové body maxima nebo minima, které spliiuji néjaké dalsi
podminky, mluvime o vazanych extrémech. Nazvy volné a vazané extrémy nejsou terminy
v matematickém smyslu pfesné¢ zavedené a podle toho pouZzivané. O volnych extrémech se
napiiklad mluvi i tehdy, kdy extremalizovana funkce neni vSude v R" definovand a
vySetiuje se pouze na té mnoziné Xc R", kde definovana je. Je dohodnuto, Ze volny extrém
funkce f je globalni extrém této funkce vzhledem k R".

Viézané extrémy se puvodné systematicky vySetfovaly pouze pii podminkach tvaru
gi(x1,....xn)=0 , j=1,...,n, kde g; byly funkce se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi.
Po druhé svétové vélce se objevily dulezité ulohy, vnichz se vyskytovaly vedlejsi
podminky s nerovnostmi, upravované nejcastéji na tvar

g (x5%,)20,7=1,....;m x;20,i=1,.,n (1.1)

Extremalizacni lohy s omezenimi ve tvaru (1.1) se nazyvaji tlohy matematického
programovani. V matematickém programovani se extremalizovana funkce nazyva funkce
ucelova. Ta xeR", kterd vyhovuji omezujicim podminkam, se nazyvaji pfipustna feSeni.
Ptipustné feSeni x, které je globdlnim extrémem ucelové funkce vzhledem k mnoziné

pripustnych feseni, se nazyva optimalni feSeni.
1.1 Volny extrém funkce

Volnym extrémem funkce rozumime lokalni minimum nebo lokdlni maximum funkce
v libovolném bodé defini¢niho oboru. Metody analytického vyhledavani volnych extrému

jsou zaloZené na vypoctech derivaci, a proto jsou vhodné pro analyticky zadané funkce.

1.1.1 Jednorozmérny pripad

Ptedpokladejme realnou funkci jedné redlné proménné. Pojem extrém funkce uzce souvisi
s pojmy konkévnosti ¢i konvexnosti. Funkce definovand v jistém okoli bodu xy mé v tomto
bod¢ ostré lokdlni maximum, jestlize existuje 0>0 tak, ze pro kazdé x, 0<|x-x¢|<d plati
f(x)<f(x0). O neostrém lokalnim maximu hovoiime, jestlize je splnénd neostrd nerovnost
f(x)<f(x¢). Pojem lokalniho minima se definuje analogicky, ale pii splnéni nerovnosti

f(x)>f(x0). Globalni maximum (minimum) funkce f na intervale D je nejvétsi (nejmensi)
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hodnota, kterou funkce f na intervale D nabude. Necht funkce f ma prvni derivaci na
intervale D a v bod¢ x( tohoto intervalu necht’ existuje druha derivace. Potom plati, ze
funkce f ma v bodé¢ x¢ ostré lokalni maximum, kdyz f'(x¢)=0 a f""(x¢)<O0.

Jestlize £(x0)=0 a f"'(x0)>0, potom ma funkce f v bod¢ x( ostré lokalni minimum. Jestlize
druha derivace funkce f v bod¢ x( neexistuje a prvni derivace je v levém okoli bodu Xy
kladnd a v pravém okoli x¢ je zdpornd, potom ma funkce f vbodé xo ostré lokalni
maximum. Kdyz je prvni derivace f'(xo) v levém okoli xo zdporna a v pravém okoli xg
kladna, potom ma f v X, ostré¢ lokdlni minimum. Muze se stat, ze prvni 1 druha derivace
v bod€ x¢ je rovna nule. Potom funkce muze mit v tomto bod¢ inflexi anebo je tfeba
zkoumat vyssi derivace.

Necht existuje pfirozené Cislo n tak, ze f(n)(xo);éo a pro kazdé k<n je f(k)(xo)ZO. Potom plati,
ze jestlize je n sudé a f"(x0)>0, méa f v xo ostré lokalni minimum. Jestlize n je sudé a
fM(x0)<0, ma f vxo ostré lokalni maximum. KdyZ je n liché, jde o inflexni bod.
V inflexnim bodé¢ se méni konkavnost funkce na konvexnost ¢i naopak. Konkadvnost
souvisi s maximem funkce a konvexnost s minimem. Kdyz je funkce f na intervale D
spojitd a ma v kazdém bodé konecnou druhou derivaci, pak je funkce f na intervale
konvexni praveé tehdy, kdyz pro kazdé xeD je f"'(x)>0 a funkce f je konvexni pravée tehdy,
kdyz pro kazdé xeD je f'(x)<0.

1.1.2 Vicerozmérny pripad

Analytické feSeni vyhledavani extrémi redlné funkce vice redlnych proménnych je
v zasad¢ zevSeobecnénim jednorozmérného piipadu. Namisto pojmu prvni a druha
derivace se pouziva pojem gradientu a Hessovy matice. Gradient funkce se definuje jako

vektor parcialnich derivaci:

gradf (x,,....,x, )=V f= 1,...,i (1.2)
ox,  Ox,
A Hessova matice se definuje pomoci druhych parcialnich derivaci:
o f o f o’ f
o} ox,0x,  Ox,0x,
H=Vf(xX,,,x,)=| .. (1.3)
o’ f o f o’ f

ox,0x, oOx,0x,  ox.

n
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Pfi vySetfovani extrémt se musi urCit, zda je Hessova matice pozitivné ¢i negativné
definitni, coz odpovida kladné nebo zédporné druhé derivaci v jednorozmérném piipadé.

Pfi vySetfovani pozitivni ¢i negativni definitnosti matice je tfeba pocitat hlavni
subdeterminanty. Podminky pro definitnost matice udava Sylvestrovo kritérium: ,,Matice je
pozitivné definitni, kdyz vSechny hlavni subdeterminanty této matice maji kladnou
hodnotu. Matice je negativné definitni, kdyz hodnoty hlavnich subdeterminantl stfidaji

znaménka, ale prvni subdeterminant musi byt zaporny*.

1.2 Vazany extrém funkce

V piipadé volného extrému se hleda extrém na celém definicnim oboru. V praxi se vSak
vyhledavaji extrémy pii rtiznych omezenich. NejfrekventovanéjSim omezenim byvaji
rovnost a nerovnost, pfipadné smiSend omezeni. Ulohy s omezenim typu rovnost se
nazyvaji ulohy klasického vadzaného extrému, ulohy s nerovnostmi se nazyvaji ulohy

neklasického vazaného extrému.

1.2.1 Klasicky vazany extrém

Postup feSeni klasického vazaného extrému je vSeobecné znamy pod ndzvem metoda
Lagrangeovych multiplikatort. Je tfeba maximalizovat funkci f(x,...,X,) pfi podminkéch
gi(X1,...,Xn)=0, j=1,....m <n

Pti feseni této ulohy se definuje Lagrangeova funkce
$(x,p)=f(X)+ D p,g,(x) (1.4)
J=1

kde vektor A=(Ai,...,Am) se nazyva vektor Lagrangeovych multiplikatorii. Body vazaného
extrému se potom hledaji jako body extrému Lagrangeovy funkce, tj. jako nulové body
vSech n+m parcidlnich derivaci funkce ¢.

Kdyz oznacime:

W:[% 2 ﬁj

ox, ox,  ox,

o 2y (L.5)
vp¢:( ¢ 2 ¢ 2% ¢ ]

apl apz apm

Potom existenci extrému uddva nasledujici véta: ,Necht' funkce f,gj,...,g, maji spojité

parcialni derivace a necht’ jsou funkce Vgj(x) linedrn¢ nezavislé. Potom plati, ze kdyzZ je
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xoeR" bodem lokalniho extrému funkce f pfi omezenich gj(x)=0, potom existuje
poz(p()l,. . pom) tak, 7e
V. 9(xy,00) =V, (x5, py) =0 (1.6)

1.2.2 Neklasicky vazany extrém

Neklasicky vazany extrém se definuje jako uloha maximalizovat funkci f(xy,...,X,) pii
omezenich tvaru gj(xi,...,Xxn)>0, j=1,....m x>0i=1,...,n.

Takto formulovand uloha se nazyva uloha matematického programovani. Jednou
véta byla publikovdna roku 1951 a nazyva se téz vétou o sedlovém bod¢. Podobné jako
v pripad¢€ omezeni rovnostmi se definuje Lagrangeova funkce (1.4).

Kuhn-Tuckerova véta: ,,Vektor x¢ je optimalnim feSenim tlohy pravé tehdy, kdyz existuje
vektor py takovy, ze x>0 a pp=>0 a pro vSechny x>0, p>0 plati:

P(x, py) < 9(xy, P) < 9(x,5 P) (1.7)

Bod (x¢,po) se nazyva nezaporny sedlovy bod funkce ¢.

Takto formulovana véta mé pro matematické programovani vyznam jen teoreticky, protoze
sedlovy bod se hleda obtizné. Pro vypocetni Gi€ely ma vyznam jen jeji dusledek, ktery plati
pro diferencovatelné funkce f a g;.

Disledek Kuhn-Tuckerovy véty: ,,Necht f a g maji vSechny prvni parcidlni derivace.

Potom podminka (1.7) je ekvivalentni tzv. lokalnim Kuhn-Tuckerovym podminkam:

% SO in % :0 i:l,,.‘,l/l in ZO
8X- a)C-
L/ (x9,p0) v/ (x0,P0)

(1.8)

(%] 20 [%] S0 jebn  py 20
p \ op, :
(x0,P0) T/ (x9.p0)
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2 ANALYTICKE METODY

2.1 Jednorozmérny pripad

U spojité¢ ucelové funkce jedné proménné f(x) Ize nutné podminky existence lokalniho
extrému ziskat analyzou prvni derivace, viz (Obr.1). V bodech, ve kterych tcelova funkce
flx) ma lokalni extrém, derivace prvniho fddu f(x) je nulovd. Na (Obr.l1a) je hladka
ucelova funkce f(x), kterd mé v bodech xym a xp, nulovou derivaci f(x) . Spojita tcelova
funkce f(x) na (Obr.1b) ma v bodech xy a X, zlomy, kterym odpovidaji body nespojitosti
prvniho druhu derivace f '(x). V bodech xm a X existuji pouze derivace zleva a zprava.

Ptipad, kdy derivace f '(x) mé body nespojitosti druhého druhu, je na (Obr.1c¢).
a) b) c}

F(x) F(x) F(x)

S'(x) J'(x) J'(®)

Obr. 1: Vybrané funkce a jejich derivace

Nutnd podminka tedy zni: ,,Spojitd ucelova funkce ma lokalni extrém pouze v téch bodech,
ve kterych je jeji prvni derivace nulova.*

Pfi urCovani lokalnich extrémi spojité ucelové funkce f(x) nejdiive na zdklad¢ nutnych
podminek ur¢ime ,,podezielé¢ body* a pak pomoci n¢které¢ z nasledujicich metod zjistime

prubéh ucelové funkce v okoli téchto podezielych bodi.
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2.1.1 Metoda srovnani hodnot funkce

Tato metoda spociva ve srovnani hodnot ucelové funkce f(x) v podezielém bodée
x s hodnotami v bodech x-Ax a x+Ax , které jsou tak blizko bodu x, Ze mezi nimi nelezi uz
zadny jiny podeziely bod. Plati-li nerovnost

f(x) < f(x+Ax), (2.1)
pak vbodé x vystupuje ostré lokalni minimum. Plati-li opacné nerovnost, pak tcelova

funkce f(x) mé v bod¢ x ostré lokalni maximum.

2.1.2 Metoda srovnani znamének prvni derivace

Pfi této metod€ v bodech x-Ax a x+Ax srovnavame znaménka prvni derivace f '(x). Budou-
li znaménka prvni derivace f'(x) v bodech x-Ax a x+Ax stejna, pak v podezielém bodé¢
X extrém nevystupuje. Zmeéni-li se znaménko prvni derivace f'(x) pti pfechodu z bodu x-Ax
do bodu x+Ax z (—) na (+), pak ucelova funkce f(x) méa v bod¢ x ostré lokalni minimum a

opacn¢, zmeéni-li se znaménko f'(x) z (+) na (-), ostré lokalni maximum.

a)

fix)

Obr. 2: Ostra lokalni minima tc¢elovych funkei

2.1.3 Metoda vysSich derivaci
Tuto metodu lze pouzit pouze v téch ptipadech, kdy v podezielych bodech existuji spojité
derivace vyssich fadi. Realné koteny rovnice

% =0 (2.2)
vyznacuji podezielé¢ body, tzv. stacionarni (kritické) body, ve kterych vypocteme druhé
derivace. Bude-li ve staciondrnim bod¢ druhd derivace f'(x) kladna, pak ucelova funkce
f(x) je ryze konvexni a ma v tomto bodé¢ ostré lokdlni minimum a opacn¢, bude-li zdporna,

pak ucelova funkce f(x) je ryze konkavni a ma v tomto bod¢ ostré lokalni maximum. Je-li
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druha derivace f'(x) v néjakém stacionarnim bod¢ nulova a tfeti derivace nenulova, pak
ucelova funkce f(x) v tomto bod€ extrém nema. Takovy stacionarni bod je inflexni. Bude-li
1 tfeti derivace f"'(x) ve stacionarnim bodé nulova, je tteba pouzit nasledujici pravidlo: ,,Je-
li fad prvni nenulové derivace ve staciondrnim bodé lichy, pak vtomto bod¢ extrém
nevystupuje. Bude-li fad prvni nenulové derivace ve staciondrnim bod¢ sudy, pak ucelova
funkce ma vtomto bod¢ lokalni extrém, ktery je ostrym lokalnim minimem, resp.
maximem. Bude-li tato derivace kladna, je ucelova funkce ryze konvexni, bude-li zdporna,
je ucelova funkce ryze konkavni.
Pti feSeni praktickych optimalizacnich tloh se nezavisla proménna x obycejné mize menit
vuréitétm predem daném uzavieném intervalu (a,b). Optimaliza¢ni tloha spociva
v nalezeni bodl patficich do mnoziny pfipustnych feSeni X=(a,b), ve kterych ucelova
funkce f(x) nabyva nejmensi ¢i nejvetsi mozné hodnoty, tj. bodi globalniho minima ¢i
maxima. Tato tloha se zapisuje ve tvaru

f(x) < f(x£Ax). (2.3)
Protoze v krajnich bodech uzavieného intervalu (a,b) vzdy vystupuji lokalni extrémy, je
nutno o tyto body rozsifit pocet podezielych bodid. Typ lokdlniho extrému lze zjistit
nekterou z vySe uvedenych tii metod s tim, Ze se uvazuje prunik okoli krajniho bodu
s mnozinou piipustnych feSeni X=(a,b). U spojité ucelové funkce se body lokalniho
minima a maxima stiidaji — mezi dvéma lokalnimi minimy je lokalni maximum a opacné —
mezi dvéma lokdlnimi maximy se nachazi vzdy lokdlni minimum. Globélni extrém
pozadovaného druhu se z odpovidajicich lokalnich extrémi ur¢i vzajemnym srovnanim.
Pii optimalizaci ucelovych funkci jedné proménné je velmi vhodné si nakreslit alesponl
priblizny prubéh dané ucelové funkce. Znacné se tim usnadni feSeni optimaliza¢ni ulohy a

také se zmensi moznost vyskytu chyby.

2.2 Vicerozmérné pripady

Optimaliza¢ni tlohy bez omezeni (lohy na volny extrém) mohou byt zapsany ve tvaru
x =arg min f(x). (2.4)
xeR"
Ma-li tcelova funkce f(x) v bodé¢ x lokalni minimum, pak plati
f(x) < f(x+hAx), (2.5)
kde h je libovolné malé kladné ¢islo (0<h<1), Ax=[Ax;,AX,.. .,Axn]T — prirtistek vektoru x,

ktery v euklidovském prostoru R" vyjadiuje smér.
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Funkci vystupujici na pravé stran€ nerovnosti rozlozime v okoli bodu h=0 podle Taylorova
vzorce se zbytkem v Lagrangeové tvaru (1.4) kde 0 <a <1 a V f(x) je gradient ucelové
funkce (1.2), H je Hessova matice (1.3) parcialnich derivaci druhého fadu ucelové funkce.

Z nerovnosti po Upraveé dostaneme tzv. zédkladni nerovnost
VT f(x)Ax + %thxTH(x +ahAx)Ax > 0, (2.6)

kterd musi byt splnéna pro vSechny sméry Ax a libovolné malé kladné ¢islo h. Proto po
vydéleni obou stran této nerovnosti ¢islem h a limitnim pfechodu h->0 dostaneme
Vf(x)=0. (2.7)
Tato podminka fiké, ze v bod¢ lokalniho minima ucelové funkce f(x) jsou vSechny jeji
parcialni derivace prvniho fadu nulové.
Bod x vyhovujici podminkam je stacionarnim bodem. Ze zékladni nerovnosti (2.6) a nutné
podminky prvniho fadu (2.7) vyplyva nutna podminka druhého fadu
Ax"H (x)Ax > 0. (2.8)

Pomocny material:
Je-1i H = [h;;] symetricka ¢tvercova matice fadu n, pak vyraz

O(Ax) = Ax" HAx = Zn: y h; Ax,Ax (2.9)
i1 -l

se nazyva kvadratickd forma.
Kvadraticka forma je:
a) kladn¢ respektive zaporn¢ definitivni, kdyz pro vSechny nenulové vektory Ax=0 plati
Q(Ax) >0 respektive Q(Ax) < 0;
b) kladné respektive zdporn¢ semidefinitni, kdyz pro vSechny vektory Ax plati Q(Ax) > 0
respektive Q(Ax) < 0 a existuje-li takovy vektor Ax # 0, Ze Q(Ax)=0;
¢) indefinitni, kdyz neni kladn¢ ani zaporn¢ (semi-)definitni.
Shodné s kvadratickou formou Q(Ax) nazyvame i ji ptislusSnou matici H kladné, respektive
zaporn¢ (semi-)definitni, ¢i indefinitni.
Definitnost symetrickych ¢tvercovych matic a jim pfisluSnych kvadratickych forem se
urcuje pomoci Sylvestrova kritéria. Symboly H;, H,,..., H, oznac¢ime hlavni rohové minory

(subdeterminanty) matice H,

hll hl2 In
H :h H. = hll h12 H = 21 h22 2n (2-10)
N | SR 75 A O
hnl hnZ hnm
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Kvadratickd forma a ji prislusna matice H jsou kladné definitni, kdyz vSechny jeji hlavni
rohové minory jsou kladné, tj. H;>0, H,>0,...,H,>0.

Kvadratickd forma a ji pfisluSna matice H jsou kladné semidefinitni, kdyz vSechny jeji
hlavni minory jsou nezdporné a pfitom alespoil jeden z hlavnich rohovych minori je roven
nule.

Z uvedenych vlastnosti kvadratickych forem piimo vyplyva, ze je-li matice H kladné
(semi-) definitni, pak matice —H je z&dporn¢ (semi-)definitni a naopak.

Nutna podminka druhého tadu fiké, ze ma-li ucelova funkce f(x) v bodé lokalni minimum,
pak Hessova matice v tomto bod¢ musi byt kladné semidefinitni (aCelova funkce f(x) musi
byt v okoli bodu x konvexni).

Postacujicimi podminkami pro to, aby ucelova funkce f(x) méla v bod¢ x ostré lokalni
minimum jsou

Vi(x)=0, H(x)>0 (2.11)

Postacujici podminky vyzaduji kladnou definitnost Hessovy matice ve stacionarnim bode¢.
Je-li ve stacionarnim bod¢ x Hessova matice zaporné definitni, pak jsou splnény
postacujici podminky pro to, aby tucelova funkce f(x) méla v bodé¢ x ostré lokalni
maximum.

Nema-li ucelova funkce f(x) ve staciondrnim bod¢ extrém a je-li Hessova matice H(x)

indefinitni, pak stacionarni bod x je lokélnim sedlovym bodem.

F{x)h »=2 Fiz)fp »=2 Fix)f »=2
( vf(x*)=0 ¢ vf(x*)=0 ( vf(x*)=o
P 83 AL Bt Bl P Bt Pt SEDLOWY BOD
4r .
a) H(x‘*lfgo H(x*)> 0 H{(x*) - INDEFINITIVMI
X2 2 \“ El'll Eo
O
X

A1 A1 kS

f(xl: x;)g f(XI’, x;)éj (X;:xz)
ko Pl 3] 1L P X Tl 1 1L E Pt Xz SEDLOYWY BOD

=y

1 L1 M

Obr. 3: Extrémy funkci vice proménnych
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Uvedené tti zékladni ptipady jsou ukazany na (Obr.3a). K zobrazeni ucelové funkce f(x) na
(Obr.3b) jsou pouzity hladiny (vrstevnice). Sipky ukazuji smér ristu hodnot wdelové
funkce f(x). Smér nejvétsiho rustu v nékterém bod¢ vyjadiuje gradient ucelové funkce f(x),

ktery je vZzdy kolmy na hladinu prochazejici danym bodem.

2.3 Omezeni ve tvaru rovnosti

Optimaliza¢ni lohy s omezenimi ve tvaru rovnosti (klasické ulohy vazaného extrému) lze

vyjadiit ve tvaru
X, =argmi;1f(x), X={x:g(x)=b,xeR"} (2.12)

kde g(x) = [g1(x), g2(X), ..., gn(X)]" — vektor omezujicich funkci,

b=[by, by, ..., bm]T — vektor omezujicich (vazebnich) konstant.

Rozdil s=n-m se nazyva stupeii volnosti ulohy. Pro s = 0 optimaliza¢ni uloha (2.12)
spoc¢iva v nalezeni feSeni soustavy n = m obecné nelinearnich rovnic g(x)=b.

Z téchto feSeni se pak srovnanim funkénich hodnot vyc€leni optimalni feSeni x, pro které
ucelova funkce f(x) nabyva globalniho minima na mnozin¢ ptipustnych feSeni X.

Znacng dulezitéjsi je ptipad s > 0, tj. n > m. Pro feSeni takovych optimalizac¢nich loh

se nejcastéji pouziva Lagrangeova metoda majici v teorii optimalizace zakladni vyznam.

Uvazujme tlohu minimalizace
x, = argmin £ (x), X={x:g(x)=b,xe R’} (2.13)

ti.s=1,n=2am=1.
Piedpokladejme, Ze v bodé x=[x,x,]" existuje lokalni feseni optimaliza¢ni ulohy (2.13)
a ze v tomto bod¢ jedna z parcidlnich derivaci prvniho fadu omezujici funkce je nenulova.

Pak vztah pro totalni (Uplny) diferencial

dg =8 g + %8 4 0 (2.14)

X, ox,
1ze v okoli bodu x( zapsat ve tvaru

Ox, _ 0g/ox
Ox, og/ ox,

(2.15)

ResSenim této rovnice je

x, = o(x)) (2.16)
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kde

@ = _M (2.17)
dx, 0g / ox,

Nyni mizeme vychozi ulohu vyjadfit ve tvaru optimaliza¢ni tlohy s jednou proménnou bez
omezeni. Zavedeme novou promeénnou

p=-J1% (2.18)
0g/ Ox,

a po dosazeni obdrzime ze samotného vztahu (2.18) nutné podminky prvniho fadu pro

existenci lokalniho feSeni ulohy (2.13)

o . og

—+p—==0 2.19
ox, P ox, ( )
/- (2.20)
Ox, Ox,

Z posledniho vztahu vyplyva vlastnost smérnice tecny ke hlading

dx, _ O /ox

dxl HLADINA 6f / 6x2
Vztah (2.14) vyjadiuje smérnici teCny ke kiivce omezeni

dx, __Oglox

dx | | OMEZENI 0g / ox 2

Ze srovnani ptedchozich vztahl plyne, ze lokalni feSeni x ulohy (2.13) vystupuje v bodé
dotyku kiivek hladiny a omezeni, tj. v bod¢, ve kterém maji ob& kiivky spole¢nou te¢nu

(viz. Obr.4).

f(x) g(X)ZE?

= v )

< | =

]

Obr. 4: Omezeni rovnosti



UTB ve Zliné, Fakulta technologicka 19

Proménna p se nazyva Lagrangetv multiplikator Lagrangeovy funkce (1.4). Pro tuto
proménnou se pouzivaji i jiné symboly: A, u, @, y, atd.

Uvazujme Lagrangeovu funkci @ jako funkci omezujici konstanty b:

@ (b)=1]x1(b),x2(b)]+p(b) {g[x1(b),x2(b)]-b}

Derivovanim podle b dostaneme

apw) (o, G\ (o | o¢\ds,
db ox, ox, ) db |\ Ox,, ox, ) db

dp
X, X, )—b]—— 2.21
[g(x,,x,)—b] db p ( )
a protoze D (x;,X,,p)=f(x,X2)=f(x) dostaneme velmi diilezity vztah

__&
p=- (2.22)

Vidime, Ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru p vyjadfuje citlivost optimalni
hodnoty tucelové funkce f na zménu hodnoty omezujici konstanty b. Podobné lze
postupovat i pii feSeni obecné optimalizacni tlohy s omezenimi ve tvaru rovnosti (2.12)
pro m<n>2. Vyuziva se zde véty o implicitnich funkcich, ktera vyjadiuje Jacobiovy

podminky pro to, aby v okoli bodu x¢ bylo mozné vyftesit soustavu rovnic

g, (x,xy05%,) =Dy, i=12,..n (2.23)
vzhledem k nékterym m proménnych, napt. x, = [X1, X2, ..., Xm]' vyjadienych ve funkci
zbyvajicich n-m proménnych X; = [Xm+1, Xm+2, -+ -» Xn]T.

Tyto podminky spocivaji v tom, ze vektorova funkce g(x) ma spojité vSechny parcidlni

derivace prvniho fadu a hodnost Jacobiovy matice

0g,(x)  9g,(x) 0g,(x)
Oox, ox, T ox,
0g,(x) g, (%) 0g, (x)
J=1 ox, ox, T ax, (2.24)
0g,(x) g, (%) 08 (%)
Oox, ox, T ox,

je rovna poctu fadkl m.

Pak optimaliza¢ni ulohu s omezenimi ve tvaru rovnosti 1ze zastoupit (n-m)=s — rozmeérnou
optimaliza¢ni tlohou bez omezeni.

Dalsi postup je formalné¢ shodny s vySe uvedenym piipadem. Zavedeme m-rozmérny
vektor Lagrangeovych multiplikatori a utvotime Lagrangeovu funkci(1.4).

Nutné podminky prvniho fadu pro existenci lokalniho feSeni x( ulohy (2.13) jsou shodné

s podminkami stacionarity Lagrangeovy funkce. Z téchto podminek vyplyva, ze zéporny
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gradient ucelové funkce -V f(x) je dan linearni kombinaci gradienti omezujicich funkci
{Vgi(x)}. Vahovymi koeficienty jsou Lagrangeovy multiplikatory {pi}.
ReSenim soustavy n+m rovnic dostaneme n+m nezndamych: n proménnych
X=[X1,X2,...,Xn] @ m Lagrangeovych multiplikatort p=[p1,pz,...pm] -
Nutné podminky druhého tadu spocivaji v tom, ze Hessova matice (1.3) sestavena
z parcialnich derivaci druhého fadu Lagrangeovy funkce @ podle proménnych {x;} musi
byt kladn& (zéporn&) semidefinitni v bodé lokalniho minima (maxima) [x, p]' pii
soucasném splnéni podminky

dg =Jdx =0 (2.25)
kde J je Jacobiova matice.
Bude-li pfi splnéni podminky (2.25) Hessova matice Lagrangeovy funkce kladné (zdporn¢)
definitni, pak nutné podminky prvniho fadu jsou zaroveil postacujicimi podminkami pro to,
aby v bod¢ x¢ ucelova funkce f(x) méla ostré lokdlni minimum (maximum). Samoziejme
se predpoklada, ze vSechny funkce f(x) a {gi(x)}maji v okoli bodu xoeX spojité parcialni
derivace druhého tadu.
Podminky jsou nutné a postacujici pro existenci globalniho minima (maxima) v piipad¢, ze
ucelova funkce f(x) je konvexni (konkavni) a omezujici funkce {gi(x)} jsou linearni.
Uvazujme nyni okoli bodu [x, p] v (n+m)-rozmérném euklidovském prostoru R*™. Ma-li

funkce L(x, p) v bodé x lokdlni minimum, pak plati

¢(xy, p) 2 #(x,, py) = [ (X, py) (2.26)
Protoze xeX, pro libovolny vektor p plati rovnost
P(x, p) = f(x) (2.27)
a vztah (2.26) Ize tedy zapsat ve tvaru
#(xo, p) 2 #(x,, Py) = P(x, o) (2.28)

ze kterého vyplyva, ze Lagrangeova funkce ma v bods [x, p]’ lokélni singularni sedlovy
bod, protoze na pravé stran¢ vztahu (2.28) je znak rovnosti.

Lagrangeova metoda je velmi vyhodnd, protoze umoznuje prevést optimalizacni tilohu
s omezenimi ve tvaru rovnosti na optimalizacni ilohu bez omezeni, tzn. dovoluje zastoupit
ziskani lokalnich vazanych extrémt tUcelové funkce f(x) urenim lokalnich volnych
extrémii Lagrangeovy funkce. Pfi feSeni konkrétni optimaliza¢ni tlohy nejdiive najdeme
stacionarni body Lagrangeovy funkce, potom kazdy stacionarni bod identifikujeme a

vzajemnym srovnanim funkénich hodnot vy€lenime globélni feseni.
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2.4 Omezeni ve tvaru nerovnosti

Optimaliza¢ni tlohy s omezenimi ve tvaru nerovnosti (ilohy na neklasicky vazany extrém)

1ze vyjadrtit ve tvaru
X, :argmi)?f(x), X={x:g2(x)=b,xeR"} (2.29)

Na rozdil od optimaliza¢nich tloh s omezenimi ve tvaru rovnosti, veli¢iny n a m mohou
byt libovolna konecna cisla. Zvoleny typ nerovnosti < ve vztahu na mnozinu piipustnych
feSeni X lze ziskat zopacné nerovnosti vynasobenim -1 a zrovnosti pomoci dvou

nerovnosti, napf.:

g, (x)2b, = —g.(x)<-b, (2.30)
& (x) < bz’
g, (x)=b = {_ (1)< b, (2.31)

Omezeni vyjadiujici nezdpornost proménnych {x;} rovnéz nejsou podminkou. Muze-li
n&jakd proménnd nabyvat jak kladnych, tak i1 z&pornych hodnot, napi. X; pak tuto
proménnou zastoupime dvéma pomocnymi promeénnymi XVJZO a X”J-ZO , které vyhovuji
vztahiim

x.A'Z 0, x.A"Z 0, x.A'—x.A":x (2.32)

Nové formulovana optimalizacni loha nebude obsahovat proménnou X;.
Podminky nezapornosti x>0 vytvareji v n-rozmérném euklidovském prostoru nezaporny
ortant. V R? je to nezaporny kvadrant a v R® nezaporny oktant.

Uvazujme nejdiive optimaliza¢ni tlohu pouze pti podminkéach nezapornosti
X, :argmi)?f(x), X={x:g2(x)=b,xeR"} (2.33)

Ma-1i ucelova funkce f(x) v bodé xeX lokdlni minimum a spojité parcidlni derivace
druhého tadu, pak podobné jako v ptipade ulohy bez omezeni musi pro (xo+hAx)eX platit
zékladni nerovnost (2.6). Zékladni nerovnost (2.6) vyjadiuje nutnou podminku existence
lokalniho minima ucelové funkce f(x) v bod¢ x. Je-li x>0, tzn. Ze je vnitinim bodem
mnoziny X, pak zakladni nerovnost plati pro vSechny sméry Ax a tedy nutnd podminka

prvniho tadu, ma tvar

M:0, j=12,..,n (2.34)
6xj
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Ptredpokladejme nyni, ze v optimalnim bod¢ x jedna proménna nabyva hrani¢ni hodnoty.
Necht’ ptirtistky vSech zbyvajicich proménnych jsou nulové, pak jediny pfipustny smér je

takovy, pro ktery Ax;>0. Proto nutnd podminka prvniho fadu spociva v tom, ze

I 5 0. kayz X, =0 (2.35)
ox

V bod¢ vnitfniho minima (x;>0) parcialni derivace prvniho fadu podle x; je nulova a v bod¢
hrani¢niho minima (x;=0) parcialni derivace prvniho fadu podle x; je v&t$i nebo rovna nule.
Tzn. bud’ parcidlni derivace prvniho fadu je nulova (ve vnitinim bod¢€) nebo odpovidajici
proménna je nulova (v hrani¢nim bodg), proto jejich soucin v bod€ lokélniho minima x je

vzdy roven nule

o) _,

. =12, (2.36)
ox;

X;

Protoze vSechny proménné {x;} jsou nezaporné, soucet soucini (2.36) musi byt rovnéz
nulovy. Z ptedchazejicich vztahti vyplyva, Ze v bod¢ x lokalniho minima ucelové funkce
f(x) musi byt splnéno 2n + 1 nutnych podminek prvniho fadu

Vf(x) =0, x"Vf(x)=0, x>0 (2.37)
Vztahy vyuZijeme pro feSeni obecné optimalizacni ulohy s omezenimi ve tvaru nerovnosti

(2.29). Zavedeme nezéaporny vektor pomocnych proménnych z=[z,,z,,...,z,] pomoci

kterého omezujici nerovnosti g(x)<b lze napsat jako rovnosti

b—g(x)=z (2.38)
Nyni optimaliza¢ni tlohu (2.29) mizeme zapsat ve tvaru
[x,z]" =arg min f(x) (2.39)
pii omezujicich podminkéach
gx)+z=>b, x>0, z>0. (2.40)

Kdyby omezujici podminky (2.40) neobsahovaly n + m podminek nezapornosti, pak by tato
uloha mohla byt vyfeSena Lagrangeovou metodou. Lagrangeova funkce takové ulohy miize
byt vyjadiena vztahem

¢.(x,p,2)= f(x)+ p'[g(x)+z -] (2.41)
Nutné podminky prvniho fadu by pro tuto ulohu spocivaly v tom, ze vSechny parcidlni
derivace prvniho fadu funkce ¢«(x,p,z) podle x, p a z, by m¢ly byt nulové. Protoze x a z

jsou nezaporné vektory, odpovidajici podminky na hodnoty parcialnich derivaci prvniho
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fadu funkce ¢«x(x,p,z) podle téchto n + m proménnych se zméni na podminky, které lze
obdrzet ze vztahti (2.37). Po zastoupeni vektoru pomocnych proménnych z vztahem (3.38)
a upravé dostaneme Kuhn-Tuckerovy nutné podminky (1.8) prvniho fadu pro existenci
lokdlniho feSeni ulohy (2.29). Tytéz podminky Ize obdrzet pomoci (zobecnéné)
Lagrangeovy funkce. Kuhn-Tuckerovy podminky jsou nutné a postacujici pro (ostré)
globalni minimum za ptfedpokladu, ze ucelova funkce f(x) je (ryze) konvexni a ZzZe
omezujici funkce {gij(x)} jsou konvexni a spliiuji urc¢itou podminku regularity.

Ukazme si geometrickou interpretaci Kuhn-Tuckerovych podminek. Uvazujme tyto

podminky ve tvaru (2.37). Zavedeme-li dal$i vektor pomocnych proménnych
r=Vf(x)+Y p,Vg,(x), (2.42)
i=l1
pak podminky (2.37) budou mit tvar

Vf(x)+2ingl.(x)—r:O, x'r=0, r>0, x>0,
i=1 (2.43)

g (x)+z-b=0, z'p=0, z2>0, p=0,
Nezéapornost pomocnych proménnych zarucuje splnéni odpovidajicich nerovnosti. Prvnich

n vztahtl 1ze napsat ve tvaru:
~Vf(x)=), p,Vg,(x)—rl (2.44)
i=1

kde I je ¢tvercova jednotkova matice fadu n.

Geometricky vyznam vztahu (2.44) spocivd v tom, ze v optimalnim bodé x je zaporny
gradient ucelové funkce dan linearni kombinaci gradientl aktivnich omezujicich nadploch
viz. (Obr.5). Gradienty omezujicich funkci {V gij(x)} jsou trasponované tadky ptislusné
Jacobiovy matice a gradienty podminek nezapornosti jsou fadky jednotkové matice I.
Véhovymi koeficienty jsou nezaporné Lagrangeovy multiplikatory {p;} a pomocné
proménné {-r;}. Odtud vyplyva, Ze neregularni (singuldrni) omezeni budou takova aktivni

omezeni, jejichz gradienty jsou linearné zavislé.
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~4 Ea {:X)=E:'2

gl(szbl

F(X)=¢2,

?gg(x*)
ll-xl

| 9 ()

Obr. 5: Aktivni omezujici nadplochy

{ x*

V ptipadé linearnich omezujicich funkci {gi(x)} podminky regularity jsou vzdy splnény.
Porovname-li Kuhn-Tuckerovy podminky (1.8) spodminkami (2.40), uvidime, Ze
bod[x,p]" je sedlovym bodem Lagrangeovy funkce @(x,p), tzn., Ze minimalizuje
Lagrangeovu funkci podle vSech nezapornych proménnych x a maximalizuje podle vSech
nezapornych Lagrangeovych multiplikatort p

P(xo, p) < #(X,, Py) < P(x, py) (2.45)
pii vSech x >0 a p=0.
Uloha ziskani nezapornych vektorti x a p vyhovujicich nerovnostem (2.45) se nazyva tloha

na sedlovy bod. A podminky (2.45) vyjadiuji Kuhn-Tuckerovu vétu o sedlovém bodé¢ (1.7).
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3 ITERACNI METODY OPTIMALIZACE

Tyto metody lze rozd¢lit na tfi typy. Na optimalizacni metody, které nevyzaduji vypocet
nebo odhad derivaci ucelové funkce. Iteracni charakter téchto metod je zaloZeny na
deterministickém principu. Dal§im typem jsou metody gradientni a tfetim jsou metody

nedeterministické. Iteracni pfirastek téchto metod, i jeho smér ma ndhodny charakter.

3.1 Komparativni metody

3.1.1 Metody jednorozmérné optimalizace

Nejznaméjsi dvé metody jednorozmérné optimalizace, které nevyzaduji vypocet derivaci,
jsou Fibonacciho metoda a Metoda zlatého fezu. Obé metody jsou zalozené na myslence
zvolit posloupnost bodli x; z daného intervalu tak, abychom nasli interval co nejmensi

délky, ve kterém se nachazi bod extrému.

Metoda zlatého iezu
Metoda zlatého fezu patii mezi postupné komparativni metody hledani minima libovolné
spojité unimodalni ucelové funkce f(x). Postupné komparativni metody spocivaji
v utvofeni takové posloupnosti intervali neurcitosti xe {I}={(ay,bx)}, kterd vyhovuje
vztahlim
...C],HlC[kC...C[2C]1=<a,b>, (3.1)
<l <l <..<l,<l,=b-a (3.2)

Kazdy nasledujici interval neurcitosti je podintervalem piedchazejiciho intervalu
neurcitosti, a proto posloupnosti {Ix} a {lx} konverguji. Pocet krokli N je dan pozadovanou

piesnosti €, pro kterou plati vztahy:

by —ay =1, <2¢, (3.3)
x:xN_llN (3.4
2
kde
1
Xy :E(aN +by). (3.5

Metoda zlatého fezu spociva v rozdéleni kazdého intervalu neurcitosti tak, aby pomér vétsi

¢asti k mensi byl roven pomeéru celého déleného intervalu k vetsi ¢asti tj.
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[ /
AL = & — 7z = konst., (3.6)
lk lk+l
L=l +1,,,k=23,. (3.7)
L
| - E i . . ]
Heoel i

-
¥ ]
-

= vzﬁm {
Obr. 6: Rozdéleni intervalu v Metodé zlatého fezu

Po dosazeni (3.6) do (3.7) a tipravé dostaneme kvadratickou rovnici
2 —z-1=0 (3.8)

jejiz kladny koten je hledany pomér

=1,618 (3.9)

1+4/5
z =

2
Pii metod¢ zlatého fezu ve vsech krocich (kromé prvniho) interval neurcitosti obsahuje
spolu s krajnimi body jeden vnitini bod. Proto je tfeba urcit hodnotu ucelové funkce f(x)

pouze v jednom novém bod¢ umisténém symetricky k jiz zndmému bodu .

ol

Obr. 7: Princip metody zlatého fezu
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Metodu zlatého fezu 1ze popsat algoritmem:

1
xll =a,+— (b, —a,)
z

a =a ) 1
l.krok{ x; =b +— (b, —a,)
1= z
[, =b—a,=b—-a
f(x/lc—l) S f(xlf—l) f(xllc—l) > f(x/f—l)
_ 1
k=ty krok a, =a,, X =a, +— (b —a,) ap=x,, Xp =X,
k=23,.. z
2 2 1 2 1
o N—1 b, =x;_, X =X by =b,, x; =b, +ZT(bk —a,)
l,=b,—a, =(b-a)z *"
f(xli—l)g f(x/il) f(xllc—l) > f(xlf—l)
Ay =ay. 1 ay ZX;V_I
, Xy ==(ay +by)
N -ty krok{ b, =x2 NN TN by =by,
Iy=by—ay=0b-a)z"" (3.10)

Po N -tém kroku je optimalni bod x lokalizovan v intervalu neurcitosti In=(an,bn) o délce
I, =(b—-a)z”™D. (3.11)

Potiebny pocet krokti N pro urceni optimalniho bodu x s pfesnosti € zjistime ze vzorce

b—a
log
N>— 26 41 (3.12)

Pocet experimentii M je stejny jako pocet krok N, tj. M=N. Efektivnost metody zlatého
fezu je dana vztahem E=z""

U metody zlatého fezu se vysledek zapise ve tvaru

x=xy, =1, nebo xX=x,te.

Fibonacciho metoda
Fibonacciho metoda vyuziva pii zkracovani intervalll neurcitosti pfimé umeérnosti jejich
délek ¢islim Fibonacciho posloupnosti, tj.

_b—-a I, I, [,

FN FN FNl

IN
=2 3.13
F (3.13)

N

|
‘;1
=
L
~
et
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kde ¢isla Fibonacciho posloupnosti{F;} jsou dana vztahy

F,=F =1, F =F_+F_, k=23, (3.14)

resp.

2

k+1
L"”‘(_lj } (=012, 2=l (3.15)

gngFn—l
ly=F, 4 “; =F .
il > } * «h —h
& o ¥ 2]
IQHFH—I %:Fn—z
L= R,

Obr. 8: Déleni intervalu u Fibonacciho metody

k+1
1 e qey
j zanedbat a dostaneme pfiblizny vzorec pro
z

Pro velké k Ize v rovnici (3.15) Vyraz(

vypocet ¢isel Fibonacciho posloupnosti

F, z%zk”, k=0,12,.. (3.16)

Fibonacciho metoda minimalizace miize byt popsana nasledujicim algoritmem:

L=b-a=0-ua
o - d ' N
b, TSI /@a)> 1)
k=773 g, = y = d, Fl‘.'—l:*-l-l:lfl‘.' d, =X e = Aao
=x B x:-l ‘b* = ‘E:'*-l x: = E:'* - F.a.--.;*aj"'r.a.-:'
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I =b —a, =(h-az"*™"

Flx, )= fxE ) Flxy )= Flxl )
Ay =y
xl—fz—;{z =z A = Fa
(W = 1)~ a keroky "7 :I_l S Ky = Fyq = Kyg = Xyg
w-l = Ay-z
‘E;'.'.l—l = ‘E;'.*.I—I
"r.'.l—l =g Ty = EE.«I
[ Flxy) & FiZys + ) F(xya) = F(Fya +9)
ﬂ'ﬁ. = al‘.'—l ]. ( E:I :| aﬁ'—l = xl‘.'—l
Xy =7 \dy + 42,
N -ty krold Ba = Zeat 9= Xya 2 b, =b,,

(3.17)

Malé kladné ¢islo ¢ na N-tém kroku dovoluje urcit polohu optiméalniho bodu x vzhledem
k bodu xy.; . Hodnotu ¢isla ¢ volime nejméné o fad mensi nez je pozadovana presnost €.
Po N-tém kroku optimalni bod x lezi v intervalu (an,bn). Pro dosazeni ptesnosti € pfi
lokalizaci optimalniho bodu x ze vztahti (3.3) a (3.4) dostaneme

szbij, (3.18)

tj. musime najit takové €islo Fibonacciho posloupnosti, které vyhovuje nerovnosti (3.18).
Jeho index N udava pocet pottebnych krokti, a zdroven pocet experimenti M , tzn.ze M=N.

Vyuzijeme-li v nerovnosti (3.18) aproximace (3.16), pak dostaneme pfiblizny vztah

log——
: 2¢ +10g\/§_1.
log z log z

N 2>

(3.19)

Pro efektivnost Fibonacciho metody plati pfiblizné E = L M,

V5

3.1.2 Metody vicerozmérné optimalizace

Metoda mapovani Kriterialni plochy
V diskretizovanych bodech povoleného podprostoru se zkoumaji hodnoty ucelové funkce.
Postupuje se tak, ze vSechny nezavislé proménné jsou konstantni a méni se jen jedna od

dolni meze po horni. Potom se zméni o krok dalsi nezavisla proménnd a postup se opakuje.



UTB ve Zliné, Fakulta technologicka 30

Nevyhodou je, ze pfi zvySovani poctu nezavislych proménnych se neimérné zvysuje pocet
vycisleni ucelové funkce. Krok diskretizace je tfeba pfedem stanovit. Programova realizace
je velmi jednoducha. Vypocet hodnot ucelové funkce se realizuje ve vnoienych cyklech. Po
vycisleni vSech hodnot je tfeba jednoduchym porovndvacim algoritmem najit extremalni
prvek a k nému hodnotu nezavislych proménnych. Toto porovnavani lze provadét piimo ve

vnotenych cyklech.

Boxova-Wilsonova metoda

Ugelova funkce se vy&isluje ve vrcholech &tverce a v jeho geometrickém stfedu. V dal§im
kroku se vrchol s nejvétsi €1 nejmensi hodnotou bere za stied nového Ctverce a postup se
opakuje. Metoda by se pro N=2 dala popsat nasledujicim algoritmem. Zvolime stied MO a
stanovime délku strany ¢tverce. Okolo stfedu MO sestrojime vrcholy ¢tverce M1, M2, M3,
M4. V jednotlivych bodech ¢tverce spocitime hodnoty ucelové funkce a uréime extremalni
bod (minimum ¢i maximum). Jestlize hodnota v bod¢€ MO je nejblizsi extrému, pak vypocet
kon¢i. V opacném piipadé se novym stfedem stava bod s hodnotou nejblizsi extrému.
Postup se velmi lehce zevSeobecni na N-rozmérny piipad tak, ze misto Ctverce se

konstruuje nadkvadr s 2" vrcholy.

Simplexové metody

Simplexové metody patii mezi dal$i komparaéni metody, které nepotiebuji vypocet
derivaci ucelové funkce. Oproti pfedchazejicim metodam se pocet bodii vypoctu hodnot
ucelové funkce redukuje na minimum. Ve dvojrozmérném prostoru je simplexem
rovnostranny trojuhelnik, v tfirozmérném prostoru je to pravidelny étyfstén. V R" jsou

body pravidelného simplexu urené nésledujicimi vztahy

a, a, +d+e a, +d
a, a, +d a, +d
X, = X, = e T (3.20)
a, a, +d a,+d+e
d:p—ml_l e=d+2 (3.21)

2/2 2

kde p je délka hrany simplexu a n je dimenze prostoru.
Zakladni strategii pro maximalizaci Gc¢elové funkce v R" je spocitani hodnot ucelové

funkce ve vrcholech simplexu a urceni bodu s nejmensi hodnotou. Tento bod se preklopi
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Vvoev

zéakladnou opét pravidelny simplex. Novy vrchol simplexu se sestroji podle vztahu
x=x,+2(c-x,)=2c—-x, (3.22)
n+l

D x, (3.23)

c= - 2.%)
Metodu pravidelného simplexu lze vylepsit tak, ze délka hrany simplexu se v pribéhu
vypoctu zmensSuje. Tim se zlepsi konvergence a nedochazi k oscilacim okolo extremalniho
bodu. Upravena metoda se nazyva metodou flexibilniho simplexu. Zkonstruuji se vrcholy
simplexu x(1),...,x(n+1) s maximalni hodnotou v x(i). K dalsimu bodu se postupuje podle

vztahu:

jestlize  f(x(i)) > max{ f(x(1)), f(x(2)),..., f(x(n+1))}, pak
x(@+D)=c+a(x(@i)-rc) a € (1;0)
1. expanze:

jestlize  f(x(i+1)) > max{ f(x(1)),..., f(x(n+1))}, pak

se pokracuje v postupu uspésnym smérem ;

Jestlize  f(x(i)) < f(x())) J # i, pak
2. kontrakce:

x(@+1)=c+ p(x(i)—c) p e L]

jestlize  f(x(i+1))< f(x(k)), pak se zmensi délka simplexu
3. redukce: {
podle vztahu x(j)= x(k)+ E(X(j) —x(k))

Metoda cyklické zamény parametri

Tato metoda se n&kdy nazyva Gaussova-Seidlova metoda. Pfi optimalizaci v R" se zvoli
jedna proménnd xy a ostatni se nechaji konstantni. Najde se castecné optimum néjakou
metodou jednorozmérné optimalizace a proménna Xi se na této hodnoté zafixuje. Piejde se
k dalSi proménné x; a opét se hleda jednorozmérny extrém. Timto zplsobem se vystiidaji
vSechny proménné a cyklus se opakuje. Uvedeny postup vSak nemusi byt vzdy
konvergentni a konvergence zavisi na pofadi proménnych. Pro vSeobecny tvar ucelové

funkce se metoda programuje obtizné.
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3.2 Gradientni metody

Gradientnimi metodami jednorozmérné a vicerozmérné optimalizace budeme rozumeét
iteraCni algoritmus, ve kterém pftiristek vektoru parametrii je umérny gradientu ucelové
funkce. Iteracni vztah lze v§eobecné vyjadfit jako

x(k +1) = x(k) + A,V (x(k)). (3.24)

Hodnota A4x<0 znamené minimalizaci f, hodnota A,>0 se voli pii maximalizaci.

3.2.1 Jednorozmérné gradientni metody

Nejpouzivangj$imi metodami jednorozmérné gradientni optimalizace jsou Regula falsi a
Newtonova metoda. Tyto metody se uplatnily v numerické matematice. Regula falsi
vyzaduje existenci prvni derivace na celém intervale, ve kterém extrém hledame.
Newtonova metoda vyzaduje i existenci druhé derivace. Pii metod¢ Regula falsi se celova
funkce aproximuje nésledujicim polynomem

f,(xi—l)_f’(xi)'(x_xi)z (3.25)

X —X; 2

p(x) = f(x;)+ 10 (x —x;) +

Dalsi bod iterace se najde zpodminky extrému p’(xi+1)=0. Derivovanim piedchoziho

vztahu dostaneme

, : S ex) = /()
P = (x)+ — (X —x,)=0 (3.26)
i-1 i
Z (3.26) vyplyva iteracni piedpis ve tvaru
Xy =% — (%) S (3.27)

S )= f0x)

U Newtonovy metody se ucelova funkce aproximuje prvnimi tfemi cleny Taylorova

rozvoje
S =f0x)+ f(x)(x—x,) +%f”(xi)(x—xi)2 (3.28)
Derivovanim (3.28) a vyfeSenim f'(xj;+)=0 dostaneme
S )+ )X, —x) =0 (3.29)
z ¢ehoz vyjadiime iteracni vztah pro x;:; ve tvaru
_ L)

i1 = X >, 3.30
T (330
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3.2.2 Gradientni metody bez omezeni

Gradientni iterani postupy se realizuji vSeobecné podle vztahu (3.24). V piipadé, Ze se
voli Ax konstantni, hovofime o gradientni metodé s kratkym krokem. Takovyto vypocet je
pomérné jednoduchy, ale uspésnad konvergence posloupnosti neni vzdy zarucena. Pti
konstantnim Ax je mozné pieskocCeni hledané¢ho extrému. Proto byly vypracovany dalsi
metody, které méni A v kazdém kroku tak, aby se dosédhlo co nejvétsiho mozného zlepSeni
ucelové funkce smérem k minimu anebo k maximu. Nejbéznéjsi z téchto metod je

gradientni metoda s dlouhym krokem. Pfi této metodé se volba uskuteciuje podle vztahu
A(D) = max{ﬂ;%f(x(i) + AV (x(7)) = 0} (3.31)

Tento postup zabezpecuje feSeni v mensim poctu krokt, ale vyzaduje vétsi pocet vypocta.
V kazdém kroku iterace je zapotiebi fesit tlohu jednorozmérné optimalizace.

Gradientni metody lze pouzit i v pfipadech, kdy nejsou znamy derivace. Pouzivaji se
numerick¢ odhady derivaci, kter¢é mohou byt symetrické anebo nesymetrické.

Nejjednodussi vzorce tzv. dvojbodové maji nasledujici tvary

symetricky vzorec
0 XppeeosX; FAX, )= f (XX, — A 0X,
¥ _ S )~/ ) 3
OX, 2A
levy nesymetricky vzorec
9 SO X, + A, x,) = [ (X ey X e X)) (333)
ox; A
nebo pravy nesymetricky vzorec
9 _ (X e Xy X)) = [ (X)X, = A X ) (334)
Oox; A
Pro druhou derivaci
o> f _ SO X, + 00X, ) =2 (X ey X))+ [ (X e X, — ALy X,) (3.35)

ox? 2A

kde A je malé¢ kladné cislo. Jiné vzorce pro vice bodi vypoctu udava numericka
matematika.

Existuji 1 dal$i varianty gradientnich metod s dlouhym krokem, které se snazi jinym,
efektivnéj§im zplisobem nahradit jednorozmérnou extremalizaci podle A v iteraCnim

postupu. Tyto metody jsou potom vhodné pro programovani na pocitacich.
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Prvni z metod je Metoda konjugovanych gradientd. Iteracni algoritmus lze popsat

nasledujicimi vztahy

d(0) =Vf(x(0)) x(0) — pocatecni bod postupu

x(i+1)=x@)+ A1)d (i)

i) = - va i 5”)‘1@ (3.36)
d" (D)V° f(i)d (i)

d(i +1) = V(x(i + 1)) + 5G)d (i)

VI VIG)
d' (i) Vf(@) d()

o(i) =~ @)

Této metodé je podobnd metoda paralelnich tecen, kterd je znama pod oznacenim

PARTAN. Zékladni algoritmus této metody je:

1. volba pocatecniho bodu x(0); volba N

2. i=1, x(1)=x(0)+AVf(0) pro A,kterée maximalizuje f(x(0)+/TVf(O))

3. y(i)=x(i)+ AV (), kde (i) maximalizuje f(x(i)+ AV (x(i)))

4. x(@(+D)=x@-1)+0()[x(@)—x(@—-1)],kde 6(i) maximalizuje (3.37)
Sx@+D) = f(x(i =D +6(D)[y() —x(i=1)])

5. jestlize i< N, pak i=i+1 a skok na 3,

6. jestlize i=N, pak x(0)=x(N) a skok na 2

Dalsi metoda se opird o algoritmus Newtonovy metody, ve které se namisto Hessovy
matice druhych parcidlnich derivaci konstruuje pouze jeji odhad. Metoda je zndma pod
oznac¢enim DFP (Davidon, Fletcher,Powell) a vychazi z iteratniho vztahu

x(@+1) =x@)+ A)SEVS (@) (3.38)
kde S(i) je matice, kterd aproximuje inverzi Hessovy matice. Vypocet DFP metodou lze

popsat nasledujicim algoritmem:
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1. volba pocatecnihoboux(0) a pozitivné definitni maticeS(0);i =0

2. d(i)=SG)VF (i)
3. x(i+1) = x(i) + A()d (i), kde A()) maximalizuje f(x(i)+A()d (i)

a vypocet f(x(i+1)) (3.39)
4. v(i)=A>1)d (i) w(i)=Vf({@)-Vf(i+1)

S+ D) = Sy YOV D) _SEw) W DS
v ()w(i) T .
w' (i) w(i)

5. i=i+1 a skok na 2.

3.2.3 Gradientni metody s omezenim

Pouziti gradientnich metod pii vicerozmérné optimalizaci nardzi na problémy ve dvou
piipadech. V prvni tadé jde o ptipady neanalyticky zadanych funkci, kde vyjadieni
parcidlnich derivaci je problematické, protoZze se musi pouZzit numerickych odhadi.
V druhé tadé je to v ptipadé omezeni kladenych na nezavislé proménné.

Pouzivanou metodou vychdazejici z gradientniho iteraéniho postupu je metoda projekce
gradientu, ktera je schopna akceptovat omezeni ve tvaru konvexnich mnozin (nerovnic).
Algoritmus vychdzi z bézného gradientniho postupu, pii kterém se kontroluje, jestli
nedochazi k piekroCeni omezeni. Jestlize k piekroceni dojde, vykona se geometricky
prumét tohoto bodu na hranici omezeni. Z tohoto bodu se potom opé&t postupuje gradientni
metodou s dlouhym krokem.

Predpokladejme ulohy maximalizace nelinedrni funkce f(xj,...,x,) pii konvexnich omezeni
ve tvaru

Ax<b

(3.40)
x>0
Ptedpokladame, Ze v iteraCnim postupu uz pozname posloupnost bodi x(0),...,x(k) a
konstruujeme dalsi bod x(k+1). Upravime omezeni do tvaru
Ax(k)<b
(3.41)
-x(k)<0
a vytvoiime matici Q ftadkl, které jsou splnéné jako rovnice. Miizeme odvodit, ze

projekéni matice ma tvar
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P=(I-0"(00")"'0) (3.42)

a novy smeér postupu je potom dany

q=(00")"0 Vf(x(k)) (3.43)
Jestlize qu<0, pak z matice Q vynechame k-ty fadek a utvofime matici Q" a vypogitame q .
Tak postupujeme az po k=1. V piipadé, ze q ma vSechny slozky kladné, iteracni postup se
ukoncuje.
Novy smér iteracniho postupu je potom dany
s = PVf(x(k)) (3.44)

Délku itera¢niho postupu vypocitame podle vztahu

A =max{A;x(k)+ As je pripustné} (3.45)
Operace, které je tifeba vykonat v kazdém kroku iteracniho postupu, lze popsat

nasledujicim algoritmem

1. sestaveni Q
2. ¢=(00")"Q Vf(x(k))
3. test: jestlize q, <O k>1,pak vynechat k—ty radek, sestrojit Q°

a skok na 2;

jestlize q, >0 pro vSechny k =1, pak konec (3.46)

4. P=(I-0"(Q0")'0)...projekcni matice
5. s =PVf(x(k))
6. 2 =max{A,x(k)+As je pripustné}
7. x(k+1) =x(k)+ s

8. skok na bod 1.

3.3 Metody nahodného vyhledavani

Pii téchto metodach je iteracni pfirastek proménnych zavisly na ndhodné generované

veli¢ing. V zasad¢ jde tyto metody rozdélit do dvou tfid:
- jednoduché (striktné ndhodné) metody, pfi kterych se pouze vyhodnocuje, jestli je
novy bod ,lepSi“ nez predchdzejici. Jestlize to tak neni, strategie se vraci do

predchézejiciho bodu a generuje se novy smér a velikost kroku.
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- metody s adaptaci, pi1 kterych se néjakou strategii vyhodnocuje, jestli se jde
spravnym smérem anebo ne. Potom se méni velikost a smér kroku. Jde o kombinaci
stochastické a deterministické strategie.

Konvergence algoritmti ndhodného vyhledavani se vSeobecné zarucit nedd a nékterd
odvozeni jsou znacn¢ heuristicka a intuitivni. Napti¢ tomu se ukazuje, Ze nékdy jsou tyto
metody efektivnéjsi nez deterministické. Hlavné v ptipadech skutecné mnohorozmérnych a
v ptipadech, kdy ucelova funkce neni zadana analyticky.
Uvazujme problém maximalizace ucelové funkce F(x) n redlnych proménnych, ktera je
definovand na podmnoziné R" pomoci systému nerovnosti. VSeobecné lze algoritmus
nahodného vyhledavani popsat vztahy

x(@+1) = x(@) + Ax(i)

Ax(i) = a,y[i; AF (i), x(D)]S,; (3.47)

AF(@)=F@)-F@-1)
Prvni rovnice charakterizuje iterani postup metod, tfeti rovnice se nazyva zpetna diference
ucelové funkce. Podle jeji hodnoty se urcuje ,,zlepSeni““ anebo ,,zhorSeni* ucelové funkce.
Prosttedni rovnice charakterizuje vlastni strategii postupu. V této rovnici a; udava velikost
kroku, v je adaptacni funkce, kterd néjakym nendhodnym zptisobem hodnoti pfedchazejici

zkuSenosti iteracniho postupu a &; je n-rozmérny ndhodny vektor.
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4 LINEARNI PROGRAMOVANI

Nejhloubéji  propracovanym a nejdéle zkoumanym odveétvim specidlnich uloh
matematického programovani je linedrni programovani. Nékteré problémy vedouci na tuto
oblast se zacali feSit uz ve CcCtyficatych letech. Charakteristickymi vlastnostmi tloh
linedrniho programovani je linearita tcelové funkce a linearita omezeni. Prvni vlastnost

muzeme vyjadfit skalarnim soucinem
f(x)pns,)=c"x (4.1)

druha vlastnost se vyjadfuje vztahem
Ax<b (4.2)

Potom miizeme rozliSovat Ctyfi zakladni typy tloh a to

a) max c'x Ax<b (4.3)
b) min c¢’x Ax<b (4.4)
c) max c'x Ax>b (4.5)
d) min c¢’'x Ax>b (4.6)

Tvary, které se li§i pouze max ¢i min ucelové funkce (pii stejném otoCeni nerovnosti v
omezeni), lze jednoduse upravit na stejny tvar zdménou min ¢'x za max(-c'x).
Dalsi variantou je uloha, kdyz nékterd omezeni musi byt splnéna jako rovnost. Uloha

potom mtiZze mit tvar

max f(x)=c’x (4.7)
pii omezenich
Zairxr <b, i=l.,p (4.8)
r=1
Y a,x, =b, j=l+p,...p+q (4.9)
r=l1

A posledni variantou je tloha, kdyz jsou v omezenich kombinované vSechny tfi tvary a to

D a,x, <b, i=l,p (4.10)
r=1

> a,x, =b, j=14p,...p+q (4.11)
r=1
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Zak,x, > b, k=p+gql,..,p (4.12)

r=1
Nyni uvazujme Ulohu ve tvaru (4.1), (4.2) pfi podminkach nezapornosti. Dimenze poli
necht’ jsou:
dimc=dimx=n

dmAd=m-n m<n

Nejprve je tieba doplnit nerovnice na rovnice tak, ze ke kazdé nerovnici pfidame novou
nezdpornou proménnou Xj; j=n+l,....m+n. Dostaneme tak soustavu linearnich

algebraickych rovnic ve tvaru

AX =b (4.13)

kde

ai, a,, 1 0 0

a,, a,, 0 1 0

A=

a,, a,, 0 0 1

nezakladni zakladni (4.14)

proménné proménné
R C N U N |

Soustava (4.13) reprezentuje m rovnic o n+m neznamych a je v tzv. kanonickém tvaru.
Zakladnim feSenim nazyvame takovou (m-+n)-tici Cisel, kde jsou hodnoty zakladnich
proménnych rovné hodnotam pravych stran. Pro (4.13), (4.14) mé zakladni feSeni tvar

x" =(0,...,0,b,,...,b,)

Toto feSeni ur€it¢ nemaximalizuje pravou stranu (ma prvnich n slozek nulovych). Postup,

ktery vyhledavé optimum, je v hledani riiznych zakladnich fesSeni tak, Ze se bazické sloupce
< s Dox I , o . |Mmtn R
postupné prohazuji. Pocet kombinaci téchto vymeén Je( j Mezi témito feSenimi je
m

tteba najit to, které maximalizuje. Toto feSeni se nazyva optimalni. Metoda ziskani vSech
zékladnich feSeni se nazyva eliminac¢ni. O feSeni uloh linearniho programovani plati dveé

dalezité véty.
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Véta 1: ,,Vektor x je zakladnim feSenim tulohy, pravé tehdy, kdyz je krajnim bodem
mnoziny omezeni*.

Véta 2: ,Jestlize existuje optimalni feSeni ulohy linearniho programovani, pak existuje i
zékladni feseni této ulohy*.

Véty v zésadé tikaji, ze optimalni feSeni se nachazeji pouze na hranici konvexni mnoziny

omezeni. Uloha linedrniho programovéani ma feSeni pro kazdy tvar.

4.1 Simplexova tabulka

Aby nebylo potieba prohledavat vSechna zékladni feSeni, byl vypracovan efektivni postup,
podle kterého se dospéje k optimalnimu feseni ve sméru nejvétsSiho vzrustu ucelové funkce.
Postup je znamy pod oznacenim metoda simplexové tabulky.

Sestaveni simplexové tabulky spociva v zapsani doplnéné soustavy rovnic do tabulky.

Do posledniho tadku tabulky se zapi$i hodnoty Ucelové funkce s opacnymi znaménky
podle (Tabl).

Tabl: Simplexova tabulka

X{ X2 ... Xp |Xp+1 ... Xnpem | OMezeni
ar; a2 ... Qin 1 0 b1
aml am2 cee amn 0 cee 1 bl’l’l
¢ € ... Cm| O ... O f

Nové zakladni feseni se hleda tak, ze je tieba vyhledat klicovy sloupec a klicovy tadek.
Jejich prasecik udava klicovy prvek, ktery se v dalSim kroku eliminuje jako bazicky, a tak
urcuje dalsi zakladni feSeni. Postupuje se do té doby, dokud je v fadku ucelové funkce ¢islo
se zapornym znaménkem.

Za klicovy sloupec se vybira ten, ktery ma v fadku ucelové funkce zaporné Cislo s nejvetsi
absolutni hodnotou. Za klicovy tadek se vybird ten, kde podil pravé strany a prvku
klicového sloupce je nejmensi (vybird se pouze z nezapornych podilit). Cely postup tvorby

nového zékladniho feSeni v simplexové tabulce 1ze popsat nasledujicim algoritmem
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1. sestaveni simplexové tabulky
2. test optimality : jestlize ¢; 20, pak konec;

3. wbeér nejvétsiho c; se zapornym znaminkem; tim je urceny klicovy sloupec
4. vypocet B.,i=1,...m [, =——,kde j uddva klicovy sloupec

i
5. vwbér nejmensiho B, z nezdpornych podili; tim je urcen klicovy radek

6. eliminace klicového prvku; tim je urcené nové zdkladni reseni

7. skok na bod 2
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5 DYNAMICKE PROGRAMOVANI

Dynamické programovani je specialni tloha tzv. separovatelného programovani, ve kterém
se za jistych predpokladii uloha vicerozmérné optimalizace transformuje na postupnou
jednorozmérnou optimalizaci. V dynamickém programovani tuto myslenku rozpracoval R.
Bellman a metody dynamického programovani nasli Siroké uplatnéni. Dynamickym
programovanim lze feSit tlohy statické i dynamické optimalizace. Zakladni mySlenkou
uloh dynamického programovani je tzv. Bellmanlv princip optimality. Tento princi lze
vyjadiit nasledujici vétou: ,,Optimalni fazeni na intervalu <t;<t,> je optimalni bez ohledu
na pocatecni stav a na predchozi rozhodnuti“. Tento princip intuitivné fikd, ze optimalni

feSeni je tfeba hledat od konce.

5.1 Sitova forma dynamického programovani

Na tomto typu ulohy je nejlépe vidét optimalizacni princip. Na tento typ tlohy vedou
rozli¢né typy uloh, nejéastdji problém dopravnich nakladd. Ulohu lze formulovat takto:

Z mista A do mista B je potieba ptepravit ur€ity naklad. K dispozici je mnoho zplsobd,
které tvoii sit’ cest mezi témito misty. Dopravni naklady mezi libovolnymi dvéma uzly jsou

ohodnoceny podle jejich vzdalenosti a kvality cesty.

Tab2: Ukazka mozného zadani sitové tllohy dynamického programovani

11 13 12 10 8 8 B

7 6 8 7 8 10 11
12 13 12 10 7 13

8 7 8 9 9 10 11
10 8 9 8 10 12

10 10 9 11 10 11 12
11 9 7 7 9 12

11 9 10 12 13 14 14
12 11 10 9 13 14

A

Cilem ulohy je potom najit v siti cestu s nejniz§imi celkovymi néklady, tj. matematicky
najit minimum funkce

=85y ts,tats,, (5.1)
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kde s;; jsou naklady pii pfepravé z i-tého do j-tého uzlu.

Pti feSeni takovéto tllohy se postupuje podle Bellmanova principu optimality od koncového
bodu B. V k-tém kroku se urc¢i cesta z uzlu, ktery je od koncového mista B vzdaleny o
k useku tak, aby néklady z tohoto uzlu do B byly minimalni. Timto zptisobem se pokracuje
az k bodu A. Mezi urenymi cestami se nakonec vyznaci ta, ktera skutecné spojuje body A
a B. Je zifejmé, ze pocet vycisleni ucelové funkce pii pouziti Bellmanova principu
optimality je mnohonasobné mens$i, nez kdybychom prozkoumévali vSechny varianty
spojeni bodit A a B. Optimalni trajektorii se podafi nalézt pro libovolnou sit. Tato tloha
ma vzdy feSeni, které nemusi byt jednoznacné. Miize se stat, ze optimalni trajektorie se
bude dat dosdhnout vice zptisoby. Uloha dynamického programovani nemusi byt zadana
jen pravouhlou siti, ale naptiklad trojuhelnikovou. Princip vypoctu je vSak stejny. Sitové
metody se krom¢ dopravnich tloh pouzivé napf. pii feSeni kaskady chemickych reaktor v
chemickych technologiich, ¢i pfi optimalnim fizeni letadel. I kdyz postup vyhledavani je
jednoduchy a ptehledny, ve vSeobecné piipadé se programuje obtizng. VétSinou je tieba

pro konkrétni ulohu vytvotit konkrétni program.
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ZAVER

Teorie optimalizace je matematickou disciplinou zabyvajici se urCovanim minimalnich a
maximalnich hodnot funkei pfi urCitych omezujicich podminkdch. Pivodné bylo
vySetfovani extrémt klasickym tématem matematické analyzy s motivaci ptichéazejici
z oblasti fyziky a dalSich oblasti lidské ¢innosti. Pozdé&ji se objevily technické, ekonomické
a vojenské aplikace. Rozvoj pocitacti posunul feSeni dalsi fady tloh, které¢ do té doby
nebylo mozné fesit na analytické urovni. V jednotlivych kapitolach prace jsou pfiiblizeny
rizné typy optimalizacnich, tedy extremalizac¢nich tloh a metody jejich feSeni. Jednotlivé
metody pouzivaji pii feSeni rizné druhy riizné narocnych postupt. Diraz je kladen na
metody vhodné pro pocitacovou aplikaci a vizualizaci. Analytické metody pouzivaji
k vypoctiim derivaci a gradientd. Umoznuji ziskat jak kvalitativni, tak i kvantitativni idaje
a vysledky pfi zménach nékterych parametrti. AvsSak pii vétSim poctu proménnych a
omezeni na defini¢ni obor roste slozitost vypoctli potiebnych k ziskani extrému a pouziti
analytickych metod se mtze stat nerealizovatelné. Tyto metody jsou vhodné piedevsim pro
ruéni individudlni vypocty extrému. Pro Cislicové pocitace se algoritmicky vyhodnéjsi jevi
iteracni (krokové) metody, které lze rozd¢€lit na tii kategorie, na metody komparativni,
gradientni a metody ndhodného vyhledavani. Komparativni metody nevyzaduji vypocet ani
odhad derivaci ucelové funkce. Jejich jedinym pozadavkem je unimodalita (existuje pouze
jeden extrém) a spojitost uc¢elové funkce. Tyto metody jsou postaveny na principu vypoctu
hodnot ucelové funkce v urCitych bodech pomoci daného algoritmu, jejich vzijemné
komparace a tim nalezeni extrému. Gradientni iteratni metody pouzivaji diferencidlniho
poctu. V pfipadech, kdy derivace nejsou zndmy, se pomoci numerické matematiky
vypocitaji jejich symetrické ¢i nesymetrick¢é odhady. Algoritmy pak vyuzivaji hodnot
gradientl a Hessovy matice, z nichz stanovuji hodnotu ucelové funkce v daném bode¢.
metody se dle zptsobu konvergence k extrému déli na metody s kratkym a dlouhym
krokem. Metody ndhodného vyhledavéani jsou v optimalizatnich metodach specifickou
ttidou. jejich algoritmus je zalozeny tak, ze iteracni pfirtistek v jednotlivych krocich, je
zavisly na ndhodné generované veli¢ing. Lze je rozd¢€lit na striktné nahodné metody a
metody s adaptaci neboli s u¢enim. Konvergence algoritmu se neda zarucit, avSak nekdy
jsou tyto metody efektivnéjSi nez deterministické. VSechny iteracni metody maji uplatnéni
hlavné pti pouziti na Ccislicovych pocita¢ich. Metody linearniho a dynamického

programovani jsou nejvice algoritmicky propracované tlohy matematického programovani.
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jejich feSeni ma velké praktické aplikace. Mezi typické ulohy patii optimalizace vyrobnich
plant, rizné Glohy optimalizace déleni materiall a feSeni dopravnich plant. Algoritmy jsou
postaveny na vyuziti numerickych metod feSeni soustav linearnich rovnic.

Podle této klasifikace byly v praci vypracovany nasledujici vysledky. V prvé fadé byla
vytvotena sada slidli v prostiedi Power Point a www stranek. Téchto vystupti bude vyuzito
jako studijnich opor v distan¢ni a kombinované form¢ studia. Jako dal$i vysledek 1ze uvést
fadu vzorovych ptikladi a protokold, ve kterych jsou ilustrovany postupy a algoritmy
mnoha optimalizacnich uloh. V neposledni fad¢ je to vlastni teoreticky text prace, ktery

muze slouzit studentim jako forma studijniho textu.
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b vektor omezujicich konstant
V {(x) gradient funkce
g(x) vektor omezujicich funkci

H,V? f(x1,...,Xn) Hessova matice

J Jacobiova matice

D(x,p) Lagrangeova funkce

p Lagrangetv multiplikator

Q(Ax) kvadraticka forma ptislusné Hessovy matice
R" n-rozmérny prostor

X mnozina piipustnych feSeni
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PI: GRADIENTNI METODA S KRATKYM KROKEM

Najdéte maximum funkce f(x,y)=x+y—xy—x°—y°,
” 1
pii parametru A = 5

Ruéni FeSeni

W =[]+ 212 Fx(1) =025
X = — = X =V,
0) 211 0,5
O Bl P sl B f(x(2)=0312
9% 05) 2 °1-05) Lo2s A=
3) 0,25 +1 0,25 0,3125 F(x(3)) = 0332
X = JEE— = X =0,
0,25) 2 10,25 0,3125
0,3125) 1 (0,0625 0,34375
x(4) = +—- = S (x(4))=0,333
0,3125) 2 10,0625 0,34375
0,34375) 1 (—0,03125 0,328125
X(5) = LS _ F(x(5)) = 0,333
0,34375) 2 \-0,03125 0,328125

Zdrojovy kod programu Mathematica

f=x+y-xy-x>-y%;
Xx=04f;
yy=0yf;
a=0.5;¢c=0;q=0;x=0;
n=1000;
y=0;
For[i=1;p=0,i<n,bb={{x},{y} }+a* {{xx},{yy} };
x=bb[[1,1]];
y=bb[[2,1]];
xocx={ {bb[[ 1,111}, {BbI[2, 111} j+a*{ {xx}, yy}};
bb=xxxx;q=f*n;q=Round[q];
If[q!=c,i=1,i=n];c=f*n;c=Round|c];
TableForm[Print[f]];
i+ pt++];
Print[p];Clear[x];Clear[y];Clear[p];
Plot3D[f,{x,-10,10},{y,-10,10}]

Extrému pfi daném parametru A dosahujeme po 5. kroku. Musime dat pozor na velikost
parametru A, aby nedoslo k pfeskoceni extrému a tim k zacykleni programu.
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Graf funkce:
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PII: FIBONACCIHO METODA

Najdéte maximum funkce f(x)=—x>—3x
na intervalu (-2;0)

Ruéni FeSeni

di=2 N=4

1.krok

& =0-22=-2

8 4

~ 5 3

b, 2 1

f(B,) =168 f(@,)=218

flay)> f(B,) > a,=-2
B, =—0,75

4. krok

a, =-15 B =-15

f@)=f(Bs) > a; =-15
Bs =-125

Zdrojovy kod programu Mathematica

qli_1=*3j;
N1=4;
F1={1,2,3,5,8};
a=-2;
b=-0;
e=0.1;
e b-a :

e

For[i=1,i<N1+1,4=b—

FIINI=i+10],
FI[[N1-i+2]]

[b—al;

B=a+ TUNIZIF UL 0 ih a1 VA=q[AT:
FI[N1—i+2]]

VB=q|B];If| VA>VB,a=a;b=B,a=A;b=b];Print[i];i++];Int={a,b} ; Print[ "interval->",Int];
PIOt[qDL {ja-370}]

Maximum se nachazi na intervalu (-1,5;-1,25).
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Graf funkce:
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PIII: BOXOVA-WILSONOVA METODA
Najdéte maximum funkce f(x,y)=x+y—xy—x" -y’
Pocate¢ni bod stiedu {0;0}

Délka strany a=0,015

Ruéni FeSeni

soutradnice bodu hodnoty tcelové funkce
S={0;0} F(S)=0
M1={0,015;0,015} F(M1)=0,029325
M2={0,015;-0,015} F(M2)=-0,000225
M3={-0,015;0,015} F(M3)=-0,000225
M4={-0,015;-0,015} F(M4)=-0,030675

Zdrojovy kod programu Mathematica

Flx_y J:=-xy’-x*ytxty;
sx={0};
sy={0};
a=0.015;i=0;krok=0;
While[i<l,x={sx[[1]]+0.5*a,sx[[1]]+0.5*a,sx[[1]]-0.5*a,sx[[1]]-0.5*a};
y={sy[[1]]+0.5*a,sy[[1]]-0.5*a,sy[[1]]+0.5*a,sy[[1]]-0.5*a};
fs=F[sx[[1]],sy[[1]]];
f1=F[x[[1]]y[[1]]];
£2=F[x[[2]],y[[2]]];
3=F[x[[3]],y[[3]1];
f4=F[x[[4]],y[[4]]];
funkce={f1,2,{3,f4};
m=Position[funkce,Max|[ funkce]];
mm=m[[1,1]];
If]Max[funkce]>fs,sx={x[[mm]]};sy={y[[mm]]};,i=10;Print[ "maximum je
" fs]];krok++;]Print[krok];
Plot3D[F[x,y],{x,-5,5},{y,-5,5}]

Hodnota maxima je 0,3333 a dosahneme ji po 45. kroku.
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PIV: METODA CYKLICKE ZAMENY PARAMETRU

Najdéte maximum funkce f(x,y)=16x+12y—2x> —?
Pocate¢ni bod {0;0}

Ruc¢ni FeSeni
F(0+a;0)=16a -2a°

i:16—40520 a=4
da

f(40+ p)=32+124- B>

/- 12-24=0 p=6
ap

postup opakujeme z bodu {4;6}
f(4+a;6)=68-2a’

£=—4a20 a=0
da

f(4:6+p)=68-p°
4 _ 55 -
G- 28=0 B=0

Po druhém kroku je piirGstek nulovy, tudiz maxima dosahujeme jiz po 1. kroku v bod¢
{4,6}

Zdrojovy kod programu Mathematica

F[x .y ]=16x+12y-2x>-y*

xx=0;

yy=0;

1=0;

krok=0;

While[i<1,krok++;

a=F[xx+x,yy];

dfx=0sa;

x1=Resolve[dfx==0,x];

xx=x1[[2]];

b=F[xx,yy+yl;

dfy=0dyb;

yl=Resolve[dfy=:0,y];
yy=yl1[[2]];
Print[xx,";",yy];If[xx # Ol|lyy # 0,i=0,i=2;]
]

Plot3D[F[x,y],{x,0,7},{y,0,7}]
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Graf funkce
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PV: LINEARNI PROGRAMOVANI

Zadani formou tabulky

V1 Vz V3 V4 V5 Omezeni
Surovina S 2 0 1 1 2 <120
Stroj Z1 0,5 1 2 0 0 <200
Stroj Z2 1 2 0 1 0,5 <400
Zisk 15 5 10 10 30

Oznacime mnozstvi produktl Vj,...,Vs proménnymi Xxj,...,Xs a ptijde o maximalizaci

ucelové funkce
f(x)=15x, +5x, +10x; +10x, + 30x;

Pi1 omezenich
2x, +x; +x, +2x, <120

0,5x, +x, +2x; <200

x, +2x, +x, +0,5x;, <400

Simplexova tabulka

Xi (X X3 | Xy X5 [X6|X7| X3
2 0] 1 1 2 10| 0]120
05/1 1210 0 0| 1| 0200
1 210 1 0,5/01] 0] 1 |400
-15 | -5]-10(-10] -30 | O] O | O] O
Reseni pomoci simplexové tabulky
X X2 X5 Xy [Xs X6 X7 Xs
1 0 0,5 0,5 |1 05 0] O 60
0,5 |1 2 0 0 0 1| 0 |[200
0,5 |2 -0,25 0,75 1 0 -025 /10| 1 |370
15 |-5 5 5 0 15 0| 0 |1800
1 0 0,5 0,5 1 1 0| O 60
0,250 2,125 -0,375| 0 0,25 | 1 [-0,25] 15
0251 | -0,125 0,375| 0 -0,125{ 0 | 0,5 | 185
16,25| 0 4375 6,875| 0| 14,3750 | 2,5 |2725

QOdecteni vyslednych hodnot:
X1 X2 X3 Xy| X5 | X6 | X7 X3
0 |185/0]0[60]0|15]0

Vyznam hodnot X4 a Xg znamend, Ze prvni a tfeti omezeni jsou vyCerpana beze zbytku.
Hodnota X7 znamenad, ze druhé omezeni je nedoCerpano o 15. Hodnota tcelové funkce je

2725 pii 185 jednotkach V; a 60 jednotkach Vs
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Zdrojovy kod programu Mathematica:

p=1{{2,0,1,1,2,120}, {0.5, 1, 2,0, 0, 200}, {1, 2,0, 1, 0.5, 400},
{15, 5, 10, 10, 30, 0} };
ien = {{1,0, 0}, {0, 1, 0}, {0,0, 1}, {0,0,0}};
mv={{1,1,1,1,1,1,1,1, 1}, {1,1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1},
{L,1,1,1,1,1,1,1, 1}, {-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1} };
ccc = Transpose[ {p[[All, 1]], p[[All, 2]], p[[AllL, 3]], p[[All, 4]], p[[All, 5]],
ien[[All1]], ien[[All, 2]], ien[[AlL, 3]], p[[All, 6]]}1];
z = ccc*inv;
For[v=0, v <10,

m = Position[z, Min[z]];

x=m[[1, 2]];

xx = z[[All, x]]; podil = {0, 0, 0};

For[p=1,p <3, I
z[[p, x]]1 =0, podil[[p]] = o0; pt++, podil[[p]] = z[[p, 9])/z[[p, x]]; p+=+1];

qq = Position[podil, Min[podil]];

q=qq[[1, 1]];

z[[q]] = z[[q]V/z[[q, x]];

For[i=1,1<5, If[i # q, h=Z[[q]]; hhh = z[[1, x]]*h;

z[[1]] = z[[1]] - hhh; z[[i]] = Z[[i]];
]; i++]; xxx = Min[z[[4, All]]];

Ifxxx <0,v=v,v=11]; v++];

MatrixForm[z]

Vystupem programu je konecna podoba simplexové tabulky, ze které odecteme vysledky.



