Efektivni kody a algoritmy jejich zabezpeceni

Martin Vyslouzil

Bakalarska prace i Univerzita Tomase Bati ve Zliné
2005 Fakulta technologicka










ABSTRAKT

Abstraktéesky

Tato bakaléskd prace poskytuje stmy prehled problematiky tykajici se kodovani,
zabezpeéovani kédi a opravou chyb vzniklychippienosu. Obsahuje historii vzniku kigd
obecné informace o teorii kédovani, stré@ cleni kodi na rovnondrné, nerovnorrné,
efektivni a bezpmostni. Obsahuje problémy, které vznikajii pabezpéeni kddu,
zpiusoby zabezpeni a vyuziti kdd, geometricky model kdédu, vzdalenost kédovych
slozek, detekci i korekci chyb, matici kédu, kotmiomatici kodu, ochranu zpravyrgud
chybami, opravu jedné chyby Hammingovych kd&dopravu vice chyb u Reedovych-
Mullerovych kodh.

Abstrakt ve sg#tovém jazyce

This Bachelor thesis offers a brief survey of pealis concerning with coding, suppling
code and repairing errors on broadcast.It contaist®ry origin code, general information
about theory coding, brifing division code on thee® not even, effective and safety. It
contains problems about security code, mode sgamid use code, geometric model code,
distance components code, detection and correcgomors, matrix code, control matrix
code, protection information before errors, reparione error Hamming code and

repairing more errors by R-M code.



Che&l bych timto podkovat vedoucimu mé bakdtké prace, panu RNDr.Ing.MiloSi
Krémé&ovi, za odborné vedeni, radyfigpminky a poznatky, které mi poskytoval
v pribéhu feSeni moji bakatéké prace a za jeho ¥i&ny pristup.Také bych chbt

poctkovat svym rodiim za jejich podporuipmém studiu a b tvorbe této prace.

ProhlaSuji, Ze jsem na celé bakak® praci pracoval samostaia pouzitou literaturu jsem

citoval.
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UvoD

Mezi z&kladni vlastnosti néjznéjSich typr informanich systém pati schopnost
efektivné a kvalitre komunikovat. Pod pojmem komunikace se rozuieidavani zprav
mezi inform&nimi systémy, nachazejicimi se nazmych mistech. Za ity zpisob
komunikace, u kterého se jedna tegavani zprav ne v prostoru, al€ase, je mozné
povaZzovat ukladani zprav do p&ma jejich pozdjSi ¢teni. Srovnani komunikace
v prostoru a ase neni zaloZzeno jenom na formalni podobnosti.bbuozpisohi je
podstatné i to, Ze zpravy prochazeji fyzikalnimsgiemim, pro které se pouziva nazev
medium Medium je zdrojem ruSeni. RuSenitugpbuje vznik chyb a ty snizuji kvalitu

predavanych zprav.

Abecedou informace jsou obe&cnnuly” a ,,jedniky* a sclovacim i
pienosovym kanalem paith pcotitate nebo komunikmi pasitatova sit”. Nasim hlavnim
zajmem je, aby se zpravygmasely co nefiinngji a aby nély co nejmég chyb. Ok
veliciny: efektivita genosu zprav i mnozstvi chyb ve zpravach jsou damya&itou
pienosoveho kanalu. Tato skénest, kterou matematicky formuloval C.E.Shannonacer
1948, tika, ze i ve Spatném kanalu je mozné zakddovatvypiak, aby chyby byly i
pienosu potléeny na minimum. Neni to navod, jak takovy kod zkorsvat, ale je to
dukaz, zZe takovy kdéd existuje. Teoretické poznatkydobrych* kddech, které byly po
desitky let pipravovany v pracich matemaiilse nyni stavajiiednmétem zajmu technik
Rozvoj novych technologii vyroby a &b navrhwislicovych systérn umo#iuji tyto

poznatky vyuzZivat.

Nezavadi se pojem signal, tedy fyzikalni #ela jako napiklad piibeh nagti
v ¢ase. Fyzikalni popis média pouziva vykonu Sumurengs informace signalem je
charakterizovan po#énem vykonu signélu k vykonu Sumu SNR (Signal to 9¢oRatio).
Hodnotu SNR, tedy i kvalitu komunikace, 1ze zle@Ei€nou fyzikalni vel€iny: zvétSenim
vykonu signalu tak, aby byl dostate velky ve srovnani svykonem Sumu

charakterizujicim medium, to vSak neni vZzdy mozné.

Kazda zprava obsahujeéjaké nadbytené (redundantni) informace. Ma-li
komunikace probihat rychle, musi byt nadbgieeh informaci ve zpravco nejmén. Pro
tento el se pouziva kédovani, které jekdy ozn&ovano jakokddovani zdroje zprav.
Entropii zdroje zprav popsal Claude E. Shannon o jaKimérné mnozstvi informace

piipadajici na jeden symbol zpravy. Zprdva nese maimhodnotu entropie (ma
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minimalni redundanci), je-li vyj&dna vzajem& nezavislymi symboly s pokud mozno

stejnou pravépodobnosti vyskytu.

Budou-li ve zpra¥y neékteré symboly obsazen§astji nez jiné, je nade, Zze se
poddi nalézt gjaky nerovnomdrny kod, ktery umozni zpravu zestnit. Je-li zestréinéna
zakodovana zprava girobnovitelnd do fvodni podoby je komprese bezztratova, pokud
neni mozné zpravu obnovit v plnéimije komprese ztratovariRzpracovani zprav pro
acinnou a bezpaou komunikaci jsou iezité dva kroky: prvnim krokem je odstranit ze
zpravy redundanci, zvysit tak efektivitu komunikagedruhym krokem aft do zpravy
redundanci zaveést. Nédwzavedena redundance ma za ukol minimalizovatyzin&rmace,

které mohou H komunikaci nastat.

V realném kodovém systému probihd komunikace vzaygitomnosti ruSeni.
Prijaté zpravy tedy obsahuji chyby. Aby se sniZilavokpodobnost chyb ve zpréyv
pouzivaji se tzv.bezpmostni kédy. Kdédovani bezgmostnimi kody se nazyva takeé
kanalové kédovanVe své druhé &é o kdédovani za ifitomnosti Sumu Claude Shannon
dokazuje, Ze jestlize diskrétni zdroj zprav vytwaensi mnozstvi informace za dobu trvani
symbolu zpravy, nez je hodnota @ty nazyvanéapacita kanaluje mozné dosahnout i
pii pfenosu za fitomnosti ruSeni libovokh nizkého poétu chyb v genasSené zprév
Predpokladem pro toto zlepSeni odolnosti proti chyharpouziti vhodného zakédovani

zpravy ed komunikaci a jeji dekodovani po skeni komunikace.

Prestoze historie kédovani je kratkA pouhych paddsét jsou vysledky
obdivuhodné. Problematika teorie kddovani vychagitly z praktickych problétn Cesta
k nalezeni nejlepsiho koddu pro dany problém veids gvladnuti zakonitosti moderni
algebry, zejména znalost maticovéhaitpg Booleovskych funkcifeSeni mnoh@iena a
dalSich vlastnosti. Teoretickd odvozeni vlastnkétii jsou mnohdy obtizna, prakticka

feSeni jsou vSakasto pekvapiv obvodow jednoducha.
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1 HISTORIE TEORIE KOMUNIKACE

VSeobecn rozsfeny ndzor o prvenstvi autorské publikaded, Zze autorem je ten,
kdo jako prvni publikoval élezity poznatek. Bkoliv je znéni tohoto pravidla jednoduché,
jeho pouziti nize byt komplikované. Prév tato situace nastalaiip publikovani
Hammingovych kod. Prvni publikaci, ktera na Hammingovy kody upadzge, napsal
Shannon, ktery uvadi ve své praci z roku 1948 Hamwiwi (7,4) — kéd jako fiklad
s odkazem na Hammingovo autorstvi. Potom co si I8avu praci pecetl Golay, zaal
sam pracovat na kédech pro opravu chyb a dosaldrpoadnych vysledk Kéd, ktery
objevil byl nazvan Golay (23,12) — kéd. Golayiiom proved| zobeaini Hammingova
(7,4)-kédu na vSechny Hammingovy kody. éOtyto prace byly vydany fed prvni
Hammingovou praci o kddech, ktera vysla az roku019® byly pozoruhodné zatky,
které provazely Shannonovy patiné publikace z let 1948 a 1949. Tyto Shannonovy
prace, ve kterych vyslovil matematickou definidioinmace a formuloval &ty o kompresi
zprav a o kapagcit kandlu. Tyto ¥ty se staly zakladem oboru nazyvanétemrie

komunikace

Na za&étku padeséatych let po vydani Shannonovych prasiadlo velké
octekavani p praktickém uplaténi kédovani. Tyto praktické aplikace vSakeghzhl
pokrok technologicky. Hlavni aplikace kddovani gel@valy v telekomunikani technice,
ale pra¢ na z&atku padesatych let se pddla dosadhnout vyznamnych zlepSeni
fyzikalnich vlastnosti vté déb pouzivanych komunikaich kanél. Diky zlepSeni
technologie a diky pouziti novych matediatloSlo vté dob ke zlevrini dalkovych

komunikanich linek a sotasre ke zkvalitréni jejich parametfr.

Technické aplikace kédovani se vSakkvapiv uplatnily v nové oblasti: pouziti
hromadnych pa#ti patitatt. Zde je kbdové zabezgeni pouzivano kieklenuti
nedokonalosti materialu, ktery ttiopanttové médium. Vzhledem ke stale se zvySujici
hustot magnetického i optického zaznamu bude tato objas€ dlouhou dobu
odkeratelem aplikaci kodovani zdroje i kanalového kaddy Pro dalSi zlewmi
komunikaci je vyuzivana komprese zprav pomoci kesmpich kod. AvSak zprava, ktera
obsahuje malo redundance je vlivem ruSeni nachWméaztrat informace. Proto je

nezbytné i kddoveé zabezfsni.

Opticka media jsou vSeobecmachylrjSi ke vzniku shlukovych chyb. Detekce

nebo korekce shlukovych chyb vhodnym kandlovym kédém je nardngjSi nez
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zabezpeéeni zprav ped ojediglymi chybami. Ri konstrukci bezpénostnich kod je
v takovém pipact nutné vychazet z abecedy zdroje ktery pouziva s¥imbyjadiujicich

vice nez dva stavy.

Novych vlastnosti bezpaostnich kéd je mozné dosahnout jejichietizenim.
ZlepSi se tim vlastnosti bezpwstniho kédu. Zakladni rodeéni Zetzenych kod je
reprezentovano d@wma odliSnymi zpsoby usp#adani: sériovym s viitim a vigSim
kodem a paralelnim s prokladanim, které se déiepddle zmisobu prokladani na sériové
a paralelni. Zettzené kbédy jsou v s@asné dob prednetem intenzivniho vyzkumu,
protoze vyslednéeSeni je jednodusi, nez by muselo byt, kdyby segjedo pouziti pouze
jednoho kddu s odpovidajicimi vlastnostmi.
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2 OBECNE INFORMACE O TEORII KODOVANI

Teorie kddovani se vyvijela paral&ls teorii informace. Zp@tku se v ni vyuzival
ponerné jednoduchy matematicky aparat. Pgrdkdyz zaala vyuzivat #izna odetvi
matematiky, se stald&ipazlivou disciplinou pro matematické teoretiky.dpova soustava,
S niz p@itace pracuji, je #jmeé nevyhodna pro lidské uvazovani — neumime véiinbd
pocitat. Proto k pevodu mezi lidskymi informacemi a §iteci existuji prevodni pravidla -
kody. Obect mizemefict, Ze kod je mnozina symhiglkterymi vyjadujeme fizné stavy
systému. Kod Ize libovotn pievadt jeden na druhy, aniz by se &mia velikost a
mnozstvi informace. Kédovani pakigeme charakterizovat jakdqvod jednoho kodu na

druhy a to bud™ pomoci tabulky anebo algoritmu.

Pro ukazku si zvolme jako zkuSebni systém hractkkos?o hodu se tize kostka
nachazet v jednom ze Sesti staBtav kostky se n&jstji vyjadiuje pomoci mnoziny

teckovych symbai.

Obr. 1.MnoZina t&kovych symbai

KdyZ si chceme poznamenat jak nam kostkaie padla neutdame to zapisem &&ovych
symboti ale arabskymtislicemi (1,2....6) odpovidajicimi gt teiek. To znamena, Ze
pievedeme koédovani z jedné mnoziny syma druhé. Vztah mezi symbolem a kédem a

kodovanim ndm zobrazuje Obr.2
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Obr.2. Vztah mezi symbolem a kédem

Vyjadieno matematicky :iPpirenosu informaci pouzivame &dgakladni abecedy.

Zdrojova abeceda(abeceda zdroje) A = { al,... ;@ } je kong&na mnoZina znak

(symboti), kterou chcemeipnést pes rEjaké Fenosove zdzeni ( renosovy kanal).

Pifenosova abeced@beceda ignosového kanalu) Y = { y1; ...gyje kon€nd mnozina
znaki yj, kterou nizeme penaset fes rgjake konkrétni penosové zazeni. Nap. zaizeni
se d¥ma arovemi tizeni (0,1) bude mit abecedu Y = {y1, y2 } = { 3,1Pod kédovanim
pak rozumime zobrazeni, které kazdemu znakhaiitadi rejakou skupinu znakyje Y-
kodované slovavinoZina vSech kédovanych slov se pak naad Kodovani vSak nema
pouze mechanicky nahrazovat jednu konkrétni abegedu. Meni-li se @i kddovani
mnoZzina pouzitych symbili rozloZeni pravé&podobnosti, éni se také entropie na

symbol zpravy. Hlavnim cilem je zajistit nejmengicgt symbal na dané mnoZstvi
informace.

Dulezité je, aby bylo mozné ze zakddované zpravyatigpravu zdrojovou; tj.
kodovani musi byfednoznéné dekoddovatelnéKodovani je jednozriaé dekoddovatelné
tehdy, jestlize zobrazeni, které kazdému znakuAapritadi réjakou skupinu znaky; e Y

je prostym zobrazenim.
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3 DELENIiKOD U

e

Kvili rozsahlosti dané kapitoly jsem proved| pouzeisty prehled nejdlezitéjSich
koda a principu jejich tveéeni. Zdaleka nejde o celkovou problematiku, kter&mpohem

rozsahlejsi.

3.1 Rovnong&rné kédy

Rovnonérné kédy jsou takoveé kody, u kterych se kazdémkuzzarojové abecedy
piitadi stejny poet kdodovych znak Z toho divodu maji tyto kddy velkou vyhodutip
dekddovani. Neroz&ngjSi piiklady rovnongrnych kodi jsou:telegrafni kdda ASCII kod

3.1.1 Telegrafni kod

Zdrojova abeceda obsahuje vSechny pismena angld@edy¢islice 0, 1, ... , 9 a
nékterd interpunéni znaménka. Kazdému znaku zdrojové abecet32 znak je

pritazena konkrétnigtice kddovych znak0 a 1.

3.1.2 ASCII kod

ASCII (American Standard Code for Information lotesinge). Zdrojova abeceda
obsahuje krompismen anglické abecedylic i znaky pouzivané ve vypetni technice
(mala pismena, algebraické znaky -+, = ...). Kazdému z 2128 znak zdrojové

abecedy sefffadi sedmice kodovych znak a 1.

3.2 Nerovnong&rné kody

Nerovnongrné kody jsou takové kédy, kdy se jednotlivym zivak zdrojové
abecedy ptazuji kédova slova, kter& majiiany paet znak. NejznandjSim a

nejrozstergjSim pikladem tohoto kddovani pdorseova abeceda

Ke konstrukci nerovnoginych kod: se vyuziva graf (viz Obr.3). V teorii giage takovy
graf nazyva strom. Strom obsahuje uzly a z kazdého stromu vychazeji @dvhrany.

Posloupnost za sebou nasledujicich hran se naegta. c
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100 i

Obr.3. Konstrukce nerovnaimého kodu

Po dohod, Ze ¥ pohybu po strood jednoho uzlu k druhémdifadime:
a) smérem doprava 1

b) sntrem doleva 0

3.21 Morseova abeceda

Je obec# znamo, Ze Morseova abeceda obsahuje zndky "-". Znakim s vySSi
frekvenci vyskytu je pirazeno kratSi kdédové slovo a naopak Zimaks nizsi frekvenci

vyskytu delSi kddové slovo.

Tab.1. Tabulka Morseové abecedy

Pismena Kod Pismena Kod |Pismena Kod Pismena Kod
A - K -. - U - 5 ...
B - L - \Y - 6 -

C - - M -- W - - 7 - -

D - N - X - .- 8 ---

E O --- Y - -- 9 ----

F - P -- z - - o -----

G - - Q --.- 1 .----  pozor -.-.-.

H R - 2 .--- nerozum .......
I S 3 .-- konec ...-.-
J T - 4 .- rozumim ----.-
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3.3 Efektivni kody

U bézného kddovani zname praypbdobnosti vyskytu znaka zdrojové abecedy
P(A=a)= p; ale nezname délky kédovych slay Musime proto hledat délky kddovych
slov tak, aby pimérny paiet kédovych znak pripadajicich na jeden zdrojovy znak byl
minimalni. Takové kédy nazyvanmedektivninebominimalni Myslenka efektivniho kédu

je zaloZzena na nasledujicim tvrzeni:

Pro nezavislé vysilani znalkedrojové abecedy A={;a&, ..., a } S pravdpodobnosti
jednotlivych znak P(A=a;) = p;, i=1, ..., N, zvolme délku kédového slova tak, ze

plati:

2 sp <2 1)
Takovécislo existuje jediné a plati préjn

N

D2m SZN:pi =1 2)
i=1

i=1

3.3.1 Shannonova -Fanova metoda

Tato metoda je nejpouzivgai metodou pro sestrojeni minimalniho kédu.

Algoritmus:

1. Zdrojové znaky se uspédaji postuptipodle pravdpodobnostp; v klesajicim péadi.

2. Zdrojoveé znaky se roztl na dw podskupiny tak, aby séat pravépodobnosti v obou
skupinéch byl fiblizn¢ stejny.

3. Prvni skupig se gifadi kddovy znal a druhé skupinO.

4. Kazdou podskupinu @b rozdlime na d¥¢ podskupiny s fiblizn¢ stejnym sottem

pravdpodobnosti.
5. Prvnim podskupindm seipadi znakl a druhym0. Tak ziskame druhy kédovy znak.

6. V déleni na skupiny pokrajeme dokud v kazdé podskupineZistane pouze jeden

zdrojovy znak.
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3.3.2 Huffmanova metoda

e

Tato matematicka metoda konstrukce minimalniho KédsloZigjSi nez pedchozi

metoda, vede ale vZzdy ke kddu s maximalni efekstino

( Vypracoval ji O. Huffman v r. 1952 ).

Algoritmus:

=

. Zdrojové znaky se uspédaji postupipodle pravépodobnosti vyskytyp;.

2. Setteme posledni dv pravd&podobnosti a vysledek fmdime podle velikosti mezi

ostatni pravépodobnosti redukce

3. Znovu seéteme d¥¢ posledni pravgbodobnosti a vysledek &p zaradime podle

velikosti.
4. Seitani pravdpodobnosti provadime tak dlouho, aZz dojdeme Ktsoli
5. Poslednim déma znakm prifadime kodové znakiya 1.

6. Zpétnym postupemifpiazujeme jednotlivymestanaim vzdy kdédové znak® a1, dokud
nepiradime kédové znaky vSem zdrojovym zinak
3.4 Bezpénostni kody

V redlném Zivat ¢asto dochazi ip pirenosu zakdédovanych informaci k chybam
zpasobenym Sumem prdstli (fenosového kanalu). V kazdé oblaggmosu a zpracovani
diskrétnich informaci se proto postépstabilizuje pouzivani ditych kodi, které se

ukazuji jako nejvyhodtjsi z hlediska kompromisu mezi:
a) stuprgm zabezpé&eni proti chybam,
b) jednoduchosti (efektivnosti),
c) cenou realizaceffsludnych z&zeni.

Snazime se tedy najit kod, ktery ma co nejkrattkiude @itom opravuje co neptsi paet
chyb.

Snizeni vyskytu chybippienosu dat je mozné zabezpaékolika zpisoby:

Bez zabezg®vacich zéizenitj. Upravou zpravy. Je to velic&inny zpisob ochrany,

nevyZzaduje Zzadna fijlavna z#izeni. Nevyhodou je pracnost a zdlouhavost.
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NejjednodusSim Zsobem snizeni chybnosti je zvySeni redundance Yyhawhiosti)
zpravy. Jednou z moznosti je opakovani vysilanéwpitehdy z nasledného porovnani
je mozné odhalit fipadné chyby (kdybychomi@nesli zpravuitkrat, bylo by mozné

zjistené chyby ¥tSinou i odstranit).

U ciselnych polozek se pouziviorava kontrolnim satiem nag. chceme-li penést
¢islo 54321 sateme 5+4+3+2+1=15osledniislici pridame k fivodnimucislu a pak

piendsSimeislo 543215

S pomoci zabezpevacich zéizenitj. bezpénostni kody

Kontrolou kvality signalutj. pii vyboceni sledovaného parametru signélu z tolerance se

Zzada o opakované zaslani posledniho bloku dat.

3.4.1 Zabezpéujici schopnosti kodu

Deteléni schopnostPod dete&nimi  schopnostmi kédu rozumime schopnost kodu
objevovat -detekovatchyby vzniklé pi prenosu informaci. Z idvodu, aby bylo mozné
objevovatt-nasobné chyby, byla definovana t&¥ammingova vzdalenost & (Pro dw
kodova slova popsand vektory a 5,{&, & ...a} a b = {by, by, bz ...b;} je Hammingova
vzdélenost definovana jako @& mist, na kterych se hodnoty symbwukktoru a a b lisi).
Pro objevovanil-nasobnych chyb se pouZziv&ody kontroly parity V tom gipac k
binarnimu slovu iddme znalO nebol tak, aby vysledné slovodio sudy péet jedntek -
suda parita(lichy poiet jedntek - licha paritd). Kéd sudé parity je obvykle nazyvan
kodem celkové kontroly paritykéd (8, 7) - 7 znaki nese informaci, 1 znak je redundantni
a slouzi k zabezgeni kédu. Vysledny kéd skutes objevuje vSechny jednoduché- (

nasobné) chyby.
Kod objevujet-nasobné chyby, kdyz plati:

t<d (3)
U koda celkové parity maji vSechna kdédova slova Hammingovzdalenost miniméén
d=2.

Korekéni schopnostPod pojmem koreli schopnosti kédu rozumime schopnost kodu
chyby objevenéip pitenosu i opravit korigovat Abychom mohli opravit-nasobni chybu,

musi platit:



UTB ve Zling, Fakulta technologickd, Institut ¥izeni proces a aplikované informatiky 18

t<9 (4)

Kod s minimélni Hammingovou vzdalenodtf 3 je schopen opravitnasobné chyby 2
nasobné chyby pouze objevi (opravil by je nespfavn

Nap. pro nekvalitni penosové kanaly s&sto pouziv@pakovaci kddPrenaSeny znak se
vySle vicekrat (lichy peet krat - nap 5). Pro dekdédovani pak plattginou zastoupeni -

vétSi paet stejnych znakje uznan.

kédovani penos dekédovani
1 11111 /Y > 10101——™™ 1
zdrojové slovo kédové slovo  Sum prijaté slovo znak

Obr. 4 Korekéni schopnost kodu

3.4.2 Linearni kédy

Linearni kédy se vyzraji tim, Ze libovolna linearni kombinace kédovydbavsje
opét kddovym slovem. Vyplyva to z toho, Ze linearnidktvaii linearni podproston-
rozmerného prostoru binarnich prémmych. Tento podprostor je mozné popsat jeéni
Kazdy prvek baze je sdm kodovym slovem. Baze Blamit z&gazen4 kédova slova s co

nejmensim pé&tem jednéek, vzajemsa nezavisla.

Z davodu zgehledrini manipulace s kédovymi slovy se kédova slova diypa
jako fadkové vektory, které se zapisuji do maticovychitvKdédova slova baze zapsana

pod sebe tvid generujici maticiG :

{911 gm]
G=| : ; (5)

gk1 -+ Gkn

Generujici matice ma u kédun,(K) n-sloupad ak-radki, pricemzn je celkovy pdet znak,

k je patet znaki nesoucich informaci a-k=r je patet zabezp#vacich znak.

Pro maticiG musi platit:

a) kazdy jejiradek je kbdovym slovem,

b) jeji fadky jsou linear&inezavislé (hodnost maticg=k).
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Zameni-li se sloupce generujici mati€® vznika jiny kod, ale zabezpgici schopnost
kodu se nerni. Tak Ize sousedit prvky nesouci informace na prvnikhmistech tj.

jednotkova matic&y a zbylychr mistech tjmatice zabez@jicich prvii R

Kédy, u kterych Ize generujici matici napsat jalaken jednotkové matice a matice

zabezpéujicich prvki se nazyvajsystematické kody

1. Vysilané zabezgené kddoveé slova (1 x n) se vytvdi z nezabezpeného kédoveho
slovai (1 x k) pomoci generujici matide:
z=ilG (6)

2. Frijimané zabezpené kédové slove (1 x n) se bude rovnat vysilanému kédovému

slovuztehdy, jestlize:

Hp' =zOH" =0 (7)

Matice H je kontrolni matice (r x r). Definovana je pomoci generujici matice
systematickych kGdG=Ex R

H=R'E ®

Kontrolni matice se vyuzZivatip dekodovani zprav ke kontrole, zddi gpienosu

kédované informace nedoslo k ciyb

Pro objevovaniifpadré i opravu chyb se pouziva vekt®(1 x r) zvanysyndrom slova

(soubor piznaki) a je definovan jako:

s= pOH =  jestli s=0 bezchybny penos )
s#0 chyba v ffenosu

3.4.3 Hammingovy kody

Hammingovy kédy jsou linearni kody, které jsoucamy pro zabezgevani udaj
ukladanych do pa#ti positact, resp. pro fenosové kanaly s nezavislymi chybami. Tyto
bezpeénostni kody maji nejmensi moznou redundanci. Kddsbgtaven tak, aby syndrom

s, pokud neni nulovy, udaval svymi prvky polohu chgho mista v kédovém slév

Prvky vektorus jsou chapany jako zapissla ve dvojkové soustayv



UTB ve Zling, Fakulta technologickd, Institut ¥Fizeni proces a aplikované informatiky 20

2r71 2r72 20

s=[s $1 .. § (10)

Je proto vyhodné uspédat sloupce kontrolni matidd tak, aby vi-tém sloupci bylo

dvojkové vyjadenicislai. Protoze plati:
s=pH' =(z0 qOH = OH + @H =0+ @H= &H (11)

ma i jednondsobné chybvektor chyb - ¢ pouze jednu jeddku. Z toho vyplyva, Ze
syndroms bude roverfadku maticeH", ktery odpovida jediice v chybovém vektora a

bude udavat gadovécislo mista chybného znaku.

3.4.4 Cyklické kody

Cyklické kody pati k linearnim bezpaostnim kédm. Jejich specificka vlastnost, podle
které se také nazyvaji, spea v tom, Zecyklickou zarnou prvii v pouzitém kodovém
slow vznikd opt platné kodové slovoCyklicky kéd mizeme definovat pomoci
generujiciho polynomu @). Generujici polynom cyklickehm K kodu je polynom stugn

n-k=r, ktery musi dlit polynom &"-1).

Je-li kobdové slov; platnym kédovym slovem

Z,=(% 22 3. 2 (12)
pak pro cyklicky kad jsou platnym kédovym sloveikbdova slova

Z,=[z 2 z... 7, ¥ (13)

Je vyhodné aby byla matematicky kddova slova ckittib kodi reprezentovana pomoci

polynomi. Kédoveé slovo délky je pak vyjadené polynomemn(1)-ho stup:
Z(X) =z X+ 7, P ++ 2%+ 2%+ z2% oz (14)

Cyklicky posun prvk kédové slozky pak odpovida nasobeni polynomu prnoroux:

Z,(X) = xz( =2, R+ 2, X' +..+ 2%+ 2% 2% sz x (15)
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Pro modulax” plati:

X"k = xK (16)
z toho vyplyva:x™k - xX = (x”—l) x¥=0 = x"-1=0 = x"=1.

Timto zpisobem dostaneme nejvy3Si mocninu n&atek kdédoveho slova. Kddova slova

pak budou ve tvaru:

Z,(N) =z, X+ + g X+ 2 %+ 2%+ z2K .7
Z3(x): XEZZ(&

Z,(X) = x0z,( % (17)

3.4.5 Nelinearni kody - inverzni kody

Inversni kéd pat do blokovych, systematickych, nelinearnich kéfento kéd ma
Hammingovou kodovou vzdalenodt= 4. MiZe objevovat az trojndsobné chyby éze

opravovat jednoduché chyby.

Prvnim krokem postupuippouziti inverzniho kédu je, Ze vysilané nezabéepé
kodové slovo se zopakuje bezeény, je-li v iem sudy pdet nul. V gipac, Ze je v #m
pocet nul lichy, vySle se v druh&sti inverze nezabezfgného kdédoveho slova. Tak se
zabezpéené kodové slovo bude skladat z dwasti:informacni a zabezpéovaci Princip
je Zrejmi na penosu znak G, L, X zakdédovanych telegrafnim kédem, které ohee
zabezpéit inverznim koédem. Zfsob kodovani je podroBnzobrazen v tabulce (viz
.Tab.2).
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Tab.2. Tabulka inverzniho kédu

G L X

Vyslané kédové slo 01011 0101 01001 1011 10111 0100
Prijaté kdédové slovo 00011 0101 01C11 1011¢ 10111 0000C
Zaznamenane¢ 00011 1010 01011 1011 10111 1111
Rozbo 0001: 01011 10111

] 1010( 1011( 1111!
misto korekce 10111 11101 0100C

chyba chyba chyba

Dojde-li k chyl# v informaini ¢asti, pak p sowtu mod 2se shoduje jediny par prirk
(bitd) v mist chyby (u znak G a L). Nachazi-li se chybny prvek v zabeapeaci¢asti,

pak @i souwtu mod 2se par prvik v mist chyby neshoduje (u znaku X).
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4  PROBLEMY ZABEZPE CENi KOD U

4.1  Zpasoby zabezpé&eni a vyuziti kodi

Mnozina kodovych slozek je rozloZzena v signalnimsporu. Kazda slozka, kterou
si predstavime jako bod, m&gsré definované umisghi. V dasledku ruSivych vlivu se
sloZzka vysune do jiné polohy (8ma velikost posuvu zalezi na velikosti a fazi vé$io
signélu). B nahodném charakteru rusivého vlivu se poloha kédslozky neustale &ni a
piedstavuje celou soustavu liioklolem mista ufeného sotadnicemi signalu bez poruch.
Je-li rozloZeni ndhodnych poruch dano Gaussovotrilisi, bude velkych odchylek
daleko mén nez malych. V fipac vyskytu velkych odchylek je mozné, Ze se budou
prostory jednotlivych kbédovych sloZzek prolinat. d&jmé, Ze spravné vyhodnoceni

takového signalu je nejisté a jeednttem rozhodovani naffimaci stras.

Jiz zjednoduSenaig@dstava rozloZzeni mnoziny sighal prostoru napovida, ze
pravdépodobnost chybnéhorgneseni zpravy se zmensi vzdalenim jednotlivychbs{im
mnoZziny. Toho miZzeme doséhnout napvySenim vykonu ifgnaSeného signalu. Tato cesta
neni vSak prakticky vzdy pouzitelna tznych divoda (preslechy, ekonomie Eaeni,
zdroj signalu mimo nas vliv). Vyhodjsi je, dosahneme-li 28eni vzdalenosti 26Senim
kombinani kapacity signalovych symhbo}- tj. vyjadime-Ili signalové symboly d&akym
kodem a pak je vzdalime vioZzenim dalSich mist da&akodoveé slozky. Opani, kterd
provadime ke zvysSeni odolnosti kddovych slozekipiotim poruch, nazyvame soubérn
bezp&nostnim kédovanim (nebo téz kédovym zabéepém). Zabezpeni miZze spdivat

jednak v dodatmé upra¥ kodové slozky nesouci informaci, jednak v konstridddu.

Vime Ze s nadbytmosti vyjadenou zkrdcenim délky koédu AfL< L) roste
bezpé&nost Fenosu. Mjme @imy binarni kéd o délce L ="2 Pritadime-li ke kazdé
kédové sloZce vyznamovy prvek, pak jsme vyuZilbcedlélku kédu. Prom =4 je L £2
16. Jedna z kddovych slozek odpovidér.5. Fi pienosu nize dojit ke zréné tvaru
slozky pisobenim ruSivych vliv (impulsni hluky, peslech, atmosférické poruchy atd.)
nag.podleObr. 6,7 V prvnim giipac (Obr.6) se objevila misto nuly jed¥ka, ve druhém
piipact tomu bylo naopakObr.7). ProtoZe je vSem kombinaciniigzen &jaky vyznam
(informace) ma kazda z chybnprenesenych kodovych sloZzekektery z vyznan
pritazenych zvolenym Sifrovacim &im (i nesprawhpienesena ) kddové slozka se proto

vyhodnoti jako spravnd, bez moznosti kontroly spoéi.
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piip

Obr.5 Kodova slozka nezkreslena

1 (Iho 1

_ R TL

Obr.6 Kbédova slozka pod vlivem ruSeni

Obr.7 Kédova sloZzka pod vlivem ruSeni

Nejjednodussi moznosti zabezeri kodu je opakovani kazdé kodové slozky. MoZznost

pouZiti plati pro kod vyjaeny libovolnowiselnou soustavou.

4.2 Geometricky model kédu

Vzdaleni kodovych sloZzek zmenSuje pr&padobnost chybného vyhodnoceni.
Pojem vzdalenost vede ke geometrickému modelovadu K5] [9]. Takovy model je
velmi prosgsny pro odvozeni zabezfpgicich vlastnosti kédu. Umagje nazorné

odvozeni vzdalenosti kdédovych sloZzekipbiné pro detekcie chyb a korekcp chyb.

Hamming stanovil, Ze pro dvojkovy m-mistny kédtjeba m-rozrérné krychle,
pro zobrazeni jeho ™2 kddovych sloZzek. Nejvyhodsi je pedstava v trojrozgrném
prostoru, tedy f m = 3. Redpoklddame, Ze délka hrany krychle je rovna jedia&ova

krychle zobrazi trojmistny dvojkovy kéd o osmiznych kombinacich (viz Obr.8)
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a[110] T[111]

4[100]

AN

| 2010] i

0 [000] 01]

Obr.8 Zobrazeni kodu trojrozmmou krychli

KdyZz zvolime jeden (libovolny) z vrchiolkrychle jako vychozi, a opiSeme kouli se
sttedem ve zvoleném vrcholu a bude-li potonkoule respektovat vzdalenost d mezi

jednotlivymi kédovymi slozkami (umi&hymi na vrcholech krychle), pak kombinata?
d

uréuje paet vrchoti lezicich na opsané kouli. Vzdalenost mezi jedmatti kddovymi
sloZzkami ozn&ime d; m je pdet mist kodové slozky, tedy m = 3. Vrcholy vymezé&oali
jsou ekvidistantni (maji stejnou vzdalenost) vzhledke stedovému vrcholu. Pro m = 3

ptichazeji v Gvahu polosmy koule r = 1, r =2, r =V3.Pro

r=1 jed=1
r=V2 jed=2
r=V2 jed=3

(polomery zde gedstavuji hranu krychle,é&tovou Uhlopicku a €lesovou Uhloficku).
Na krychli jsou zobrazeny kédové slozky ve tvau= 000, G — 001, G- 010,

C,-011, G- 100, G- 101, G- 110, G — 111. RozloZeni dvojkovych koeficiénd; 1v
trojrozmerném prostoru bylo provedeno podle diagramu Obkde osa x odpovida
dvojkovémuiadu 2, osa y dvojkovémuadu 2 a osa z dvojkovémiadu Z. RozloZeni

dvojkovychiadi je zangnitelné.

Trojrozmirna krychle poskytovala kod o délce L £28. Geometrické pragtdky
zobrazeni jsou vyhodné, prdehmlednost, kterou poskytuji zejmén# gplikaci tiznych

kodovacich ki, pii analyze vlastnosti navrzeného kddu apod.
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o, 20
Obr.9 Diagram rozloZeni dvojkovych

fadi na geometrickém modelu kodu

4.3  Vzdalenost kédovych slozek

Pri blizSim pozorovani kodové krychle a rozloZzenizsk kddu na jejich vrcholech
zZjistime Ze, vzdalenost d mezi &va sousednimi vrcholy je rovna jedné&ii&dime
vyznamy kédovym slozkam tak, Ze se vSechny stawositeli informace - dostaneme kod
0 maximéalni délce L =2= 8 (nezkraceny). Jestlize rfaplozka 010 se vlivem rudeni
(posune o d = 1) zéni na 011, dostaneme d&pslozku kédu a nesouci informaci. Je
nemozné vyhodnotitifjatou zpravu jako chybnoti spravnou. Kéd neumanje registraci

chyby. Vzdalenost slozek;0C, symbolicky znaime: d(G; C;) = 1

Sledujeme, jaky vliv na zabezfani vlastnosti kodu bude mit&geni vzdalenosti
na hodnoty d > 1 (d jsou vzZdy cel& kladfigla). Necldi d = 2. Potom zahrne koéd pouze ty
slozky, které vymezuje koule o polém r = 2. Je-li stedem nap vrchol s kédovou
slozkou G = 100 pak dalSimi slozkami kédu jsou; € 001; G = 010; G = 111.
Zbyvajicim ¢tyfem trojmistnym kombinacim nenfifazen Zadny vyznam. Délka kodu je
L,<L; L, = 4. Z geometrického modelu kédu jeemme, Ze pouzité dvojkové kombinace
jsou vzéjemn vzdaleny o délku dvou hran, tedy vzdalenost kédbvyslozek je
d(Cy;, C)) =2

Dojde-li k chyl# na jednontadovém mist, kodova sloZzka Cse zméni na jednu ze
téi sousednich dvojkovych posloupnosti, kterym nefifapen zZadny vyznam a které
nejsou sotasti uvedeného kédu (Obr.10a). To umgé zjistit chybu v fijaté kédové
sloZce. ProtoZe vSak Ize k téZze nevyuzité dvojmsloupnosti dosih z miznych vrchoh

krychle (z fiznych pouZzitych kombinaci), idleme pouze zjistit, zda chyba nastaiae.
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Takto chybu pouze detekujeme.Vzdalenost d = 2 wnjeztady pouze zjighi chyby,

nedovoluje vSak it spravny tvar vyslané kddové slozky.

S

| _e3[M1]

e

A[100]

1[001]

Obr.10a Obr.10b
Obr.10 Posun kodové slozky

ZvétSenim vzdalenosti kédovych sloZzek na 4(C,) = 3 dosgjeme k takovému zkraceni
kodu, Ze . = 2 a informaci nesou ty vrcholové kombinace, chiijedna je gédem
opsané koule a druha jako jedind na jejim povrchiupploméru (daném dlesovou
Ghloprickou) r =V3. Je-li stedem napCs = 100, pak dal3i slozkou kodu je€011.

Vznik chyby v kddové sloZce si &ppredstavime jako posun po jednotkoveé Kran
krychle.Vychyli—li se kddova slozka o vzdalenost d (posun na jeden z# sousednich
vrcholi; zména na jedinénitadovém misf) dostaneme novou posloupnost jeéeki a nul,
ktera neni sotésti kodu a je vzdalena o d = 2 od druhé sloZkyukddhto rozdilna
vzdalenost od slozky vychozi a od dalSi slozky Zgsk) kodu dava moznost deni

spravného tvaru chybrprenesené kddoveé slozkyipad je graficky zndzo#m na Obr.10b

Z uvedenych Gvah vyplyva, Zze kod se vzdalenosti A mema zabezpsjici
vlastnosti. Vzdalenost d = 2 umiafe zjiS€ni (detekci ) chyby. Vzdalenost d = 3
umoziuje opravu (korekci) chyby. Ozdiane-li patet chyb, které chceme zjistit

(detekovaty, a p@et chyb, které chceme opravit (korigovgtplati:
a)d>a+1 zjistimen chyb v jedné kddoveé slozce
b)d>2p+1 opravime chyb v jedné kédové slozce

c)d>a+p+1 zjistimeo. chyb a opravim@ chyb ( musi platif <a )



UTB ve Zling, Fakulta technologickd, Institut ¥Fizeni proces a aplikované informatiky 28

Mezi schopnosti kédu detekovati korigovat chyby a mezi nejmensi dovolenou
vzdalenosti sousednich kddovych sloZzek plati pewatéhy. Z toho také plyneétsi

zabezpeéovaci schopnost kddu se slozkamigtsim p@tu mist.(Tab.3)

Tab.3 Vlastnosti kédu siznymi vzdalenostmi d

d vlastnost kédu

2 detekuje 1 chybu

3 koriguje 1 chybu

nebo detekuje 2 chyby

4 koriguje 1 chybu a detekuje 2 chyby

nebo detekuje 3 chyby

5 koriguje 2 chyby
nebo koriguje 1 chybu a detekuje 2 chyby

nebo detekuje 4 chyby

6 koriguje 2 chyby a detekuje 1 chybu
nebo koriguje 1 chybu a detekuje 4 chyby

nebo detekuje 5 chyb

Vzdalenost kddovych slozek je velmildzitym kritériem zabezgeajicich vlastnosti kédu.
Tato vzdalenost seskdy také oznéuje jako Hammingova vzdalenost. Je definovana jako

pocet mist na nichz se gkodoveé slozky vzajen#lisi.

Obecnr je vzdalenost dvou kédovych sloZzek definovana jgkma soétt (mod 2)

koeficienti na odpovidajicickadovych mistech dvou kodovych sloZzek.Tedy
m-1
d(C;;C,) = (& +a,)(mod2) (18)
i'j=0

VSechny koddové sloZkyipozert nemusi mit vzdjemnou vzdalenost konstantni. Véestin

kodu podle pedchozich fedpoklad charakterizuje nejmensi vzdalenost id(Q)min.
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4.4  Hammingova vaha kodové slozky

Je definovana jako soéet nenulovych mist dvojkové posloupnostiifed kbdovou slozku.

m-1

Sa =w (19)

ProtoZze vzdalenost dvou sousednich kddovych sl@evna pdtu mist v nichZz se ab
liSi a na &chto mistech dostaneméi géitani (mod 2) vzdy jedtiku, odpovida hodnota

vzdalenosti dana sotem jednéek Hammingow vaze w.

4.5 Sitani (mod 2)
S touto operaci se setkdvame u velisti gremen dvojkovych kod.
Souity (mod 2) niizeme psat

(O0+0)mod2=000=0
O+Y)mod2=001=1
L+0)mod2=100=1
@+Dmod2=101=0

Souet (mod 2) zn&ime symbolicky znaménkem a jeho pravidla sestavujeme do Tab.4

Tab.4.Tabulka operace s@i (mod 2)

O 0 1
0 0 1
1 1 0

Patet operace s@et (mod 2) odvozené z operace platnych pro konwniagjrupu o dvou
elementech odpovida logické operaci negace ekaitlist nebo téz antivalence. Na'quti

sitandi (mod 2) nezalezi.

Plati pro ni jak komutativni zdkon

001=100=1 (20)
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tak asociativni zakon

00@00)=001+0=1 (21)

4.6 Distribuce chybovych mist v kddoveé slozce

Je vyslana kdédova slozka ve tvary € 0110. Na sloZku isobi Ehem genosu
ruSivé vlivy, které mzeme vyznéit také jako dvojkovou posloupnost, fa, = 0011,
kterou oznaime jako chybovou slozku. Jedky v chybové sloZce oziaji mista na nichz
doSlo k chy®, nuly sprav prenesena mista. Naijimaci strag obdrzime vyslednou

kédovou slozku ¢ jako sodet (mod 2) slozek = G .Tedy

C, =C, UC, =01100 0011=0101 (22)

Takeé plati

d(Civ ; Cip) = W(Civ D Cir ) (23)

Ve sloZce G byla ruSenim zasazemi@adova mista@a;. Tedy d¥ mista. Lze vSak
ruSit kterakoli d¢ mista v kddové sloZce, také v3ak kterékoli jedristona kterakoliif
mista atd. Rtom pravdpodobnost zny 0 na 1 mze byt jina, nez prawgpodobnost

zmeny 1 na 0.

Obecr, je-li kddova slozka m-mistna a z toho je s mesazeno ruSenim (tedy
chybnych), dostanen‘(é:j raznych s mist chybnych. Pro 1, 2, 3 atd. chybnyotiss musi

platit

5=

(24)
moznosti nulové aZz m-nasobné chyby.

Pfitom pravépodobnost chyby na ¢&itych s mistech je vyjddna jako sotin
pravcEpodobnosti vzniku chyby a praggbdobnosti, Ze chyba na ostatnich mistech
nevznikne. Pro vyskyt chyby plati praygbdobnost p a pra¥dodobnost (1- p) pro
ostatni mista slozky. Pak praymdobnost, Ze na s mistech kdédové sloZzky se vyskytn

chyba, a na (m — s) mistech nikoli, bude
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Pn=p (1-pJ™ (25)
Protoze vSak libovolnych s z m mist a libovolnyah € s) z m mist fi¢ze byt vyjadeno,

plati pro pravépodobnost R vyskytu s nasobné chyby v libovolné posloupnosti

S

P, = (mJPS (1-p)"

(26)
coz odpovida binomickému roddni (Bernoulli).

Z pravdpodobnosti B,

Py =P°(L-p)"" 27)

mazeme odvodit dlezity poznatek pro vyskyt chybovych slozek.Qdnge-li
pravdpodobnost vzniku chyby na jednom miistddové slozky R i1, pravdpodobnost
vzniku chyby na dvou mistechy? a analogicky prawpodobnost vzniku chyby na n-tém

misg€ Pch, pak plati podlefedchozich prawbodobnosti nerovnost.

Pck Pch 2> ........ > Pchn (28)
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5 CHYBY

5.1 Ochrana zpravy gred vlivem chyb

Kodové zabezpeni (nazyvané podlecéalu pouziti také kanalové kodovani) je
vyjadreni zpravy, které obsahuje redundanci zalam snizeni pra¥gpodobnosti chyby
pii pfenosu zpravy kanalem.Zprava, ktera obsahuje chybie nbyt chragna dv¥ma
zpasoby.

- Chyba ve zpravje rozpoznana (detekovana) a zprava musi igrigsena znovu

bez chyby.

- Chyba ve zpravje rozpoznéna, klasifikovana a opravena (korigayaprava
nemusi tedy byt znovurgnéasena.

Podle tohoto roz#leni jsou Upravy zpravy, které maiji chranit infotimiaobsah, nazyvany
detekni kodovani a koreki kodovani Je Zejme, Ze naroky se budou u obouispi
kodovani zprav liSit. Bezgeostni kod, ma-li byt &inny, musi mit dobry inforniai
poner a kédova slova musi mit dostate velkou kdédovou vzdalenostriFhledani kédu
méame tedy stanoveny vlastnosti kddovani, ale nempiadepsan zisob, jak tento
,idealni kod" mame nalézt. Dobry inforgra poner kodu bude snaze dosazitelny, budou-
li slova kédu co nejdelSi. Z tohotaivbdu bude jist vyhodou, jestlize kddovani bude

popsano jako algoritmus vy@o a ne jako vyhledavani kddovych slov v tabulce.

Vyhodou vlastnosti kddovani, které je popsano jakoritmus, jist bude linearita
matematického vztahutisplneni pozadavi linearity, bude mozné popsaidu vlastnosti,
které jsou platné pro obecné&Seni linearnich algebraickych rovnic. Pro soustavy
linearnich rovnic budou platit pravidla pro operasematicemi nebo pro operace

s mnohd@leny. Toho je mozné vyuZitiphledani efektivnihdeSeni kddovych soustav.

5.2 Detekce chyb

5.2.1 Linearni binarni blokové kody

Binarni blokovy kod je linearni, jestlize vysledkesouwtu dvou kddovych slov je
opt kddoveé slovo. Pro vyt¥éni (Einnych zmisobi kddovani se néaseji pouziva Uprava
zpravy vyjadené v binarni poda@b Predpis pro Upravu zprav je vhodné navrhovat jako

linearni zavislost. Bude se vzdy jednat o vztahinm@@rmanimi (zdrojovymi) slovy a
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kodovymi slovy. Tento vztah je vyhodné vytitgako jednoznany predpis pro vypoet
kodoveho slova ze slova infortirdho a jednozrany vypaiet pivodniho informéniho

obsahu z kédového slova.
Praktické zjednoduSeni synchronizace slov zpragkytaje tzv.blokové kodovani.

P pouziti systematického binarniho blokového kédurjozné rozliSit v kédovém slév
cast, kterd je fvodnim inform&nim slovem (informéni bity) a cést, kterd byla
kédovanim pidana (zabez@®vaci nebo také kontrolni bity). Apob vytvédeni slov je
mozné zobrazit nasledo¥ninformaini slovo o délcek bita uup........ W je kddovanim

zpracovavano na kédove slovo o déldaitt uu,.. ... WUks1Uks2. .- - ... Un.

Vyhodou binarnich lineéarnich kade to, Ze pedpis pro kédovani e byt vzdy
popsan jako soustava rovnic, ve kterych jsou pguditerace &tani nasobeni binarnich

¢isel. Pravidla platna pro binarislice vyjadené znaky 0 al jsou vyjéeha v tabulkéch:

Tab.5.Pro &tani

O 0 1
0 0 1
1 1 0

Tab.6.Pro nasobeni

O 0 1
0 0 0
1 0 1

Tabulka pro nasobeni binarni¢iisel odpovida obvyklym zvyklostem, ale tabulka pro

stitani definuje vysledek 1 + 1 = 0.

5.2.2 Generujici matice kodu

Maticovy popis kodovacihofpdpisu binarniho linearniho kddu nelinearni souwstav

rovnic s binarnimi koeficienty a aritmetikollasto pouzivanym linearnim binarnim kédem
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je tzv.kontrola parity, ktery je spra&jn nazyvan kod celkové parity. Sgioa v tom, Ze
k binarnimu slovu 1u,...... Ux pripojime pouze znakyih, ktery je vyjaden rovnici pro

kédovani
wWd=U, 0 U O,....... , O Uk (29)

ProtoZe se jedna o linearni binarni kédovanizeme pouzit vyjaégni pomoci
maticového popisu. Jeho vyhody nebudéejmmé ihned. Na tomto jednoduchédfiktadu
kodovani kédem celkové parity seibe pouziti maticového popisu jevit jako zhyié

komplikace.

Ozna&ime nejdive zneny, které je nutné rozliSovat, je-li poslano koédalévo
Uils....UUk+1 komunika&nim kanalem.Rjaté slovo ozn&ime wvs...... ViVi+1.Prijaté slovo
které bylo poskozené chybou, budemg...... wWiWi+1. Nyni mizeme definovat chybové

slovo pomoci relace

WiWao....... WiWk+1 = ViVo...... ViVk+1 + @éo...... €Ex+1, (30)

pifitom pro obecné vyjaéni libovolného znaku chybového slova budeatipl
e=1(v#w ), =0 (v=w ). Budeme se zabyvatipadem, kdy vybrana kodova slova
obsahuji v informénich bitech pouze jednu jedku a ostatni bity jsou nulové. (Z

koédovych slov je mozné vypiat dalSi slova kodu).

Definujemegenerujici matic[G] kédu. Tato matice je t¥ena kddovymi slovy tzv.
baze kédujsou lineard nezavisla). Chceme-li nalézt kodova slova lindarbinarnino
kodu, stéi, kdyZ nalezneme bazi kddu. Baze kbédu jerewma slovy, kterd jsou linearn
nezavisla. Ostatni slova linearniho kédu mohou Zigkana &tanim libovolnych dvou
slov baze kédu. Matice G typu (k, n) je generujiettici linearniho kédu, jestlize:

a) kazdy jejiradek je kddovym slovem,
b) kazdé kédoveé slovo je linearni kombingaudki,

c) tradky jsou linear&nezavislé.
Pro paritni systematicky kod ma generujici matvee:t

0 0100O0O0Z12 (31)
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Neni to jedina baze kodu. Baze kédu jerév@ vSemi kombinacemi koédovych
slov, kterd jsou lineagnnezavisla. (Dokonce mohou byttsna d¢ stejna kdédova slova;
to ovSem znamena, Ze vysledkem je nulové kdédowosla tohoto pravidla plyne, Ze
nuloveé slovo vZzdy pétdo linearniho kodu; ze stejnéhavddu vSak neriize byt obsazeno

VvV generujici matici.)

Vybrana kédova slova mohou t#ojednotkovou matici. Zabezpevaci bitova
slova vytvd&ime podle algoritmu daného kédovaniié&bme-li takto vytvéend kédova
slova doradki a uzaveme je do matice, ziskali jsme tzgenerujici matici systematického
kodu:

G = [E|B]. (32)

Generujici matice ma vyznam pro wyiteai kodu v tom, Ze sdinem informa&niho slova s
generujici matici ziskdme kdédové slovo. Tomuto ygustseiika zakédovani, aléastji
kodovani. Kédovanim je tedy mysleredpis (algoritmus) profpménu informanich slov

na slova kodova, ale také operace prémadpodle tohoto algoritmu.

5.2.3 Kontrolni matice

Opany postup nazyvanglekdédovanse provadi poifjeti slova z komunikéniho
kanalu pomoci tzvkontrolni matice kterd4 gedstavuje homogenni soustavu lineérnich
rovnic. Jestlize kodové slovaws...... ViVis1 (respektive wo...... VkVn, Neba kod celkové
parity obsahuje pouze jeden kontrolni bit¥ijrpeme neposSkozené, jedna se o spravné

feSeni linearni soustavy rovnic; jeji koeficientgiivorvky kontrolni matice.

V tom pipact plati:

.1 Tol
v,| |o
HO . |=| . (33)

Vztah mezi generujici matici a kontrolni maticpfgsan pomoci matice B.
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Kontrolni matice H je definovana vztahem:

H=[-B' |E] (34)

kde E’ je jednotkova matice.

5.2.4 Kontrolni matice celkové parity

Provedeme-li vypget kontrolni matice pro kod celkové parity, ziskéstmipcové
matice B transponovaniiddkovou matici —B. Zaporné znaménko u vSech pivatice

miazeme s ohledem na shodny vysled&kasi nebo od#tani zanedbat.

M [111..11] (35)

Posledni jedrka, kterd je k matici —B pripojena, je jednotkovou matici roznu 1.
Sowinem této matice H se sloupcovym vektorem, ktemyikizz vektoru gijatého slova

ViVao......\kVy, ZiskAvame homogenni soustavu rovnic.

Tato soustava je t¥ena jedinou rovnici, kterd je totozna s defiiin vztahem
kodu celkové parity, ktery je tentokrat vyjédy pro slovo fenesené komunikaim

kanalem a pjaté.

Vg =V, v, 0O, vy (36)

Z posledni rovnice jefejmé, Ze nejmensi vzdalenost mezi kddovymi slovgtuk6
celkové parity je vzdy d = 2. Znou hodnoty v libovolném inforndaim bitu se zréni
také hodnota kontrolniho bitu. Odvozeni generugickontrolni matice je zakladnim
postupem, ktery bude uptaivan i u dalSich linearnich binarnich kéddro dekdédovani je
pro kdéd celkové parity pouzit implicitni vztahy v, +,...... ,+\W + v, = 0. Bude-li rovnice
homogenni, budeipaté kodové slovo bez chyb. Bude-li prava stramanice nenulova,

signalizuje to, ze &hem Fenosu doslo k chyb



UTB ve Zling, Fakulta technologickd, Institut ¥izeni proces a aplikované informatiky 37

5.3 Oprava jedné chyby

5.3.1 Hammingovy kody

Hammindiv kod je dilezitym linearnim binarnim kédem se schopnosti wpra
chyb. Jeho vlastnosti jsou dany kédovou vzdalendgti = 3. (Vznikaji tedy vybrem
jedné osminy slov zirozeného binarniho kédu). Kéd s minimalni vzdakn8 detekuje
az dvojnasobnou chybu nebo opravuje jednonasobhgbuc Hammingovy kédy se
snadno dekdduji a jsou perfektni, tj. maji nejmengslitelnou redundanci. Jestlizegad
kontrolnich bifi m roste po jedné, je celkova délka Hammingovychikdd 2" — 1, takze
dostavame binarni (3,2) — kod, (7,4) — kod, (15;1kpd, atd.

Tab.7 Konfigurace Hammingovych kid

Informasni porér roste rychle k 1,nd&pPro kod délky 2— 1 = 63 je informéni porer

- 08 (37)

Sloupce kontrolni matice jsou danyédva podminkami:sloupce musi byt nenulové (tim je
zaruwena detekce chyby) a nenulovy musi bytésbulvou sloupg (coz zarduje detekci

dvojnésobné chyby).

Sloupce kontrolni matice musi byt nenulovézné a Zadny sloupec se neopakuje.

Na pikladu (7,4)- kodu je mozné ukazat usgaani kontrolni matice.

0001111
H=/0 1 10011 (38)
1010101

Abychom nasli generujici maticifgmistime sloupce 1 <=>7,2 <=>6 a 4 <=> 5. Zigkdm

matici H'; ktera je matici ekvivalentniho Hammingokodu
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1101100

H=/1110010 (39)
1011001

Relace H' = [-I§|E‘] je mozné vypoitat generujici matici G*' = [E|B]:

1 000111

Go[0 100110 (40)
0010011
0001101

a zgtnym p'ehazenim slougicziskdme generujici maticipodniho Hammingova kédu

(41)

P P O R
= SIS SR
o r OO
P O R
, O O O
O o r O
o o o,

Kodova slova generovana matici G ziskame jako masidky matice a jejich linearni
kombinace. Celkem se jedna o Sestnact slov. Madkd slova binarniho linearniho kédu
a tedy i kddu Hammingova ganulové kédoveé slovo. DalSi, nenulova slova, zisggako

Ucelové sodty radkii generujici matice.

Tab.8 Souty fadki generujici matice

Kitané kodové slovg  s¢itané kodové slovo
radky fadky

nag.: 1,1 0000000 1,2 1000011
1,2, 4 0001111 4 1001100
2,3,4 0010110 1,3,4 1010101
1,3 0011001 2,3 1011010
1,4 0100101 2,4 1100110

2 0101010 1 1101001
1,2,3 011011 3 1110000
3,4 0111100 1,2,3,4 1111117
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5.3.2 Algoritmické vytvareni kédovych slov

Pro praktické zapojeni je vyhodné vyftat zabezp#vaci bity kédoveého slova na
zaklad toho, Ze se jedna o blokovy kéd. Jednotlivé zabemmci bity jsou vyjateny

relacemi, které iveme ziskat z homogenni soustavy vigée matici H.

(42)

= O O
O+ O
P P O
o O B
P O K
O R K
N

=

<

ey
1]
o

Nasobenim matice a transponovaného vektoru kédow@bea a postupnou
eliminaci rovnic nizeme ziskat vyja@ni pro vSechny inforntai bity: v, =v, Ov, Ov, ,

ve=v,0v,0v, akong€néiv,=v,0v,0v,.

Pomoci &chto rovnic pak je mozné i &kit, zda kédové slovo pit do
Hammingova (7,4)-kodu. Tato vlastnost je popsanavigu matice H na tzv.kanonicky

tvar. Postupné Upravy matice H jsou nazamgy ve schématu.

Vysledkem je matice ve tvaru:

00011110 01111001 0111100
060110011 1t-{0110011 -/01 100110~
1010101 10101010 11010011
0111100

-1 011010

1101001

Zabezpéovaci bity pak ziskdme za zdrojovych jako vektor:

[v5v6v7] = [v1v2v3v 4] (43)

e =)
N =
= T = =

Pouzitim tohoto postupu imeme vypéitat kédova slova Hammingova(7,4) — kodu.
Prakticky pouzivanym Hammingovym koédem je ré&&n(15,11) — kod. Jeho kontrolni

matice je vytvéena podle stejnych pravidel.
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(44)

» O O o
o O O
N =)
O o pr o
m O Bk, O
O R L O
N = )
O o o R
O O R
o O R
N e R =
o O R Rk
= T = =
O R R R,
L

S kontrolni matici Hammingova (15,11) — kédiizeme provagt stejné manipulace jako

ty, které jsou uvedeny vySe.

5.3.3 Opravovani kodovych slov

Postup, ktery umaitje opravovat chyby, je zaloZzen na tom, Ze p¥podobnost
jedné chyby je mnohem vySsSi, nez prgpatobnost vice chyb v jednom kédovém slov
Jedna chyba #Zgobi, Ze chybné slovo bude mit od kddového slowklenost 1. Ztrata
informace jednoho bitu v kédovém stoge da opravit. Chybné slovoigmbi, Ze satin
kontrolni matice aifjatého slova je nenulovy. Nazyva se syndrobedpokladejme, Zeip

prenosu doslo k jednonasobné chhyijali jsme slovo[0111019.

v,
V2
0001111y S,
- (45)
01100 1 1dv,|=s
101010 1]|v S,
V6
V7]

Vynasobenim fijatého slova s kontrolni matici dostaneme na prakea® rovnice
vektor syndromu. Syndrom musi byt roven sloupcitkani matice, jehoZ padi v matici
je rovné poadi nenulového bitu vipatém slo¥. Porovnanim syndromu se sloupci

kontrolni matice vidime, Ze syndrom je shodnyisérm sloupcem.

.
1
00011 11]]|1] [0
01100 11/01]=1 (46)
1010101 |ol|1
1
_0_
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K chyke tedy doSlo naietim misé. Zmeénou znaku na tomto mésbpravime fjaté slovo
na spravné koédové slovo[o 1 0 1 0 1 0. Kdyby bylo pijaté slovo
[0 111 0 0 0], znamena to, Ze doslo ke dvojnasobné &hglyndrom pro kontrolni
matici by byl I 0 0]. Syndrom je nenulovy; dekddovani sprévdetekuje chybu.

Kdybychom ov3em nyni c#t detekovanou chybu opravit, opravime na Spatnodnbtu

kodového slova. Kod neni schopen opravovat dvopmésa vicenasobné chyby.
5.4  Oprava vice chyb

54.1 Reedovy-Mullerovy kody

Reedovy-Mullerovy kody jsou linearni kddy definoganad GF(2) viz. ifloha,
které mohou byt dekédovany jednoduchou technikahadovani. Z&chto divodi jsou
Reedovy-Mullerovy kédy dlezité i pesto, Ze &kdy nesphuji nejmensi kodovou
vzdalenost pro kazdé celé m a pro kazdé celé r im@&E m je Redt/-Mullerav kéd
blokovym kédem o délce™a nejmensi kodové vzdalenostid= 2™ . Reediv-Mulleriv
kod je definovan pomoci konstrukce generujici neglitionstrukce generujici matice tohoto
nesystematického kédu je zarévedvodem pro postup dekddovani. Zakladem definice

generujici matice je soun vektorti a a b. Tento s@in je definovan pro vektory:

ta=(‘ay, a,,.......a, ) (47)
a
‘a= (zao,zai, ...... ,Zan_l) (48)
jako
‘alfa = (laO fa,,'a,Ba,,..... }an_lﬁan_l) (49)

Generujici matice Reedova-Mullerova kédidu r vytvdi kod délky 2' a je definovana

jako matice, ktera vznikla z r+1 dith submatic:

G=| .. (50)
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kde G je vektor délky n =2, ktery obsahuje jako své prvky pouze jéttgiG; je matice

m * 2" | kterd obsahuje vSechny binarni m-tice ve slolipgiouze jednou. Obecna
submatice @ je zkonstruovana zGtak, Ze jsou ddadku zapisovany vSechny moznée
sowiny raiznychtradki submatice @ Index submaticeifiom vyjaduje fad sodinu. Do
sloupce, ktery je nejvice vlevaipm davame nuly, sloupec nejvice vpravo pak obgahu
jednicky.

ProtozZe je mozné pouzit

i

zpasohi, jak vytvadit sowin | fadki, ma matice @rozmer

b

tadki a 2" sloupd.Pro libovolny Reeiiv-Mullertav kéd plati:

k:1+(TJ + +(Tj (53)
n—k=1+(TJ+....+(m_T_J (54)

Predchazejici podminky &wji, Ze radky generujici matice iGobsahuje pouze
fadky linearg nezavislé.Read/-Mullerav kéd nultéhofadu je (n, 1)-kéd. Jedna se o

jednoduchy opakovaci kod. Jeho dekdédovani se pr@ardoci majoritniho rozhodovani.
Prikladem navrhu rize byt postup pro nasledujici parametry m = 4 8r =
Cislo n = 2" = 16. Délka kdédovych slov tedy bude 16abiGenerovani r =1 difich

submatic G, G, G;, a G je nasledujici:

Go=l111111111111111 (55)
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0000000011111111]%%
2
6=[00002111100001111% (56)
0011001100110011|%
0101010101010101]“

Réadky submatice Gobsahuji satiny viech vektar submatice @praw jednou, protoze

G; mactyii fadky, G ma

ﬁ — 6 tadki: (57)
2
0 0000OO0OO0OO0O0OOOT1111 1]l 2
0 00O0O0OO0O0O0ODO0OO0ODO0O110011'a0 %a
GZOOOOOOOOOlOlOlOllaD“a (58)
/0000001100000 0 1 1|%0°%
00000101 000O0O0101 %0%
0 0010001000100 0 1 %0
Submatice Gméa
4 s
(3} _ 4 tadky (59)
000O0OOOOOOOOOOT11'ad a0 ®a
1 2 4
G20000000000000101aDaDa (60)
/0 00000O0O0O0OOT1O0O0O0 1|'ad a0l “a
0 00O0DO0OOO100O0O0O0O0O 1 %0 %0 *a
Vysledna matice G vznikne spojenim submatic dautvar
0
G=| * (61)

0000

3

Tato matice G je generujici matici (16, 15)- kddual I6F(2) je matici kodu celkové parity
s patnacti informénimi bity a jednim zabezpevacim (kontrolnim) paritnim bitem. O tom

se nmizeme peswdcit vypoctem:

k=1+ 4 + 4 + 4 :1+i"+£3+f:1+4+6+4:15 (62)
2 3 1 20 1
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Vypocet nejmensi kédové vzdalenosti je dan vztahgm=d2** = 2. Risnsj$im vybsrem
kédovych slov mZe byt zkonstruovan kéd s nejmensi kédovou vzdaker, = 22 =
4 Cislo r, které pedstavuje stugebooleovského mnolienu, tedy musi byt mensi, nez

v piedchozim gikladu. Generujici matice G bude mit v toffppck tvar:

0

G
G=|G, (63)
G

2

Patet informanich biti bude:

4) (4
k=1+] 7|+ F]z14 2428200 406211 (64)
1) (2 1 20

Je to tedy matice (16, 11)-kédu, coz je rtithy Hammingiv kod. Ri délce kédového
slova Sestnact litby bylo mozné zkonstruovat j€SReediv-Mulleriv kod s nejmensi
kédovou vzdalenostigh = 2** = 8. Kédové slovo obsahuje maximélpst informasnich
bita:

k:1+(4J:1+ﬂ:1+4:5 (65)
1 1
a tvar generujici matice je:
G
G=| ° 66
< e

Jednd se o nesystematicky reéirginy BCH kod proto mohou byt informiai bity na
raznych mistech kdédoveho slova. N&gi dosazitelna kodova vzdalenost Reedova-
Mullerova kédu délky 16 hitje dnn = 2*° = 16, ktery niZe provést opravu kédového
slova je& pri vyskytu sedmi chyb. Ma vSak pouze jeden infafméabit. Je zejmé, Ze se

jednéa o opakovaci kod.

5.4.2 Algoritmus dekdédovani Reedovych-Mullerovych &da

Reedv algoritmus je navrZzen specidlpro Reedovy-Mullerovy kédy. Reéd
algoritmus je neobvykly ve srovnani &3$inou algoritnd pro WtSinu kodi, ve kterych je
informace opravovanaiimo z gijatého slova a nenifpmo vypaitavana chyba. Nejsou

pouzivany prornné, které jsou mezivysledkem.
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Predpokladame, Ze ma byt dekdédovan Reedulleriv koéd (r-1)-téhofadu, ktery

obsahuje

(% m D - 1) (67)

chyb. Zkonstruujeme dekodér pro R-M kéd r-téadu s opravou

1
T -1 68
(2 j (68)
chyb a zjednoduSime jej naeplchazejici fipad. Protoze jiz vime, Ze R-M kod nultého
fadu nizeme dekddovat podle majoritniho principu, vytawe dekdédovaci algoritmus
indukci.

Je obvyklé rozélit informacni vektor na r+1 segmanzapsanych jako

jeden blok matice G. Zakédovaniize byt popsano jako séin matice a vektoru:

GO
V=[lg e, ] Gf =i G (69)

G

r

Informani posloupnost je roZtena do takovyckasti. Kazd&ast odpovida jednomu z r

blok generujici matice a je ndsobena tatdtsti v ptibéhu procesu zakédovani.

5.4.3 Oprava chyb Reedovych-Mullerovych kod

Jsme-li schopni nalézt rozmigf informanich biti v r-té ¢asti, jsme to takeé
schopni rozliSit u pjatého slova a odést jeho pispivek. Tim se zmenSuje problém
dekodovani na mensi R-M kod (r-tddu. Proces dekddovaniuze postupovat podle

majoritniho rozhodovani az k rozliSeni jednotlivyaiti v r-té casti.
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Prijaté slovo je:

G
V=[ig . Ll+e (70)

. G
V' =V -1.G =[ly ) |0t [re (71)

coz je kdédové slovo Reedova-Mullerova kédu (r#49lu s chybou. Nefilve uvazujeme
dekdédovani informéniho bitu .1, ktery je nasoben poslednitdadkem matice G Je
dekodovan p nastaveni kontrolniho sotw 2™ vypaitaného z 2 prijatych biti; kazdy
takovy sodet zahrnuje 2prijatého slova a kazdy bit je pouZit pouze v jedriamtrolnim

souwtu. Nevyskytne-li se chyba, je kontrolni getiroven bitu,ii. Je-li vS8ak fitomno

g 2" —1) (72)

chyb, wtSina kontrolnich saiti bude nadale rovna.i. Prvni kontrolni sotet je sodet

modulo-2 z prvnich "iti prijatého slova;druhy je séat modulo-2 z druhych’bitt a tak

dale. Existuje-li 2™ takovych kontrolnich satii a za ;bedpokladu(% m" —1) chyb bude

vétSina kontrolnich saiit rovna i.;. Pro Reedv-Mullerav kéd, tedy poitame rovnice:

i@ =
o =Vo TVy TV, TV,

s (2

o) =V, Vg + Vg +V, (73)

(3 —
I10 _V8 +V9 +V10 +Vll

i@ —
lig = Vi T Vig ¥V, +Vig

Objevi-li se pouze jedna chyba, jednaichto rovnic bude chybn&itsina rovnic vSak
bude davat spravny vysledek bity. Vyskytnou-li se d¥ chyby, vysledek nebude mozné

rozhodnout na zakl&d/&tSiny a to znamena, zZe kéd detekuje diyby.

Stejnym zfisobem, jakym je kazdy inforriai bit nasobefiadkem v G maze byt i

dekddovan. Je to mozné proto, Ze katatjek G mé rovnocennou Ulohu; Zadigdek neni
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preferovan co dotdezitosti. Permutaci sloupos kazdénradku mize byt dosazeno padi
symbohl, jaké ma posledniadek. Tedy k libovolnému kédovému zabespd mize byt
pouzito. Kazdy bit mize byt dekdédovan pomoci az™2linearnich kontrolnich satii

vytvorenych z 2' prijatych biti pomoci majoritniho rozhodovani.

Potom co jsou @eny bity, informace jsou odeeny od gijatého slova. Tento
vysledek je kédovym slovem R-M kédu (r-iddu. Tim je uko#ena oprava chyb ve

Zpraw.
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ZAVER
Hlavnim cilem této bakaigké prace bylo shrnout poznatky o kédovani,

zabezpeéovani kéd a o opravach chyb vzniklychigienosu.

Vzhledem k rozsahlosti tématu jsem proved| pouzecsé dleni kodi a proto
doporwuji, pri hlubSim zajmu o vyti@ni fiznych druli kodi, dale se zaobirat danou
problematikou hlougji. Kédy jsem rozdlil na rovnon&rné, nerovnorrné, efektivni a
praci jsem se spiSe zafih na problémy zabezgeni kédi a vzniku chyb. Byly probrany
pojmy jako geometricky model kodu, vzdalenost kaaiwvslozek, ochrana zpravyea
vlivem chyb, generujici matice kodu, kontrolni roatikdédu, detekce a korekce chyb,

oprava jedné chybyi oprava vice chyb atd.

Hlavnim zajmem kédovani je, aby se zprawgrasely co nejfinngji a aby ngly
pokud mozno co nejmérchyb.Ol veliciny tj. efektivita gflenosu zprav a mnozstvi chyb
ve zpravach jsou dané kapacitou kanalu, kteroumatteky formuloval C. E. Shannon a
ktera mluvi o tom Ze i ve Spatném kanale je mofméva zakodovat tak, aby byl Surfi p
pienosu potléen na minimum. S rozvojem technologii se teoretipkenatky o kédech
stavaji pednmetem zajmu technik po celém s§t¢ a umozuji, hlavre pomocicislicovych

systénd, mikropaitact a integrovanych obvdal tyto teoretické poznatky vyuZivat.
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PI Galoisovadlesa



PRILOHA: GALOISOVAT ELESA

Pro popis kod hraji dilezitou roli pouze konma €lesa. U konénych tles (ktera jsou

nazyvana Galoisova élesa), neni nutné axiomy &wvat, stéi znat jednoduchy popis

vSech Eles. Galoisovodeso je uéeno p@tem svych prvi g, je ozndgovano GF(q).

| ta nejmensi Galoisovalésa (s kongnym patem prvki) musi mit definovan

nulovy a jednotkovy prvek. Tyto prvky mohou byt iefvany tabulkou. Pro GF(2) jsou to

tabulky:

Tab.9 Pro &tani plati

0 0 1
0 0 1
1 1 0

Tab.10 Pro nasobeni plati

O 0 1
0 0 0
1 0 1

DalSimi giklady nejednodusSich poli jsou GF(3) = {0,1,2}pemacemi.

Tab.11 Procstani plati

O 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1




Tab.12 Pro nasobeni plati

0 0 1 2

0 0 0 0

a pro GF(4) ={0,1,2,3} s operacemi.

Tab.13 Prod@tani plati

o |0 1 2 3

Tab.14 Pro nasobeni plati

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

U GF(4) miZze byt gitani i nasobeni definovano jinak, nez modulo &itdai a nasobeni.
Je to zfisobeno tim, Ze se jedna o Galoisowbedo s algebraickym rozghim.
Galoisovych &les miZe tedy existovat vice. Algebraické rde$ii je definovano
nasledova:



Pro kazdé deso T a kazdy mnoliten f(x) stupg n je definovan okruh T|f(x),
ktery se nazyva algebraické razsii €lesa T. Prvky tohoto okruhu jsou vSechny
mnohaleny nad &élesem T stupfivétSiho nebo rovného n — 1. Algebraické reessi T|f(x)

spliuje podminky toho, aby byl@élesem pra¥ tehdy, je-li mnohdlen f(x) nerozlozZitelny



