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ABSTRAKT

Cilem bakalarské prace je ukazat moznosti pouziti nekonec¢nych fad pii feSeni obycejnych
diferencidlnich rovnic. Hlavni pozornost bude vénovana aplikacim Taylorovy a Fourierovy

fady. Prace bude doplnéna nefeSenymi piiklady s vysledky.

Kli¢ova slova:

obycejna diferencialni rovnice, obecné feseni, partikularni feSeni, mocninna fada, Fourie-

rova fada

ABSTRACT

The aim of the bachelor thesis is to show possibilities of using infinity series in solving
ordinary differential equations. The main focus will be on Taylor and Fourier series appli-

cations. The thesis will be supplemented with unsolved problems with results.

Keywords:

ordinary differential equation, general solution, particular solution, power series, Fourier

series
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UvVOD

Historie diferencialnich rovnic sahd az do sedmnactého stoleti a je obvykle spojena se
jmény jako Isaac Newton (1643-1727), Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) a po-
catky infinitezimalniho poc¢tu. V dnesni dob¢ hraji diferencidlni rovnice vyznamnou roli v

oborech jako strojirenstvi, fyzika, ekonomie a biologie.

Teorie nekonecnych ¢iselnych fad vznikla ve druhé poloving 17. stoleti spolu s utvarenim
infinitezimalniho poctu. Mnohé myslenky zraly fadu stoleti, nez se piiblizily dnesni podo-
bé. V prubéhu vyvoje se nékteti matematikové dopustili pfi pocitani fady omyld, zejména
v dobé, kdy existovala jakési hriiza z nekone¢na. Timto problémem se od pocatku zabyvali

nejenom matematikové, ale i filozofové.

Tato prace je rozdé€lena na teoretickou a praktickou ¢ast. V prvni kapitole je uveden pte-
hled zakladnich pojmu z teorie diferencidlnich rovnic a typt jejich feSeni. Druha kapitola
se jiz zabyva konkrétnimi druhy obycejnych diferencidlnich rovnic (separovatelna ODR,
linearni ODR 1. fadu a linearni ODR vysSsich fadi) a zpiisoby, jak je fesit (metoda separace
proménnych, variace konstanty, neurcitych koeficientll). Tieti kapitola obsahuje zékladni
definice z teorie nekonecnych fad se zaméfenim na mocninné fady (Taylorova a Maclau-
rinova fada) a Fourierovy fady. Ve ¢tvrté kapitole jsou jiz na konkrétnich ptikladech uka-
zany zpisoby feSeni ODR pomoci mocninnych fad. Kapitola pata a zaroven posledni ob-

sahuje praktické ulohy feSeni linedrnich ODR pomoci Fourierovych fad.

K pochopeni obsahu této bakalaiské prace jsou vyzadovany zakladni znalosti diferencidl-

niho a integralniho poctu funkce jedné proménné.
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I. TEORETICKA CAST
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1 ZAKLADNI POJMY TEORIE DR

Diferencidlni rovnici (DR) rozumime vztah mezi neznamou funkci a derivacemi této

funkce.

Obycejnou diferencidlni rovnici (ODR) nazyvame rovnici, v niz je hledana funkce funk-

ci jedné proménné a zaroven se v této rovnici vyskytuji derivace této funkce.

Parcialni diferencialni rovnici (PDR) nazyvdme rovnici, v niZ je hledana funkce funkci

vice proménnych (v rovnici tedy vystupuji parcialni derivace této funkce).

Radem diferencialni rovnice rozumime tad nejvyssi derivace hledané funkce obsazené

v této rovnici.

1.1 ODR 1. radu
Obyc¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu s neznamou y rozumime rovnici tvaru
F(x,y,y) =0, €]

kde F je redlna funkce tfi proménnych v implicitnim vyjadieni, y je funkce jedné realné

proménné x, y' je derivace funkce y a x je nezavisla proménna.

V ptipadg, je-li ODR (1) rozieSena vzhledem k y’, dostaneme rovnici ve tvaru
y'=fxy), 2

kde f je realna funkce dvou proménnych v explicitnim vyjadfeni.

ReSenim (nebo téZ integralem) rovnice (1), resp. (2) na intervalu I rozumime takovou
funkci y = y(x), ktera je diferencovatelnd na I a po dosazeni identicky splituje rovnost (2)

nal.
Uloha najit feSeni rovnice (1), resp. (2) splitujici v bodé x, € I poéateéni podminku
y(x0) = Yo, )

kde xg, Yo, jsou realna Cisla, se nazyva pocateéni (Cauchyova) dloha. ResSeni pocatecni

ulohy se nazyva partikularni FeSeni rovnice (1), resp. (2).
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1.2 ODR vysich Fadi
Obycejnou diferencialni rovnici n-tého Fadu s nezndmou y rozumime rovnici tvaru

F(x,9,5,9", ., y™) =0, (4)
kde F je redlna funkce n + 2 proménnych v implicitnim vyjadfeni, y je funkce jedné real-
né proménné x, y',y", ..., y™ jsou derivace funkce y a x je nezavisla proménna.

V ptipadé, je-li ODR (4) rozifesena vzhledem k nejvyssi derivaci, dostaneme rovnici ve

tvaru
y® = f(x,9y,y", .y®D), Q)

kde f je realna funkce n + 1 proménnych v explicitnim vyjadieni.

ReSenim ¢ili integralem (také partikularnim integralem nebo integralni kiivkou) rovnice
(4), resp. (5), nazyvame kazdou funkci y = y(x), kterd ma na uvazovaném intervalu I de-
rivace az do n-tého tfadu véetné a vyhovuje dané rovnici, tj. po dosazeni této funkce a je-

jich derivaci do dané rovnice dostaneme na intervalu I identickou rovnost.

Necht’ Xq, Yo, V1, - » Yn—1 jsou konstanty. Uloha najit feSeni rovnice (4), resp. (5), které

vyhovuje poéateéni podminkam

y(x0) =Y0, V' (x0) =y1, -, YV (x0) = Vg,

se nazyva pocatecni uloha (nebo také Cauchyova uloha, poc¢atecni problém).

1.3 Klasifikace reseni ODR

Reseni rovnice (4), resp. (5), nazyvame

e obecné FeSeni, jestliZe jej 1ze vyjadiit ve tvaru
®(x,y,Cq, ..., Cr) =0 nebo y =@, Cy,...,Cp),
kde Cy, ..., Cy, jsou konstanty,
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o partikularni FeSeni, l1ze-li jej ziskat z obecného feseni pro konkrétni hodnoty kon-

stant Cy, ..., Cy,, které vypocCteme nebo zvolime.

K vypracovani této kapitoly byly pouzity zdroje: [5], [6], [7], [8].
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2 PREHLED ZAKLADNICH TYPU ODR

V nasledujici kapitole probereme piehled zakladnich typi obycejnych diferencialnich rov-
nic a metody jejich feseni.

Prvni kapitola je vénovana obycejnym diferencidlnim rovnicim 1. fadu se separovanymi
proménnymi.

Druhé kapitola se zabyva linearnimi obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi 1. fadu a je zde
popsana metoda variace konstanty umoznujici vypocet partikularniho feSeni diferencialni

rovnice nehomogenni.

Ve treti kapitole jsou vysetfovany vlastnosti linearnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic
vysSich fadl s konstantnimi koeficienty, a to jak pro rovnice homogenni, tak i pro rovnice

nehomogenni. Déle jsou zde zminény nékteré metody feSeni téchto rovnic.

2.1 ODR se separovanymi proménnymi

ODR ve tvaru
y' =f)-g®), (6)

kde f, g jsou spojité funkce na otevienych intervalech, nazyvame obycejnou diferencialni

rovnici se separovanymi proménnymi.

K vyfeseni rovnice (6) pouzijeme metodu: Separace proménnych

1) Necht g(y) # 0 nauvazovaném intervalu
. ox , . . 1o d
e Derivaci y' formalné nahradime podilem diferencialt ﬁ

dy _ _
I f&x) - g).

e Nasobenim a délenim pfevedeme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé strané

. " . N dy v - : ,

pouze jednu proménnou (odseparujeme proménné). Zlomek -, uvazujme jako podil
dvou vyrazl

dy

900 f(x)dx.
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Pak ob¢ strany zintegrujeme podle proménné x, resp. y

f%sz(x)dx.

e Dostaneme feSeni (6) v implicitnim tvaru
G(y)=F(x)+¢C,

kde G(y) je primitivni funkce k funkci —, F(x) je primitivni funkce k funkci

gy

f(x) a C € R je integracni konstanta.

e Pokud to feseni umoznuje, prevedeme jej do explicitniho tvaru (tj. vyjadiime y).

e V piipadé, Ze je zadand pocate¢ni podminka, tak ji dosadime do obecného feSeni a
zjistime hodnotu konstanty C. Tu nasledné dosadime do obecného feSeni a ziskame

tak feSeni partikularni.

2) Ma-li rovnice g(y) = 0 feSeni kq, ..., k,,, jsou konstantni funkce
y = ky, ...,y = k, feSenimi rovnice (6). Pokud je mozné nékteré z konstantnich feSeni
obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci pro obecné feSeni, zahrneme toto kon-

stantni feSeni do feSeni obecného.

2.2 Linearni ODR 1. radu

ODR ve tvaru
y'=ax)y+ b(x), (7

kde a(x), b(x) jsou spojité funkce na otevienych intervalech, nazyvame linearni oby¢ej-

nou diferencialni rovnici 1. Fadu.
Rovnice (7) se nazyva:

1) homogenni linearni oby¢ejna diferencialni rovnice 1. Fadu, je-li b(x) = 0,

2) nehomogenni linearni oby¢ejna diferencialni rovnice 1. Fadu, je-li b(x) # 0.
K vyteseni rovnice (7) pouzijeme metodu: Variace konstanty

Metodu provedeme ve dvou krocich.
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1) Nejprve rovnici zhomogenizujeme, tedy polozime b(x) = 0.
e Dostaneme homogenni linearni oby¢ejnou diferenciilni rovnici prisluSnou

(pridruzenou) k rovnici (7) ve tvaru
y' =a(x)y, (8)

v niz odseparujeme proménné (pokud y # 0). Metodou separace proménnych na-

lezneme obecné FeSeni y,; homogenni rovnice (8) ve tvaru

yy = Cela®@ax  ceR ©)

e Volba C = 0 zahrnuje ptipad y = 0, ktery je také feSenim (8).

2) Hledame feSeni plivodni nehomogenni rovnice (7). Ukazuje se, Ze obecné feSeni rovni-
ce (7) je také tvaru (9), ale s tim rozdilem, Ze C jiz neni konstanta, ale jista funkce pro-

ménné x. Toto feSeni ma tedy tvar
y = C(x)el 2@ax, (10)

e Funkci C(x) nalezneme tak, ze vztah (10) i s jeho derivaci (jedna se o derivaci sou-
¢inu)
y' = C'(x)e] 4@ 4 C(x)a(x)el al0dx

dosadime do piivodni nehomogenni rovnice (7). Po dosazeni (Eleny obsahujici
C (x) se musi vzdy ode¢ist, jinak jsme pii vypoctu udélali chybu) vyjde

C'(x)el a®ax = p(x),
neboli

C'(x) = b(x)e~Jatdx,

e Integraci dostaneme
C(x) = J b(x) e Ja®axgy 4 C, C € R.

e Dosazenim této funkce C(x) do vztahu (10) dostivime obecné FeSeni nehomo-

genni linearni obycejné diferencialni rovnice (7).



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 16

2.3 Linearni ODR vyssich radu

ODR tvaru
an ()Y () + ...+ a1 (0)y' (%) + ag(D)y(x) = f(x), (11

kde ay(x), ..., an(x) a f(x) jsou funkce (proménné x) definované a spojité na intervalu I,
a, # 0, se nazyva linearni obycejna diferencialni rovnice n-tého radu (zkracen¢ line-

arni ODR n-tého radu).
Je-li f(x) = 0 pro kazdé x € I, mluvime o homogenni linearni ODR n-tého #adu.

Je-li f(x) # 0 pro n&jaké x € I, jedna se 0 nehomogenni linearni ODR n-tého Fadu.

2.3.1 Linearni ODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty

ODR tvaru
ay" +a,y' +apgy = f(x), (12)

kde ag,a4,a, € R,a, # 0, f(x) je funkce spojita a definovand na intervalu I, se nazyva
linearni obycejna diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty (zkracené¢

linearni ODR 2. Fadu s konstantnimi koeficienty).

Je-li f(x) =0 pro kazdé x €I, mluvime o homogenni linearni ODR 2. fadu

s konstantnimi koeficienty.

Je-li f(x) #0 pro n&aké x €I, jedna se o nehomogenni linearni ODR 2. Fadu

s konstantnimi koeficienty.

ReSenim rovnice (12) na intervalu I rozumime funkeci, kterd ma na I spojité derivace az do

2. fadu a po dosazeni identicky spliiuje rovnost (13) na .
Uloha najit feSeni rovnice (12) splitujici v bodé x, € I poéateéni podminky
y(xo) = yo, y'(x0) = y1, (13)

kde xg, Yo, ¥1 jsou realna ¢isla, se nazyva pocateéni (Cauchyova) uloha. ReSeni pocatecni

ulohy se nazyva partikularni FeSeni rovnice (12).
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2.3.2 Homogenni linearni ODR 2. Fadu s konstantnimi koeficienty

ODR tvaru
ay" +a;y' +agy =0, (14)

kde aq,a4,a, € R,a, # 0, se nazyvad homogenni linearni oby¢ejna diferencialni rovni-
ce 2. Fadu s konstantnimi koeficienty.

Dvojice feSeni y,(x), y,(x) homogenni rovnice (14), ktera jsou linearné nezavisla na in-
tervalu I, se nazyva fundamentalni systém feSeni rovnice (14).

Necht” funkce y; (x), y,(x) tvofi fundamentalni systém feSeni homogenni linearni ODR 2.

fadu (14). Pak kazdé feSeni y(x) této rovnice lze psat jednoznacné ve tvaru
y(x) = C1y1(x) + CRy,(x), (15)

kde C;, C, jsou vhodné realné konstanty. To znamend, Ze vztah (15) vyjadiuje obecné fese-

ni rovnice (14) na intervalu I.
Kwvadraticka rovnice

a2/12 + all + ao = 0, (16)

kde 4 je konstanta, se nazyva charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (14). Tato

rovnice vznikla ndhradou y'' = 2%2,y’ = 1ay = 1° z rovnice (14).

K nalezeni fundamentalniho systému fesSeni rovnice (14) musime nejdiive zjistit kofeny

charakteristické rovnice.
Mohou nastat nasledujici tfi ptipady.

1) Charakteristickd rovnice ma dva riizné redlné kofeny A4, 1,. Pak mé diferencialni
rovnice (14) fundamentalni systém
y1(x) = et Y (x) = et2*
s obecnym feSenim ve tvaru
y(x) = CeM* + C,e*2*, (C,,C, ER.
2) Charakteristicka rovnice ma jeden dvojnasobny realny kofen A. Pak ma diferencial-

ni rovnice (14) fundamentélni systém

yi(x) = e, y,(x) = xeM
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s obecnym feSenim ve tvaru
y(x) = Cie? + Cxe™* = (C; + xC)e*, €, C, €R.
3) Charakteristicka rovnice ma dva komplexné sdruzené kofeny 4, , = a + ib,b # 0.
Pak ma diferencialni rovnice (14) fundamentalni systém
y1(x) = e** cos bx, y2(x) = e** sin bx
s obecnym fesenim ve tvaru

y(x) = Cie** cos bx + C,e** sinbx, C;,C, € R.

2.3.3 Homogenni linearni ODR vyssich Fadi s konstantnimi koeficienty

ODR tvaru

any™ () + .+ a1y' (%) + agy(x) =0, (17)
kde ay, a4, ...,a, € R,a, # 0, se nazyvd homogenni linearni obycejna diferencialni
rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty.

Reseni y; (x), v, (%), ..., ¥, (x) homogenni rovnice (17), ktera jsou linearné nezavisla na

intervalu I, ndm davaji fundamentalni systém FeSeni rovnice (17).

Necht’ funkce y; (x), y2(x), ..., ¥, (x) tvofi fundamentalni systém feSeni homogenni linear-

ni ODR n-tého fadu (17). Pak kazdé feSeni y(x) této rovnice lze psat jednoznaéné ve tvaru

y(x) = Clyl(x)+C2y2(x) +"'+Cnyn(x)’ (18)
kde C4, C5, ..., C, jsou vhodné redlné konstanty. To znamend, Ze vztah (18) vyjadiuje obec-
né feseni rovnice (17) na intervalu I.
Rovnice

a A"+ +al+ay =0, (19)

kde A je konstanta, se nazyva charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (17). Tato
rovnice vznikla ndhradou y™ = A", ...,y" = 21ay = 1° z rovnice (17).

K nalezeni fundamentalniho systému feSeni rovnice (17) musime nejdiive zjistit kofeny
charakteristické rovnice. Vime, Ze tato rovnice ma celkem n kotent (redlnych ¢i komplex-

nich). Kazdy z téchto kotenti pocitdme tolikrat, kolik je jeho nasobnost.
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Fundamentalni systém feseni rovnice (17) ziskdme nasledujicim zpiisobem:

1) Na kazdy k-nasobny redlny kotfen A charakteristické rovnice (19) pfipadéd pravé k
linearné nezavislych (partikularnich) feseni rovnice (17) tvaru
y, = ey, = xe?*, ..,y = xF e,
2) Na kazdy k-nasobny komplexni kofen A = a + ib (a také na jeho komplexn¢ sdru-
zeny kotfen A = a — ib) charakteristické rovnice (19) ptipadd pravé 2k linedrné ne-
zéavislych (partikularnich) feSeni rovnice (17) tvaru

y, = e cos bx,y, = xe®* cos bx, ..., y, = x*"1e® cos bx,

Vi+1 = €% sinbx, Yo = xe“* sin bx, ..., Vo, = x¥1e% sin bx.

2.3.4 Nehomogenni linearni ODR vysSich radi s konstantnimi koeficienty

ODR tvaru
ay™ + ..+ ay +ayy = f(x), (20)

kde ay,a4,a, € R,a, # 0, f(x) je funkce spojita a definovana na intervalu I, se nazyva
nehomogenni linearni obycejna diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koe-

ficienty.

K nalezeni obecného teSeni muzeme dojit n¢kolika zpiisoby, jedna z nejuniverzalnéjSich

metod je metoda variace konstant (mize ovSem vést ke komplikovanéjSim vypoctim).

Dalsi variantou k urceni obecného feSeni je metoda neurcitych koeficienti. Rovnicim
feSenym za pouZiti této metody se n¢kdy fika nehomogenni linearni ODR n-tého radu

s konstantnimi koeficienty se specialni pravou stranou.

Obecné feseni nehomogenni rovnice (20) touto metodou se hleda ve tvaru
Y =Yut+Yp 1)

kde yy je obecné feseni homogenni linearni ODR n-tého tadu s konstantnimi koeficienty

ptislusné k rovnici (20), tedy jde o obecné feseni rovnice
ay™ + ..+ a;y +ayy=0, (22)

a yp je libovolné partikularni feSeni rovnice (20).
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Abychom tedy urcili obecné feseni nehomogenni rovnice (20), potfebujeme znat obecné
feSeni pfislusné homogenni rovnice a jedno libovolné partikularni feSeni pivodni nehomo-
genni rovnice. Volba (hledani) partikularniho feSeni zavisi na tvaru funkce na pravé stran¢

rovnice.
Nekteré priklady specidlni pravé strany:

1) Prava strana ve tvaru
f(x) = By (x),
kde P, (x) je polynom m-tého stupné.
Partikuldrni feSeni yp ma potom tvar
yp = X% Qu(x),
kde k je nasobnost Cisla 0 jako kofene charakteristické rovnice a Q,,(x) je poly-
nom s neur¢itymi koeficienty stejného stupné jako P, (x).
2) Prava strana ve tvaru
f(x) = Bu(x) - e,
kde B, (x) je polynom m-tého stupné, a € R.
Partikularni feSeni y, ma potom tvar
yp = X Qr(x) - e,
kde k je nasobnost Cisla a jako kotene charakteristické rovnice a Q,,(x) je poly-
nom s neur¢itymi koeficienty stejného stupné jako P, (x).
3) Prava strana ve tvaru
f(x) =e* - [B,(x) - cos bx + Q,(x) - sin bx],
kde PB,(x), respektive Q,(x) jsou polynomy m-tého stupné, respektive n-tého
stupné.
Partikuldrni feSeni yp ma potom tvar
yp = x* - e - [R,(x) - cos bx + S, (x) - sin bx],
kde k je nasobnost ¢isla a + ib jako kofene charakteristické rovnice a R, (x), S, (x)

jsou polynomy s neur¢itymi koeficienty stejného stupné r = max{m, n}.

Podrobnéjsi postup feSeni nehomogennich rovnic touto metodou je napt. v [6]. DalSim
zptisobem feSeni nehomogenni linearni ODR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty je
pouziti Laplaceovy transformace, jejiz vyhodou je to, Ze najde ptimo feSeni Cauchyovy

(pocatecni) ulohy.

K vypracovani této kapitoly byly pouzity zdroje: [5], [6], [7], [8].
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3 NEKONECNE RADY

3.1 Zakladni pojmy teorie nekonecnych cCiselnych rad

Necht’ {a,,} , je posloupnost redlnych &isel. Symbol
Zan=a1+a2+a3+---+an+--- (23)
n=1

nazyvame nekonecnou ¢iselnou radou.

Jednotliva ¢isla a,, n = 1, 2, 3 ... se nazyvaji €leny Fady (23), n se nazyva s€itaci index.

Nyni zavedeme pojem souctu nekonecné Ciselné tady, ktery se definuje pomoci posloup-

nosti ¢astecnych soucti.
Mgjme fadu (23). Posloupnost {s,} 7, kde
Sl = al,

S, = a1+a2,

Sp,=a;+a;+--+ay
nazyvame posloupnost ¢asteénych soucti rady (23).

Soucet s, = a; + -+ + a,, se nazyva n-ty ¢asteny soucet rady (23).

Necht {s,} , znaéi posloupnost ¢asteénych soucti fady (23).

1) Existuje-li vlastni (tj. kone¢nd) limita

lim s, =5,
n—-oo

pak fekneme, ze fada (23) konverguje a ma soucet s.

(°9)
Y e=s

n=1
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2) Neexistuje-li vlastni limita (tj. existuje bud’ nevlastni limita +00 a nebo limita neexistu-
je), potom fekneme, ze fada (23) diverguje.
Mohou nastat dva ptipady.
e Pokud existuje nevlastni limita +oo, tedy

lim s, = +oo,
n—->oo

pak fekneme, Ze fada (23) diverguje k +o0 a ma soucet +oo, tj.

co
a, = too.

n=1
e Pokud neexistuje limita, tedy

lim s, neexistuje,

n—-oo

pak fekneme, ze fada (23) osciluje a nema soucet.

Rekneme, Ze fada ;- a,, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada Y -1 |a,|.

Rekneme, ze fada ),—; a, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize fada Y,,_; a,

konverguje a fada Y., |a,| diverguje.

3.2 Funkéni Fady

V kapitole (3.1) jsme se zabyvali fadami, jejichZ Cleny jsou redlnd ¢isla. Nyni se budeme
vénovat fadam, jejichz ¢leny jsou realné funkce f(x) jedné proménné. Takovym fadam
fikame funkéni Fady.

Necht’ {f,,(x)} noil je posloupnost funkci definovana na intervalu I. Symbol
an(x) = () + fo(x0) + f300) + o+ fu(x) + - (24)
n=1

nazyvame nekone¢nou radou funkei.

MnozZinu vSech ¢isel x z intervalu I, pro kterd funkéni fada (24) konverguje, nazyvame

oborem konvergence funk¢ni fady (24).
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Mnozinu vSech Cisel x z intervalu I, pro ktera funk¢ni fada (24) konverguje absolutné, na-

zyvame oborem absolutni konvergence funkc¢ni fady (24).

Velmi dilezitou ulohu v matematice hraji dva ptipady funk¢nich fad:

1) mocninné Fady, jejichZ ¢leny f,, (x) jsou mocninné funkce f,,(x) = a,x", pouZiva-
ji se k aproximaci funkci v okoli bodu x = 0.
2) Fourierovy Fady, které maji ¢leny ve tvaru f,,(x) = a, sinnx + b, cos nx, jsou

vhodné pro aproximaci periodickych funkci.
3.3 Mocninné rady

Mocninnou Fadou se stifedem v bod¢ x, rozumime fadu funkei tvaru

o)

Z an(x —x9)" = ag +a;(x —x¢) + -+ ap(x — xx)" + -+, (25)

n=0
kde a; € R,i = 0, ..., n jsou konstanty, které¢ nazyvame koeficienty rady.

Obdobn¢ jako u funkéni fady, obor konvergence je mnozina vSech x, pro kterd dana fada
konverguje. Obor absolutni konvergence je pak mnozina vSech x, pro kterd dana fada
konverguje absolutné. Je zfejmé, Ze kazda mocninné fada konverguje absolutné ve svém

sttedu x, coz lze ovetit pfimym dosazenim ¢isla x za x do tady.

Ke kazdé mocninné fadeé ), a,(x — xo)" existuje pravé jedno Cislo r € (0, ) takové,

v

7€

1) tada konverguje absolutné pro vSechna x € (xq — 7, xo + 1),

2) fada diverguje pro vSechna x € (=0, xg —7) U (xy +1,0), 1 #* 0.

Cislo r nazyvame polomér konvergence mocninné fady (25) a interval (x, — 7, xo +7)

interval konvergence této fady. Znacime jej IK.
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Je ztejmé, ze struktura oboru konvergence mocninné fady je velmi jednoducha — je to bud’
jednoprvkova mnozina (obsahujici stfed fady), interval kone¢né délky (symetricky kolem

sttedu), pfipadné celd redlna osa.

Necht’ je dana mocninna fada (25) a necht existuje limita (kone¢na nebo nekonecnd)

Apt1
an

lim

n—-oo

=0, resp. lim Y]a,| =o. (26)

Polomér konvergence mocninné fady (24) ur¢ime jako
1
r=-.
0

Ptitom rozliSujeme tyto ptipady:

1) Je-li o = 0, pak polomér konvergence definuje jako r = +00 a mocninnd fada (25)
absolutné konverguje pro vSechna x € R. Interval konvergence pak zapisujeme ve
tvaru IK = (—o0, +0).

2) Je-li p = +oo, pak polomér konvergence definuje jako r = 0 a mocninnd fada (25)
diverguje pro vSechna x # x,. Konverguje (absolutn€) pouze ve svém stiedu x,.

Interval konvergence neexistuje.

3) Je-li 0 < g < +o0, pak polomér konvergence vypocteme jako r = i a mocninnd

fada (25) absolutné konverguje pro vSechna x, pro ktera plati |[x — x| < r a diver-
guje pro vSechna x, pro ktera plati [x — x,| > r. Interval konvergence je pak ve

tvaru (xog — 1, Xo + 7).

Obor konvergence (OK) mocninné fady je interval, na kterém dana fada konverguje. Je
to tedy interval konvergence s pfipadnymi jeho krajnimi body, pokud v nich fada konver-
guje (krajni body se musi vySetiit zvlast). Obor absolutni konvergence (OAK) je inter-
val, na kterém danid tada konverguje absolutné. Je to tedy interval konvergence

s ptipadnymi jeho krajnimi body, pokud v nich fada absolutné konverguje.
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3.3.1 Taylorova a Maclaurinova rada

Zatim jsme v teorii nekonecnych fad zminili pojem souctu fady. U mocninnych fad nés
bude zajimat 1 loha opac¢na, tedy rozvoj dané funkce do mocninné fady, coz ma v mate-
matice velké vyuziti — ptiblizny vypocet funkénich hodnot, integrali a hlavné také feseni

diferencialnich rovnic. Nyni se budeme zabyvat rozvojem funkce do tzv. Taylorovy fady.

Necht’ ma funkce f v bod¢ x, derivace vSech fadi. Mocninnou fadu

® F)
)= Y L) =
n=0

f' (%) f" (x0)
|

n)
oz + G f (o)

(x=x)? + 4+ ————x)" +

= f(xo0) +
nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé x,.

Je-li xq = 0, pak je fada tvaru

NAIOI
X

n!

n=0

a nazyva se Maclaurinova rada.

Maclaurinovy fady nékterych elementarnich funkci.

x x? =
=144+ +—+ Z—,
nl

1 2!
n=0
x3 2n+1 x2n+1
_ X L= n x€R
sinx=x-—gr++ DGy T Z)( D '
n=
Ccosx = 1_x_2+ -+ (=" i + —i(—l)" i x €R
B 2! (2n)! B 2n)!’ ’
n=0
2 e had X
In(1+x) = ¥ =+ b (CD e = Z(—1)n+17, x € (=1, 1),

n=1
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ezt (et (et ot (e =Y (e ve L,

0

kde a € R a ¢islo

(a) _ a(a—1)(a—-2)..(a—n+1)

n n!

je binomicky koeficient.

3.4 Fourierovy rady

Metoda, kterou zavedl francouzsky matematik a Iékat Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-
1830), spociva v aproximaci funkci pomoci goniometrickych funkci sinus a cosinus. Na-
rozdil od Taylorovy fady dokaze aproximovat i funkce nespojité a také na vétSim intervalu,
nez jen v okoli daného bodu. Protoze jsou funkce sinus a cosinus periodické, daji se pomo-

ci nich vyjadfit funkce, které popisuji rizné periodické d¢je.

Zde se budeme zabyvat Fourierovymi fadami vzhledem k systému

{1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., cos nx, sin nx, ...}. (27)

Nekone¢nou funkéni fadu ve tvaru
ao = .
> + z (a,, cosnx + b, sinnx), (28)
n=1

kde ay, an, b, jsou konstanty, nazyvame trigonometrickou radou. Pfitom k-ty Castecny

soucet fady (28) je ve tvaru

k
a
T (x) = 70 + Z (a, cosnx + b, sinnx),

n=1

kde ay, a,, b, € R, se nazyva trigonometricky polynom stupné k.
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Da-li se n¢jaka funkce f (x) vyjadrit trigonometrickou fadou (28), tj. plati
flx) = 70 Z a, cosnx + b, sinnx), (29)
n=1

kde a,, b,, jsou vhodné konstanty, fikame, ze jsme funkei f(x) rozvinuli v trigonome-

trickou radu.

Nejprve se budeme zabyvat Fourierovym rozvojem periodickych funkci se zakladni perio-
dou 2m. Uvahy provedeme pro interval (—m, 1), Ize je viak pienést na libovolny interval

(c,c + 2m), c € R. Vlastnosti periodické funkce f(x) se tim nezméni. Plati totiz:

J:g(x) dx = Jjng(x)dx = j;ﬁzng(x)dx.

Konverguje-li trigonometricka fada (28) k integrovatelné funkci f(x) v intervalu (—m, 1),

potom plati
1 s
=~ | fea
1 s
= —f f(x) cosnx dx,
TJ_g
1 s
= —f f(x) sinnx dx,
T -1
kden=1,2,..

Fourierova fada funkce f vzhledem k systému (27) ma pak tvar

a
70 + Z(an cos nx + b, sinnx).

n=1

Necht’ f je integrovatelna na intervalu (—1, 7).

1) Je-li f suda funkce na (—m, ), tj.
f(—=x) = f(x) provSechna x € (—m,m),
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ma jeji Fourierova fada tvar

a - 2 (™
70+Zancosnx, kde an:;f f(x)cosnxdx, n€NU {0}
0

n=1
2) Je-li f licha funkce na (—m, ), tj.
f(=x) = —f(x) provsSechna x € (—m,m),

ma jeji Fourierova fada tvar

o 2 T
ansinnx, kde bn=;f f(x)sinnxdx, n€N.
0

Nyni uvedeme vztahy pro Fourierovu fadu periodické funkce f s obecnou periodou T =

21, kde plati T # 2m. Tuto funkci Ize transformaci

T
X=—-u
21
prevést na funkci periodickou s periodou 27. Z transformacni rovnice plyne

U=—'X=

2T T
T [

takze Fourierova tada periodické funkce f ma pak tvar

70 i an cos ) + b, sin (n%x)]
n=1

a pro Fourierovy koeficienty plati
1 l
| reoax,
L)
_1fl (x) ( i )d
a"_l _lfx cos nlx X,
-1 [ reosin(nx)a
=17 _lfx sin nlx X,

kden=1,2,..

K vypracovani této kapitoly byly pouzity zdroje: [3], [4], [8].
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II. PRAKTICKA CAST
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4 ODR RESENE POMOCI MOCNINNYCH RAD
4.1 Re$ené priklady

4.1.1 ODR1. Fadu

Piiklad 4.1 Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou
y' = x%y, y(0) = 1.
Jedna se 0o ODR 1. fadu se separovanymi proménnymi.

ReSeni metodou separace proménnych.

o_
dx Y

fld de
—dy = | x*dx,
y

.X'3
In|y| =Ine3 + In|C]|.
Obecné feseni je ve tvaru
3
y=C-e3, C € R.
Dosazenim pocate¢ni podminky y(0) = 1 do obecného feSeni dostdvame C = 1 a partiku-
larni feSeni tedy je

x3

yp=€3.
ReSeni rozvojem do mocninné rady.

Partikularni feSeni hledame ve tvaru Maclaurinovy fady

)

Yy=ag+ax+ -+ a,x"+ -, a, =

kde hodnoty y™(0) a nasledné a,, uréime takto:

0= %, z pocateéni podminky y(0) = 1, tedy a, = % = 1.
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e a, = yl_(!O)’ ze zadani y' = xzy =>vy'(0) = 02 -y(0) = 0-1 = 0. Koeficient a;

ma pak hodnotu a; = % =0.

124
(0) . . ..
=X 5 zadanou rovnici zderivujeme, pak y" = 2xy + x%y'.

143 — ! — . _0_
y (O)—2-O-y(0)+02-y(0)—O.K0eﬁc1enta2—5—0.

a,

Postupné pro derivace vyssich fadua a koeficienty a,, plati:

- y(0) =1 ap =1

y' =x%y y'(0) =0 a; =0
y'=2xy+x*y' y"(0)=0 a,=0

y'" =2y + 4xy' + x*y’ y'""(0) =2 as =2

y® = 6y" + 6xy" + x2y"" y®(0)=0 a,=0
y®&) =12y" + 8xy"" + x2y® y®(0)=0 as=0
y©® =20y"" + 10xy™® + x2y® y©(0) = 40 as =73
y =30y® + 12xy® + x2y© yM(0) =0 a; =0
y® =42y® + 14xy©® + x2y® y®(0) =0 ag =0
¥y =56y© + 16xy? + x2y® | y(0) = 2240 | a9 ==F

y(12) — 110y(9) + szy(lo) + xzy(n) y(12)(0) = 246400 | ayy = 24;5;!00

Nyni dosadime koeficienty a,, do (30) a po Gpravé dostaneme

1 1 1 1
=143 — b —— 9 —— 412 4 (31)
Y=+ Y T 1e2® T1ome ¥t

1 1
x3'1 + 3-2 + _x3'3 + .,

y=1+ar 32.21% T 333

z ¢ehoz plyne

y=§: 1 .x3”. (32)
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a porovname s Maclaurinovym rozvojem funkce et

. t t* 3
e —1+i+§+§+”'

3
Substituci t = x? obdrzime

ex?zz 1 x3n, (33)

3n-n!

Porovnanim vztaht (32) a (33) vidime, Ze partikularni feSeni, které ndm vyslo, ma totozné
x3
vyjadieni jako rozvoj funkce e s . Vysledek Ize tedy zapsat ve tvaru

x3

y:e?_

Vysledek souhlasi s partikularnim feSenim zjisténym metodou separace proménnych.

Piiklad 4.2  Reste diferencialni rovnici s po¢ate¢ni podminkou

xy' + 3xy —xe3* =0, y(0) = g
Jedna se o linearni ODR 1. fadu.
Reseni metodou variace konstanty.

y' = -3y +e3% (34)
Rovnici zhomogenizujeme a nalezneme jeji obecné feseni

y'= -3y,
Vy = Cel —3dx — Ce 3%, CeR

Najdeme obecné feSeni nehomogenni rovnice

y = C(x)e 3%, (35)

y' =C'(x)e™3* + C(x)e™3*(-3).
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Dosadime y a y' do rovnice (34)
C'(x)e™3* + C(x)e 3*(=3) = =3C(x)e 3% + 3%,

C'(x) = e®,
C(x) = fe6xdx,

1

C(x)=€e6x+C, C eR

Po dosazeni C(x) do vztahu (35) dostaneme obecné feSeni ve tvaru
13 3

y=€ex+Ce‘x, C e R
Dosazenim pocate¢ni podminky y(0) = g do obecného feseni dostavame C = 1 a partiku-
larni feSeni tedy je

1
yp = ge3x + e73%,

ReSeni rozvojem do mocninné rady.

Partikularni feSeni opét hledame ve tvaru Maclaurinovy fady (30), kde hodnoty y™(0) a

koeficienty a, ur¢ime nasledujicim zpisobem:

R o~

e ay= %, z pocatecni podminky y(0) = g, tedy ay =

o 0, =20 ze zadini y'=-3y+e¥ =>y'(0)=-3y(0) +e®=-3-Z+1.
5
y'(0) = — g Koeficient a; ma pak hodnotu a; = 1—'2 = - g
o a, = Y 2(!0), zadanou rovnici zderivujeme, pak y"' = —3y’ + 3e3*,

21
> 21

y"(0) = =3y'(0) + 3e® = -3 (— g) +3= % Koeficient a; = 2 = -,

Postupné pro derivace vyssich fadl a koeficienty a,, plati:
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- }’(0)22 ao=§

y' = -3y +e3* Y(0)=— | a1 =~
y'==3y"+3e¥ | y'(0) =% | a;=2
ylll — _3yu + 9e3x yln(o) — _475 as = _175

y® = =3y" +27e3* | ;@ () = 9| g, =5

Nyni dosadime koeficienty a,, do (30) a po tpravé dostaneme
y=——zx+—x*——x3+—x*—- (36)

a porovname s Maclaurinovym rozvojem funkce et

. t t2 3
e —1+E+§+§+”‘.
Substitucemi t = e3* a t = e~ 3% obdrZime

2 3
3x (3x) +(3x) o

3x — _
et =1+t 30 ’
—-3x (=3x)? (-3x)3
-3x _—
eH =1t
3x

, 1 _
a dosadime do ge3x +e

1, b 1 9x?  27x° 9x?  27x3
ce e =143+ —+—— - |+ (1 -3r+—— +o ).

Po upravé dostaneme

1 7 5 21 15
Za3x -3x - _ = S22 T3 ., (37)
6e +e G 2x+ 4x 4x + -

Porovnanim vztaht (36) a (37) vidime, Ze partikularni feSeni, které nam vyslo, ma totozné

vyjadteni jako rozvoj funkce %e3x + e73%, Vysledek lze tedy zapsat ve tvaru

y = %e:”‘ + e73%,

Vysledek souhlasi s partikularnim feSenim zjist€énym metodou charakteristické rovnice.
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4.1.2 ODR2. fadu

Piiklad 4.3 Reste diferencialni rovnici pii po¢ateénich podminkach
y'—4y' +4y=0,  y(0)=1,y'(0) =1.
Jedna se o homogenni linearni ODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty.
ReSeni metodou charakteristické rovnice.
Charakteristicka rovnice je tvaru 4> — 41 + 4 = 0. Ma jeden dvojnasobny kofen 1 , = 2.

Obecné feseni je ve tvaru
y = Clezx + szezx, Cl' CZ € R

Dosazenim pocate¢nich podminek y(0) = 1,y'(0) =1 do obecného feSeni dostavame
C; = 1,C, = —1 a partikularni feSeni tedy je

2x 2x

yp = e“* — xe

ReSeni rozvojem do mocninné rady.

Partikularni feSeni op&t hledame ve tvaru Maclaurinovy fady (30), kde hodnoty y™(0) a

koeficienty a,, ur¢ime nasledujicim zpisobem:

0= %, z po&ateéni podminky y(0) = 1, tedy a, = % =1

a, = yl_('o), z poc¢ateéni podminky y'(0) = 1, tedy a; = % =1

a, =% 2(!0), ze zadani y" = 4y’ — 4y, pak y"'(0) = 4y'(0) — 4y(0).
y"(0) =4-1-4-1=0.Koeficient a, = % =0.

Postupné pro derivace vysSich fadl a koeficienty a,, plati:
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: yo=1 | %=1

: y@=1 | a=1
y'=4y' =4y | y'(©@=0 | @=0
y'=4y" =4y | y(0)=-4 | BT
y® =4y —4y" | y®(0) =16 | W =
y® =4y® —4y" | y©(0) = —48 | a5 =

y© =4y® —4y® | y©(0) = —128 | 5, = ~128

Nyni dosadime koeficienty a,, do (30)

16 48 128
— a3 A 5 T 6 ., 38
y=1dx—ox® —oxt— oo ——rx (38)

a porovname s Maclaurinovym rozvojem funkce et
, S N S A A
(S —1+ﬂ+z+§+a+a+‘“.

Substituci t = 2x obdrzime

2 3 4 5
(2x) _I_(Zx) +(2x) +(2x) 4

2xX
e =14 2x+— 31 41 51

a dosadime do rozdilu e?* — xe?*

4x% 8x3 16x* 32x°
n t s Tttt ) -

ezx—xe2x=<1+2x+ +

,  4x®  8x*  16x°
R TR ey T |

Po Upravé dostaneme

4 16 48
2x 2x _ 3 _ .4 _ .5 .. 39
eX —xe*=14+x 3!x 4!x 5!x . (39)

Porovnanim vztahti (38) a (39) vidime, ze partikularni feSeni, které nam vyslo, mé totozné
vyjadieni jako rozvoj funkci e?* — xe?*. Vysledek lze tedy zapsat ve tvaru

y = er _ erx

Vysledek souhlasi s partikularnim feSenim zjisténym metodou charakteristické rovnice.
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Priklad 4.4 Reste diferencialni rovnici pfi poéateénich podminkach

y'+4y=0, y(0)=1y'(0) =2
Jedna se o homogenni linearni ODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty.
ReSeni metodou charakteristické rovnice.

Charakteristicka rovnice je tvaru A* + 4 = 0. Ma dva komplexni kofeny 1, , = +2i.

Obecné feseni je ve tvaru
y = C; cos 2x + C, sin 2x, C;,C, € R.

Dosazenim pocate¢nich podminek y(0) = 1,y'(0) = 2 do obecného feSeni dostavame

C; = 1,C, = 1 a partikularni feSeni tedy je
Yp = €OS 2x + sin 2x.
ReSeni rozvojem do mocninné rady.

Partikularni feSeni opé&t hledame ve tvaru Maclaurinovy fady (30), kde hodnoty y™(0) a

koeficienty a,, uréime nasledujicim zptisobem:

ao = X2, 7 potitetni podminky y(0) = 1, tedy ag =1 = 1.

y'(0)
11’

e a,= 4 Z(lo), ze zadani y'' = —4y, pak y"'(0) = —4y(0).

a; = z pocateéni podminky y'(0) = 2, tedy a; = % = 2.

y"(0) = —4-1 = —4. Koeficient a, = _2—? = —-2.

Postupné pro derivace vysSich fadl a koeficienty a,, plati:

. y=1 | %=1
: y©=2 | @=2
y'=—4y | y"(0)=-4 |%= 2
Y =4y | y(0)=-8 | B=7F
y® =4y | y®(0) =16 | =3
y® =—4y" | y®(0) =32 | a5 =

y© = —4y® | () (0) = —64 a; ==
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Nyni dosadime koeficienty a,, do (30)

4 2 4
y=1+2x—2x2—§x3+§x4+ﬁx5—--- (40)

a porovname s Maclaurinovym rozvojem funkci cost a sint

t? t* t°
COSt=1—§+Z—§+”',

t3 > t7
smt=t—§+§—ﬂ+--~.

Substituci t = 2x obdrzime

2 4 6
QX)_F@x)__Qx)_FW

cos2x =1-—

2! 4! 6! ’
. (2x)°  (2x)° (%)
sin2x = 2x — 3 + 57 +

a dosadime do cos 2x + sin 2x

2 4 3 5
(G2 € P O ) 0 L

cos2x +sin2x =1 — T 0 . 3 o

Po upravé dostaneme

4 2 4
c052x+sin2x=1+2x—2x2—§x3+§x4+ﬁx5—m. (41)

Porovnanim vztahti (40) a (41) vidime, Ze partikularni feSeni, které nam vyslo, mé totozné

vyjadreni jako rozvoj funkce cos 2x + sin 2x. Vysledek lze tedy zapsat ve tvaru
Yy = cos 2x + sin 2x.

Vysledek souhlasi s partikularnim feSenim zjisténym metodou charakteristické rovnice.
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Piiklad 4.5 Reste diferencialni rovnici
y"+9y=0.
ReSeni metodou charakteristické rovnice.

Jedna se o homogenni linearni ODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Charakteristicka

rovnice je tvaru A + 9 = 0. M4 dva komplexni kofeny 4, , = £3i.
Obecné feseni je ve tvaru
y = C; cos 3x + C, sin 3x, C;,C, € R.
ReSeni rozvojem do mocninné rady.
Obecné feseni hledame ve tvaru
Yy =ap+ a;x + ax?® 4+ -+ apx™ + - (42)

Pro derivace této funkce plati

y' =a; + 2a,x + 3azx? + -+ na,x™"t + -

y" =2a, + 6asx + - +n(n—1ax"2 + -
Dosazenim do diferencidlni rovnice dostdvame

2a, + 6azx + -+ n(n—Da,x" 2+ - +9ay + 9a;x + -+ 9a,_,x"" 2+ =0,
pak po uprave sectenim koeficientl u stejnych mocnin
(2a, +9ay) + (6a; +9a))x + -+ (n(n — Da, + 9a,,_,)x"" 2 +--- =0,

z ¢ehoz plyne

—9a,_,

n(n - 1)an + 9an_2 =0 => a, = m

Z vyse uvedenych vztaht je ziejmé, Ze urCeni koeficientl a,, zavisi na volbé ay, a;. M&yme

tyto dva ptipady.

1) Zvolime ay, = 0. Potom
_9a0 _9a2
= —= 0’ == 0
=521 “=ha-1
Z ¢ehoz plyne a,, = 0, tj. v fad¢ jsou pouze liché Cleny.

—9an_1

Ptedpis pro liché ¢leny ay, 44 = InEni D"
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9a, 9a,

=933 "3

9a; 9%q,

as = — ﬁ = T'

9as 93a,
e T T T

Pak pro a; € R libovolné dostadvame
9"a,

azner = (D" Gt Dr

Nyni dosadime koeficienty a,, do (42)

n

Yy = apx —%Jﬁ + 925?1 x5 — et (—1)"(zn—_lc_lll)!xzn_1 + -
2 n
Y =a|x — %x3 + %xS — et (—1)”%%”_1 + -
a porovname s Maclaurinovym rozvojem funkce sin t
t3 t°
sint = t—§+§—~
Substituci t = 3x dostaneme
sin3x = 3x — (3,:!)3 + (3:!)5 — ey
. 9x3  9%x°
sin3x = 3(x—?+ o )
a feSeni rovnice je
y1 = 3a4 sin 3x.
2) Zvolime a; = 0. Potom
—9a, —9a; 0

z ¢ehoz plyne a,, 1 = 0, tj. v fad€ jsou pouze sudé Cleny.

Piedpis pro sudé ¢leny a,, = 2_:(21”__12)-
_ 9a0 _ 9a0
=TT T
9a2 92a0
a, =

T 437 a1
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41

_ 9a,  9%a
=765 e
Pak pro ay € R libovolné dostavame
_(—1n 9"a,

Nyni dosadime koeficienty a,, do (42)

n

2
9a, , 9a0 (= 1)n Qo eI

R TRy (2n)!
— 9 92 n 9n 21’1
Y, =a 1—5x +Zx o+ (=1) @l )' + ]
a porovname s Maclaurinovym rozvojem funkce cos t
t> ¢t
cost = 1—§+Z— -

Substituci t = 3x dostaneme

(Bx)?*  (3x)*
T

cos3x =1-—
a feSeni rovnice je
Y, = Qg Cos 3x.
Dohromady je obecné feSeni rovnice
y = ag cos 3x + 3a, sin 3x, ay aq € R

Po oznaceni C; = ay, C; = 3a4 lze toto feSeni psat ve tvaru

y = (; cos 3x + C, sin 3x, C,,C, ER,

coz odpovida obecnému feseni zjiSténého metodou charakteristické rovnice.
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Piiklad 4.6 Reste diferencialni rovnici pii poéateénich podminkach
y'—ey=0 y(0)=2y'(0)=1
Jedna se o homogenni linearni ODR 2. fadu.

ReSeni rozvojem do mocninné rady.

Partikularni feSeni op&t hledame ve tvaru Maclaurinovy fady (30), kde hodnoty y™(0) a

koeficienty a,, uré¢ime nasledujicim zptisobem:

ag = %, z pocateéni podminky y(0) = 2, tedy a, = % = 2.

e a, = yl_(!()), z po¢ate¢ni podminky y'(0) = 1, tedy a; = % =1

a, =% Z(IO)’ ze zadani y" = e*y, pak y" (0) = e%y(0).

y"(0) =1-2 = 2. Koeficient a, = % = 1.

Postupné pro derivace vyssich radu a koeficienty a,, plati:

- y() =2 |G =2

- y@=1 |@a=1

y” — exy y”(O) =2 a, = 1
y”’ — exy + exy’ y,I,(O) — 3 a3 :%
y® = e¥y + 2e*y’ + e*y" y®(0) =6 | @ =3

y® =e*y +3ey’ +3e*y" +e¥y" | yO(0) = 14 | a5 =

Nyni dosadime koeficienty a,, do (30) a dostavame partikularni feSeni

1 1 14
— 2 4 2434 44 450 L.
y=2+x+x +2x +4x +5!x+ .
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Piiklad 4.7 Reste diferencialni rovnici pii poéateénich podminkach
y"' —ycosx—x =0, y(0) =1,y'(0) = 0.

Jedna se o nehomogenni linearni ODR 2. tadu.

ReSeni rozvojem do mocninné rady.

Partikularni fe$eni opét hleddme ve tvaru Maclaurinovy fady (30), kde hodnoty y™(0) a

koeficienty a,, ur¢ime nasledujicim zpisobem:

ay = y( ) , z pocateni podminky y(0) = 1, tedy ag == = 1.

a, =1—= ( ) , z po¢ateéni podminky y'(0) = 0, tedy a; = - = 0.

a, = 2(' ), ze zadani y'' = y cosx + x, pak y"' (0) = y(0) cos 0 + 0.

y"(0) =1-1+ 0= 1. Koeficient a, = %

Postupné pro derivace vysSich adu a koeficienty a,, plati:

- y(@ =1 [G=1

: y'(©@=0|0=0

1
y" =ycosx +x y'(0)=1|%%3

y" =y'cosx —ysinx +1 y"(0)=1]|as =3
y® = y" cosx — 2y’ sinx — y cosx y®(0)=0|as=0

y® =y" cosx —3y" sinx — 3y’ cosx + ysinx [ y®(0)=1|ag =2

Nyni dosadime koeficienty a,, do (30) a dostavame partikularni feSeni

1 1 1
y—1+§x +§x +§X + -
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4.2 NereSené priklady

Priklad 1. y’ = 4y, y(0) =2,

. 32x%  128x3
y=2e"=2+8x+ T + 3 + - .

Priklad 2.y’ + y = cosx, y(0) =1,

_1 . 1 “x x3 x4’ x7 x8
y—z(smx+cosx)+§e _1_§+Z_ﬂ+§_m'

Pfiklad 3. y" + 3y’ —10y =0,  y(0) =2,y'(0) = -3,

ey o 29x2  117x%  641x*
y=e>*+e*=2-3x+ - + — |

2! 3! 4!

Piiklad 4. y" —6y' +9y =0,  y(0)=1,y'(0) =2,

1, a1 9x% 36x* 135x*
y=3e + xe —§+2x+ 2!+ 3 + a0 + - .

Piiklad 5. y"' +y = 0,
[y = aycosx + a, sinx].

Piiklad 6.y — 4y’ =0, y(0) =1,y'(0) =4,

. 16x% 64x3 256x*
y=e¥*=1+4x+ + + - .

2! * 3! 4!

Priklad 7. y"' — 2y’ = 8x, y(0) =2,y'(0) =0,

o X _ . 8x* 16x*  32x°
y=e*—2x“—-2x+1=2+ 3 + 0 + 5 + - .

Piiklad 8. y" + 3y’ + 2y = 4x? — 2, y(0) =2,y'(0) =0,

5 ) , 18x%  34x*
y=-—-2e"*-2e*+2x*—6x+6=2-3x"+ -

3! 4!

K vypracovani této kapitoly byly pouzity zdroje: [3].
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5 ODR RESENE POMOCI FOURIEROVYCH RAD

5.1 Res$ené priklady

Piiklad 5.1 Reste diferencialni rovnici pomoci Fourierovy fady

y'+3y"+2y = f(x),
kde f(x) = x?, x €(—1,1).

Jedna se o nehomogenni linearni ODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Nejprve je tieba
urdit rozvoj funkce f(x) = x? do Fourierovy fady. Funkce f(x) = x? je sud4, proto pro-
vedeme jeji rozvoj v kosinovou Fourierovu fadu. Koeficienty b,, jsou nulové, staci tedy

urcit koeficienty a, a,

1 l
a=1 reoax

1 l
a, = Tf f(x) cos (n%x) dx, n=12,...
-1

Urcime koeficient a,

1! ! B 2
ao=—j xzdx=2Jx2dx=2l—l ==
1), o 3], 3

a koeficient a, pron = 1,2, ...

1t T 1
a, = —j x? cos (n—x) dx = 2[ x? cos(nmx) dx.
-1

1 1 0
Pouzitim metody per partes dostdvame

2 o2t
a, = [E x? sin(mrx)]0 - EJ x sin(nmx) dx.
0

Po druhém pouZiti metody per partes obdrzime

2 1
a, = [nznz X cos(nﬂx)]0 i 7 cos(nm),

1
f cos(nmx) dx =
0
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coz lze vyjadfit také nasledovné

= (=D n=12,..

nznz ’

Rozvoj sudé funkce f(x) je ve tvaru

f(x)—70 Z ancos )]

cos(nmx).

fo=xi=e Y a2
x) =x°=— —
3 n2m?
n=1
Reseni diferencialni rovnice hleddame ve tvaru

= 70 + Z [4,, cos(nmx) + By, sin(nmx)].

n=1

Pro derivace této funkce plati

= Z [-nmA,, sin(nmx) + nnB, cos(nmx)],
1

n=
= z [-n?m2A,, cos(nmx) — n?n?B,, sin(nmx)].
=1
Tyto derivace a rozvoj funkce f(x) dosadime do zadani

Z [-n2m2A,, cos(nmx) — n?n?B, sin(nmx)] +

3 {Z [-nmA,, sin(nmx) + nnB, cos(nnx)]} +

cos(nmx).

oo 1 > 2
0 .
{7 + Z [4,, cos(nmx) + B, sm(nnx)]} =3t Z(_l)n 22
= n=

n=1
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Porovnanim koeficientl na levé a pravé strané rovnice dostaneme

A, 1
2=2=2
2 3

—n?m2A, + 3nnB, + 24, = (—1)"

g n=12,..

—n?n?B, — 3nmA, + 2B, = 0, n=1,2..
Resenim této soustavy rovnic jsou koeficienty

2(2 — n®m?)
[(2 —n?m2)2 + 9n?n2|n2m2’

Ay
7 ) An = (_1)7’1

6
B, = (—1)" , =1,2,..
n=(1 [(2 —n?m?)? + In?n?|nm "

Reseni diferencialni rovnice je

1 < 2(2 — n?n?)
y=¢+ z {( 1)" D) § OnEnEinia? cos(nmx) +
n=1
6 :
=" (2 = nZn®)? T onZnfinn sm(nnx)}, n=12,..

Piiklad 5.2 Reste diferencialni rovnici pomoci Fourierovy fady
y'+9y = f(x),
kde f(x) = sinx, xe(—g,g).

Jedna se o nehomogenni linearni ODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Nejprve je tfeba
urcit rozvoj funkce f(x) = sinx do Fourierovy fady. Funkce f(x) = sinx je licha, proto
provedeme jeji rozvoj v sinovou Fourierovu fadu. Koeficienty ag, a, jsou nulové, staci

tedy urcit koeficient b,

—1Jl()'(ﬂ)d — 19
=17 _lfx sin nlx X, n=14..,

A

Nl

2
sinx - sin(2nx) dx = ;f sin x - sin(2nx) dx.
0

=
S
I
Qe
=
NIE
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Nyni vyuzijeme goniometricky vzorec

. a+p a-p 1 ( )
sin——-sin——= —2(cosa cos f3).
Zavedeme substituci
_a+p I = a—p
Xx=—, nx =-—

a=2n+ 1)x, B =02n—1)x,
1
sinx -sin(2nx) = — 3 [cos(2n + 1)x — cos(2n — 1)x].

Pak plati

T s
4 (72 4 (21
b, = —j sin x - sin(2nx) dx = —j > [cos(Zn — 1)x — cos(2n + 1)x]dx =
), m)y 2

n
2

sin(2n—1)% sin(2n+1)%
2n—1  2n+1 |

2
s

2n—1 2n+1

2 [sin(Zn —Dx B sin(2n + 1) xl
T

coz lze vyjadfit také nasledovné

! +
2Zn—1 2n

T T

4n? -1’
Rozvoj liché funkce f(x) je ve tvaru

flx) = i b,, sin (n%x)]
n=1

o)

f(x) =sinx = z:(—l)"+1

n=1

n -
m sm(nnx).

Reseni diferencialni rovnice hledame ve tvaru

A oo
y = 70 + Z [A,, cos(2nx) + By, sin(2nx)].

n=1
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Pro derivace této funkce plati

Z [—2nA4,, sin(2nx) + 2nB,, cos(2nx)],

n=1

y'=
y'" = Z[—4n2An cos(2nx) — 4n?B,, sin(2nx)].

n=1

Tyto derivace a rozvoj funkce f(x) dosadime do zadani

z [—4n?A,, cos(2nx) — 4n?B, sin(2nx)] +

n=1

AO N : — N n+1 8n i
9 {7 + Z [4; cos(2nx) + B, sm(an)]} = kzzl(—l) @z =1 sin(2nx).

n=1
Porovnanim koeficientii na levé a pravé strané€ rovnice dostaneme

Ag
92 =0,
2

—4n?A, +94,=0, n=12 ..,

8n

—4n®B, + 9B, = (-1)""! ———,
n n n ( ) 7'[(4"”,2 _ 1)
Resenim této soustavy rovnic jsou koeficienty

8n
m(4n? — 1)(9 — 4n?)’

Ay =0, A, =0, B, = (1)t
Reseni diferencialni rovnice je

8n

n=12,...

n=12,...

y = z:(—l)”+1 T 1)@ — 4 sin(2nx), n=12,..
n=1
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5.2 NereSené priklady

Priklad 1. y"' + 4y = |x|, x € (—1,1),

1 -« 4
- 2n + Dmx/.
5" Z [(2n T DZn = 4 (2n + Demz 05@n + )"x]

n=0

TI'E)

Priklad 2. y"" + 5y’ + 4y = cos x, X € (——

e
y_Zn

+1 2
; D G — D7 + 250714 = D

Priklad 3. y"' + 9y = max{sinx, 0; x € (0, 2m)},
[y —+ —smx + (A, cos3x + B; sin3x) +

2
;(—1)"“ (@ — D@z —9) cos(2nx) |,

kde A3, B3 jsou libovolné konstanty.

K vypracovani této kapitoly byly pouzity zdroje: [9].

S5nsin(2nx) +2(1 — nz)cos(an)].
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ZAVER

Cilem této prace bylo poskytnuti nahledu do problematiky feseni obyc¢ejnych diferencial-
nich rovnic s vyuzitim nekone¢nych fad. Na zacatku byly zminény zakladni pojmy z teorie
diferencialnich rovnic a nekonecénych tad. Praktickd ¢ast pak byla vénovana ptikladim
feSenym i nefeSenym. Nejprve byly uvazovany rozvoje diferencialnich rovnic v fady moc-
ninné, a to konkrétné v fady Maclaurinovy. Kromé podrobného postupu feSeni pomoci
rozvoje byly stru¢né ukdzany i nékteré klasické metody feSeni diferencidlnich rovnic, je-
jichz vysledek pak slouzil k ovéfeni spravnosti feSeni pomoci rozvoje v mocninnou fadu. U
nékterych piiklada se zjistilo, Ze jejich feSeni pomoci tradi¢nich metod (variace konstant,
metoda neurcitych koeficientii nebo tfeba Laplaceova transformace) by bylo krajné obtiz-
né, a proto se znalost rozvoje v mocninnou fadu ukazala jako velmi vyhodna. V posledni
kapitole byly probrany moznosti rozvoje diferencidlnich rovnic v fady Fourierovy, ¢ehoz
se s uspéchem vyuziva u linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s periodickou funkci

na pravé stran¢ rovnice.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 52

SEZNAM POUZITE LITERATURY

[1]

2]

BRONSON, Richard. a Gabriel B. COSTA. Schaum's outlines of differential
equations. 3rd ed. New York: McGraw-Hill, c2006. ISBN 0071456872.

WEIR, Maurice D., Joel. HASS, George B. THOMAS a Ross L. FINNEY. Tho-
mas' calculus. 11th ed., media upgrade. Boston: Pearson Addison Wesley, c2008.
ISBN 032148987x.

DOSLA, Zuzana a Vitézslav NOVAK. Nekonecné rady. Brno: Masarykova uni-
verzita, 1998. ISBN 80-210-1949-2.

KUFNER, Alois a Jan KADLEC. Fourierovy rady. 1. vyd. Praha: Academia,
1969, 346 s.

KAREL REKTORYS A SPOLUPRACOVNICI. Prehled uzité matematiky. 7.
vyd. Praha: Prometheus, 2000. ISBN 8071961795.

RAB, Milo§. Metody reseni obycejnych diferencidlnich rovnic. 3. vyd. Brno: Ma-
sarykova univerzita, 2004. ISBN 8021034165.

KALAS, Josef a Milo§ RAB. Obycejné diferencidlni rovnice. Vyd. 2. Brno: Ma-
sarykova univerzita, 2001. ISBN 80-210-2589-1.

REZNICKOVA, Jana. Diferencidlni rovnice [online]. Zlin, 2015 [cit. 2017-05-
16]. Dostupné z: http://vyuka.fai.utb.cz/

HRABALOVA, Jana. Reseni obycejnych diferencidlnich rovnic metodou neko-
necnych rad. Brno, 2008. Bakalafska prace. Vysoké u€eni technické v Brn¢, Fa-

kulta strojniho inzenyrstvi.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

53

SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

DR Diferencidlni rovnice.

PDR  Parcidlni diferencialni rovnice.
ODR  Obycejna diferencialni rovnice.
resp.  Respektive.

napt.  Napiiklad.

IK Interval konvergence.

OK Obor konvergence.

OAK  Obor absolutni konvergence.

R MnozZina vSech realnych ¢isel.

N MnozZina vSech pfirozenych Cisel.
€ Prvek mnoZiny.

U Sjednoceni.

Ekvivalentné rovno.

* Nerovna se.
Z Suma.

f Integral.
¢ Derivace.

lim Limita.



