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ABSTRAKT

Bakalatska prace bude slouzit jako ptirucka pro noveé upravené predméty matematiky
na Fakult¢ aplikované informatiky, Fakult¢ managementu a ekonomiky a na Fakulté
technologické s feSenymi ptiklady z aplikaci matematiky v bezpe¢nostnich a ekonomickych
oborech s vyuzitim Matlabu a Excelu pro studenty 1. ro¢niki na Univerzit¢ Tomase Bati
ve Zlin€. Prace ma spojenou teoretickou a praktickou ¢ast. V prvni ¢asti prace jsou feSeny
zakladni matematické vyrazy a operace z linearni algebry. Nasledujici cast obsahuje
problematiku diferencialniho poctu funkci jedné proménné a v zavérecné Casti integralni
pocet funkci jedné proménné. Cilem této prace je aplikovat matematickou teorii do prakticky
formulovanych pfikladi a ukézek. Vysledkem je ptirucka, kterd doplni aktudlni vyukové

prostfedky pouZzivané vedoucim prace v uvedenych pfedmétech.

Klicova slova: Maticové operace, Leontiefova matice, Diferencialni pocet, Integralni pocet,

Bezpecnost, Ekonomie, Kaskadovy efekt, Kriticka infrastruktura

ABSTRACT

The bachelor thesis will be used as a manual for new Mathematics EI
and Mathematics EII subjects on Faculty of Management and Economy and Faculty
of Technology with solved samples from the application of mathematics in security
and economics with the use of Matlab and Excel for students of the first year at the Tomas
Bata University in Zlin. The theoretical and practical parts of the thesis are connected.
The first part consists of basic mathematical expressions and operations from linear algebra.
Next part contains problematics of the differential calculus of functions of one variable
and in the last part, we can see the integral calculus of functions of one variable. An objective
is to apply theoretical mathematics into practically formulated examples. The result is
the manual which fills in actual teaching resources used by the supervisor of subjects

mentioned above.

Keywords: Matrix operations, Leontief’s matrix, Differential calculus, Integral calculus,

Security, Economics, Cascade effect, Critical infrastructure
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UvVOoD

Predmét matematika ma v bezpecnostnich a ekonomickych oborech velké uplatnéni.
VétSina studentll si ovSem neumi jeji aplikaci piedstavit a neni mnoho materiald,
které by tyto feSené aplikace obsahovaly vcelku. Zatim neexistuji takto zpracované
podptirné materidly pro nové upravené predméty matematiky na Fakulté aplikované
informatiky, jako je naptiklad Matematicky seminaf, Matematicka analyza, Diferencialni
rovnice, Numerické metody a statistika, na Fakulté¢ managementu a ekonomiky Matematika
El, Matematika EII, na Fakulté technologick¢ Matematika I, Matematika II, Matematika II
a na Fakulté logistiky a krizového fizeni, Matematika I, Matematika II, a to v prezenc¢ni
i kombinované formé studia. Proto jsou v této praci nazorné ukazany jednotlivé aplikace
matematiky na feSenych praktickych piikladech. Priklady jsou sefazeny podle osnov
pro vétsinu uvedenych predméti. Prace ma spojenou teoretickou a praktickou ¢ast z toho

divodu, aby byla teorie 1€pe pochopena piimo v dané ¢asti feSeného ptikladu.

Cilem této prace je tedy predvést praktické uplatnéni matematiky formou
elektronické piirucky pro vyse uvedené predméty studentiim prvnich ro¢nikd Univerzity
Tomase Bati ve Zling. Jedna se o sestaveni a formulaci nekomplikovanych motiva¢nich
ptikladd s aplikacemi matematiky v bezpecnostnich a ekonomickych oborech s podrobné
rozpracovanym postupem jejich feseni. Tato prace doplni jiz pouzivané vyukové materialy
a bude zvefejnéna na serveru Moodle. Hlavnim cilem je tedy ukéazat studentim praktické

vyuziti matematiky v bezpecnostnich a ekonomickych oborech.

Prace je Clenéna do tii hlavnich kapitol. V prvni ¢asti se nachazi problematika
zakladnich matematickych vyrazi a operaci z linearni algebry. Do této ¢asti patii maticoveé
operace, jako napftiklad aplikace produkéni matice pro vypocet produkce vyrobku pii Gplné
spoteb€ surovin, inverzni matice v tloze o produkci vyrobkl za Uplné spotieby surovin
a aplikace inverznich matic pfi Sifrovani a deSifrovani v kryptologii. Dale sem patii vyuziti
Leontiefovy technologické matice v dodavatelsko-odbératelskych vztazich a feSeni soustavy
linearnich rovnic aplikovanych pfi fizeni bezpecnosti a plynulosti dopravy. V této casti
se také nachdzi fteSeny piiklad na vypocet a vyhodnoceni kaskaddového efektu

v bezpecnostnim managementu a krizovém fizeni.

Druha cast se zabyva diferencidlnim poctem funkci jedné proménné. Napiiklad
jeho aplikaci k feSeni extremalni tlohy o vypoc¢tu maximalniho zisku nebo optimalizaci

vzdalenosti pro sniméni svislého obrazu pod maximalnim uhlem. Zavére¢na kapitola
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obsahuje integralni pocet funkci jedné proménné aplikovany k vypoctu spotiebitelského

a podnikatelského prebytku.

Po ptecteni této prace by mél mit ¢tenat dokonalejsi predstavu o moznostech vyuziti
zajimavych aplikaci matematiky v bezpec¢nostnich a ekonomickych oborech. Protoze je tato
prace psana z pohledu studenta, véfim, Ze je v ni vSe potfebné srozumitelnou a logickou

formou vysvétleno i pro samostudium.
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I. TEORETICKA A PRAKTICKA CAST
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1 LINEARNI ALGEBRA

1.1 Piiklad 1 — Pojem produkc¢ni matice a vypocet produkce vyrobki
feSenim systému linearnich rovnic

Aplikace produkcni matice na vypocet produkce vyrobki pri #plné spotiebé surovin,

zname-li produkcni matici reprezentujici linedrni produkcéni model této vyroby

Firma vyrabi dva vyrobky V; a V, ze surovin S; a S,, jejichZ spotieba na jednotkova

mnozstvi je ddna produkéni matici A
1 5\ S
A<z 4 s
3 4/ 5,
v, V,
Prvni sloupec matice A interpretujeme tak, Ze na vyrobu 1 kusu (obecnéji jedné mérné
jednotky) vyrobku V; se spotifebuje surovina S;, resp. S, v hodnoté 1, resp. 3 ménovych

jednotek. Matice A popisuje tedy zobrazeni mezi spotiebovanymi vstupy S;, S, a vystupy

Vi, V5, které schematicky zndzornime takto:

S A "4

Obr. 1 Vztah mezi surovinami S a vyrobky V,

definovany produkéni matici A

Firma ma od dodavatele v daném roce smluvné zajisténo 1 400 jednotek suroviny S; a 2 000
jednotek suroviny S,.
1. Zjistéte, zda je mozné, aby firma urcila pocty kusi k;, resp. k, vyrobka V;, resp. V5,
pfi nichZ jsou spotfebovany vSechny nasmlouvané suroviny.
2. Jak dopadne vyroba, pfi niz by bylo danym produkénim modelem zpracovano jen

950 jednotek suroviny S;, resp. 650 jednotek suroviny S,, kterd je uz firmé
k dispozici v jejim skladu.[]

RESENI:
Ad 1. Definujme si ,,vstupni‘ vektor ze surovinovych polozek

% = (1 400, 2 000) (1)
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a zkoumejme zménu jeho soufadnic, vyjadiime-li jej jako linearni kombinaci jistych vektort

a19 aZ
X =kyd; + kyd,, (2)

kde realny koeficient k4, resp. k, urcuje pocet mérnych jednotek (zde kust) vyrobku V;,
resp. V, a vektory d, = (1, 3), d,= (5, 4) jsou postupné tvoteny sloupci produkéni matice A.

Od soufadnicového tvaru ,,vstupniho* vektoru X z (1) vzhledem ke standardni bazi
89 = (élr é)2> = ((1I O)r (01 1))7 (3)

ktery svymi soufadnicemi v (1) definuje spotfebu surovin, je n&kdy ucelné pfejit
k jeho semikartézskému tvaru, v némz je vyjadien linearni kombinaci ve vychozi standardni

bazi Be z (3). Plati
% = (1400,2 000)5, = 14008, + 20008, = 1400 - (1,0) + 2000 - (0,1) =
= (1400,0) + (0,2 000) = (1 400, 2 000),

odkud je ziejmé, ze pouze ve standardni bazi jsou soufadnice libovolného vektoru stejné,
jako jsou jim odpovidajici koeficienty ptislusné linedrni kombinace. ProtoZe nase vektory
d,, d, ze sloupciti matice A jsou linedrné nezavislé, je jimi definovana dalsi baze B (jedna

z nekone¢né mnoha moznych)
(61'62) = <(1, 3)' (51 4)) =: Ba (4)

v redlném aritmetickém vektorovém prostoru R* dimenze 2, takze skaldry k,, k, jsou

uréeny jednoznacné a vyjadiuji nové ,,vystupni* soufadnice vektoru X v bazi Ba.

Dosazenim do vektorové rovnice (2) a jejim rozepsanim po souradnicich méme postupné
(1400, 2 000) = ky(1,3) + ky(5, 4)
1400 = ky + 5k, (5)
2 000 = 3k, + 4k,

Resenim této soustavy linearnich rovnic je k; = 400, k, = 200 neboli vektor FeSeni
(k1, k;) = (400, 200). Tento ,,vystupni® ,,vyrobni“ vektor feSeni (detailnéji o tom az
v ptikladu 2) Ize podrobnéji zapsat v bazi B takto

J?Ba = (kll kZ)Ba = (400, 200)3a7
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takze tento vektor svymi vypocitanymi soufadnicemi v bazi B ktera je definovana sloupci

produkéni matice A, ustanovuje vyrobit 400 jednotek (kust) vyrobku V; a 200 jednotek

vyrobku V,, pfi€emz je zaru€eno Uplné spotfebovani nasmlouvanych surovin.

Vsimnéme si jeste, ze plati maticovd rovnice s (netradicéné) iadkovymi vektory

(1400,2 000) =| %5, = 5 - AT| = (400, 200) - (; Z) (6)

Ad2. Vyrobni proces podle daného modelu pro uplné zpracovani pouze
z uskladnénych surovin §;, resp. S, v mnozstvi 950, resp. 650 jednotek nemuze nastat,
protoze pravé jedno vyjadfeni ,,vstupniho* vektoru ¥° = (950, 650) by potom v bazi B~ mélo
(jak se lze snadno ptesvédcCit vyfresenim analogického systému linedrnich rovnic jako je (5))
,Vystupni* tvar

£§a= (—50,200)p,,

ve kterém zaporny pocet k; = —50 jednotek vyrobku V; neodpovida realité, piicemz
zaroven kazda odlisna linearni kombinace k,d,+ k,d, by vedla k jinému vektoru, nez je

pozadovany ,,vstupni‘ vektor (950, 650). [1] [2]

1.2 Priklad 2 — Vypo¢et produkce vyrobki aplikaci inverzni matice

k produkéni matici

Aplikace inverzni matice A7 piislus$né k produkcéni matici A na eSeni maticové rovnice
popisuji tlohu o produkci vyrobki za #plné spotieby surovin, ktera byla formulovana

v prikladu 1, a ktera nyni bude reprezentovat linedrni produkcéni model

Ptreformulujte priklad 1 o produkci vyrobki V;, V, ze surovin Sy, S5, kdy byla dana

¢tvercova produkéni matice A, do maticové rovnice
S=A"V, (1)

ve které S, resp. V, bude dana matice spotieby, resp. hledana matice vyroby. [l

Poznamka Kk teorii

Vptikladu 1 o produkci vyrobkid V;, V, pfi uplné spotiebé nakladovych

surovinovych polozek S;, S, byla uvazovana produkcéni matice étvercova a typu 2 x 2

a=( ) g
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kterd, jak je ziejmé, je reguldrni, tj. det A= —11 # 0, takze maticova rovnice (1) ma jediné
feSeni
V=AT"-8S. (3)

Obecné vSak matice nemusi byt ¢tvercova, tedy je obdélnikova typu m x n, kdy ma m tadka
a n sloupctl. V tom piipad¢€ rovnice (1) popisuje situaci, kdy se vSechny nakladové polozky
surovin Sy,..., S;,..., S, (kde nize uvedeny prvek s; udava pocet spottebovanych jednotek

polozky §;, takZe t€mito prvky mizeme definovat matici — vektor spotieby)

S1 S1
s=| % | s 4
Sm/ S
Gplné spotfebuji na produkei n vyrobki Vs,..., Vj, ..., V, kde nize uvedeny prvek v; udava

pocet mérnych jednotek vyrobku V;, takZe témito prvky definujeme matici (vektor) vyroby

V1 Vi
v=| v | Y (5)
vy V,

a plati pak (1), kterd je matematickym modelem ekonomického linearniho produkéniho
modelu s matici A= (a;;) i= 1,2, ...,m; j =1, 2, ..., n. Jeji prvek a;; pak uddvda spotiebu
polozky S; na produkci jedné mérné jednotky vyrobku V;. Jeji j-ty sloupec (jak uz vime
z piikladu 1) vyjadiuje to, ze k vyrobé jedné mérné jednotky vyrobku V; se spotiebuje a, ;

ndkladové poloZky (suroviny) S; atd. az a,,; nakladové poloZky Sy,.

Zavérem poznamenejme, ze soucet prvkl vi-tém tadku a; + a; + -+ ay, vyjadiuje

spotiebu poloZky S; na jistou matici (vektor) vyroby s prvky normovanymi na jednotky

(jednotkové ceny)
1\ "
Ve[ 1) 2 6)
1/ v,

takze pak k celé produkci reprezentované matici vyroby V z (5) se spotiebuje nakladova
polozka §; vpoctu s; spotfebovanych mérnych jednotek, které jsou dany linedrni

kombinaci hodnot v4, ..., v, s koeficienty a;q, ..., a;,, kdy plati
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Si = AV + AUzt + Aipln. (7
RESENI:
Podle prikladu 1, kde jsme vSak pouzivali fadkové vektory, mliZzeme tam feSenou soustavu
linearnich rovnic, kterd byla oznacena (5) a obsahovala zadany vektor X, matici A a hledany

vektor o slozkach k; a k,, pfepsat do maticové rovnice (1) se standardné pouzivanymi

sloupcovymi vektory takto

S=A-V kie S == (1 400) v:ﬁ=(,’jl), ®)
2
takze vyjdeme z rovnice
1400\ _ (1 5\, kl)
(2 000) B (3 4) (kz ’ ©)
neboli
X=A"7, (10)

ze které ziskame hledany vyrobni vektor zndAmymi maticovymi operacemi

p=ATE= e atg=— (0 ) (o) = Gog) (D

Poznamenejme pro zajimavost, ze pokud bychom pouzili fadkové vektory X, (kq, ky) = ¥
jako v ptikladu 1, museli bychom vektorové maticovou rovnici (10) psat kvili existenci

proveditelnosti nasobeni matic v jiném potadi vektoru a matice a také zdejsi sloupcové

vektory X, ¥ transponovat na fadkové X7, BT, Pak by analogicky platilo
AT =37 A (10%)
.l_]’T: "T_A-']l (11*)

[1]12]

1.3 Priklad 3 — Vypocet a vyhodnoceni kaskadového efektu
v bezpeénostnim managementu a krizovém rizeni
Aplikace maticového poctu na oblast bezpecnostniho managementu a krizového rizeni,

kdy je provadén vypocet a hodnoceni kaskddového efektu ve vybranych pododvétvich

kritické infrastruktury pri zadané tabulce souvztaznosti
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V disledku blackoutu (anglicky termin pro rozsadhlé vypadky elektrické energie)
doslo k 15 % vypadku elektrické energie pro Ceskou republiku. Vychazi se z nasledujici
tabulky 11-ti vybranych pododvétvi kritické infrastruktury (zaZeny vybér), ktera je vyplnéna
podle souvztaznosti (vzajemného ovliviiovani se) jednotlivych pododvétvi a ktera byla
vytvofena v ramci vyzkumnych ukolt Fakulty aplikované informatiky Univerzity Tomase
Bati ve Zlin¢. Vypocitejte kaskddovy efekt, tj. jaké budou nésledky ovlivnéni stanovenych
pododvétvi kritické infrastruktury pii uvedeném vypadku elektrické energie, vyuzijete-li

k tomu maticovy pocet pro stanoveni prvnich ¢tyf kaskad. [

Poznamka

Kriticka infrastruktura  tvofti ji takové prvky nebo systémy prvki (v nasem piipadé
jednotliva pododvétvi), ze pokud by doslo k naruseni jejich
funkce, mélo by to kriticky dopad na cely systém, napft.
na bezpecnost statu, ekonomiku statu atd.

Synergicky efekt jednd se o soucinnost (souvztaznost) vice prvkd daného

systétmu, piiCemZ symnergismus znamena, ze dochazi

k zesilovani u€inki pii vzajemném ovliviiovani.

Kaskadovy efekt (neboli domino efekt) =znamena moZnost zvySeni
pravdépodobnosti vzniku nebo ndsledk zavazné havarie v

dasledku vzajemnych vztaht jednotlivych pododvétvi.
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RESENI:

Tab. 1 Tabulka souvztaznosti jednotlivych pododvétvi kritické infrastruktury

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Pododvétvi P;

E 7ZP | RRP | VH RV v PV SD 7D LD | VVD

1. Elektricka

energie X 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
2. Zemni plyn 1 X 1 0 0 1 1 0 0 0 0
3. Ropaa

ropné 1 1 X 0 1 1 1 1 1 1 1
produkty
4. Vodni

hospodarstvi 1 0 0 X 1 1 1 0 0 0 1
5. Rostlinnd olo o | 1| x| 1] 1]lolololo
vyroba
6. Zivocisna ol ool 1|1 | x| 1]lolololo
vyroba
7. Potrav.

vjroba 0 0 0 1 1 1 X 0 0 0 0
8. Silni¢ni

doprava 1 0 1 1 1 1 1 X 1 0 0
Podeemital b L b x| o |
oprava
10- Leteckd ololololololol|l 1|1 ]x]o
oprava
11. Vnitrozem.

vodni 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 X
doprava

Vyznam hodnot z pfedchozi tabulky:

1

existuje moznost, Ze pododvétvi P; ovlivni pododvétvi P; (kde i oznacuje
Cislo fadku a j Cislo sloupce) neboli pododvétvi P; je ovlivitovano

pododvétvim P;

neexistuje moznost, ze pododvétvi P; ovlivni pododvétvi P; (kde i

oznacuje Cislo fadku a j ¢islo sloupce)

prusecik stejnych pododvétvi, P;; = X (pododvétvi neovliviluje samo

sebe; pozd¢ji za kiizek pro dalsi vypocty dosadime nuly)




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 18

Uvedena tabulka neni symetrickd, nebot’ napf. vypadek elektrické energie ovlivni
potravinaiskou vyrobu, ale v opatném piipad¢ pii zastaveni nebo omezeni potravinarské

vyroby nedojde k ovlivnéni elektrické energie.

Pro dalsi postup pievedeme tuto tabulku na matici souvztaznosti Ao

A=

RPORROOORRERX
OCOROOOCDOOR X M
P ORPRPROOOOX R
RPORRRPRRLRRERLXOOO
OCORRRRXRROO
CORRRXRFRRRRRE
CORRXRRRRRRER
OR PR X OOOOROR
PR X RPROOOOROR
OXOOOOoOOORrROR
XOrooooORrRrRrROoOo

Nejprve musime vypocitat tzv. koeficient aktivity KAp, i-t¢ho pododvétvi, ktery vlastné

vyjadiuje relativni Cetnost vyskytu jednicek v i-tém fadku matice Ao

KAp, = % k=12 ..,11, kde P, Z X,
kde ve vzorci je:
P, soucet Cisel 1 v jednotlivych Ffadcich matice Ao
X celkovy pocet pododvétvi (ve vzorci odecitdme 1, nebot odvétvi samo

sebe neovliviiuje).

Dale analogicky vypocitame tzv. koeficient pasivity pododvétvi K PP]., ktery vyjadri, jak je

odvétvi v j-tém sloupci ovlivnéno ostatnimi odvétvimi.
KPp, =201, 1=1,2,..,11, kde P, % X,

kde ve vzorci je:

P, soucet Cisel 1 v jednotlivych sloupcich matice Ao.

Po provedeni vypocti vech KAp, a KPp, ziskame nasledujici tabulku:
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Tab. 2 Tabulka koeficienti aktivity a koeficientl pasivity

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
KAp; | 0,70 | 0,40 | 0,90 | 0,50 | 0,30 | 0,30 | 0,30 | 0,70 | 0,90 | 0,20 | 0,40
KPp; | 0,60 | 0,30 | 0,50 | 0,60 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,40 | 0,50 | 0,20 | 0,30

Prvky P;; matice souvztaZnosti Ao, které jsou rovny 1, zaménime za tzv. koeficient pFenosu

P;j, jenz je stfedni hodnotou (aritmetickym primérem) koeficientt KAp, jednoho

pododvétvi a K Pp]. druhého pododvétvi (kiizky v tabulce az nyni nahradime nulami), a tim

dodefinujeme koeficienty pfenosu P;; na hlavni diagonale. Plati implikace

(kap;+ Kppj)
Pij =1 =>Pij==f'

Posledni vzorec Cteme: ,,P;; je z definice rovno®. Hodnoty zapiSeme do nasledujici tabulky

koeficientl pfenosu.

Tab. 3 Tabulka koeficientl pfenosu

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Pododvétvi E ZP | RRP | VH RV v PV SD 7D LD | VVD | KAPi

1. Elektricka 0 |05 060 0 | 0 |075]075]055]|060]045| 0 |0,70
energie

2. Zemniplyn 0,50 0 0,45 0 0 0,60 | 0,60 0 0 0 0 0,40

3. Ropaaropné

0,75 | 0,60 0 0 0,75 | 0,85 | 0,85 | 0,65 | 0,70 | 0,55 | 0,60 | 0,90
produkty

4. Vodni

cy a s 0,55 0 0 0 0,55 | 0,65 | 0,65 0 0 0 0,40 | 0,50
hospodafrstvi

5. Rostlinna

. 0 0 0 0,45 0 0,55 | 0,55 0 0 0 0 0,30
vyroba

6. Zivoctiéna

, 0 0 0 0,45 | 0,45 0 0,55 0 0 0 0 0,30
vyroba

7. Potrav. vyroba 0 0 0 0,45 | 0,45 | 0,55 0 0 0 0 0 0,30

8. Silnicni

0,65 0 0,60 | 0,65 | 0,65 | 0,75 | 0,75 0 0,60 0 0 0,70
doprava

9. Zelezniéni

0,75 | 0,60 | 0,70 | 0,75 | 0,75 | 0,85 | 0,85 | 0,65 0 0 0,60 | 0,90
doprava

10. Letecka

0 0 0 0 0 0 0 0,30 | 0,35 0 0 0,20
doprava

11. Vnitrozem.

. 0,50 0 0,45 | 0,50 0 0 0 0 0,45 0 0 0,40
vodni doprava

KPPj 0,60 | 0,30 | 0,50 | 0,60 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,40 | 0,50 | 0,20 | 0,30
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Hodnoty tabulky koeficientii P;; pfenosu musime nyni transponovat (,,pteklopit® kolem

hlavni diagondly), atimto transponovdinim znidmym z algebry definujeme hodnoty

(transponované) matice A koeficientli pfenosu.
Pro jeji prvky a;; plati
al-j== le‘ .

0 050 075 055 O 0 0 065 0,75
050 0 060 O 0 0 0 0 0,60
0,60 045 0 0 0 0 0 060 070

0 0 0 0 045 045 045 065 0,75

0 0 075 055 0 045 045 065 0,75
A=(075 060 085 065 055 0 055 0,75 0,85

SO WwWoOoOoOoooOoOOo
o

0,75 0,60 085 0,65 055 055 0 0,75 0,85 0
055> 0 065 O 0 0 0 0 065 030 O
060 0 070 O 0 0 0 060 0 035 045
045 0 055 O 0 0 0 0 0 0
0 0 060 040 O 0 0 0 060 0

Vytvotime matici ovlivnéni (blackoutem) B, ktera reprezentuje 15% vypadek elektrické

energie

€3]

=015 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 OT.

W
Il
cCoocococoococoo0OoOR

Matici prvniho vysledku ovlivnéni Vv prvni kaskddé ziskame jako soucin matic Aa B
Vi=A-B=
=(0 0,075 0,09 0 0 0,113 0,113 0,083 0,090 0,068 0)T.

Pii dal$im nasobeni matice A vypocitanym vysledkem ovlivnéni V7 se budeme dostavat

do dalsich kaskad
Vo=A-V; =
= (0,226 0,108 0,146 0,222 0,290 0,322 0,322 0,137 0,136 0,050 0,108)T.
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To provedeme jesté pro tieti
Vi=A-V; =
=(0,531 0,282 0,411 0,665 0,713 1,058 1,058 0,323 0,386 0,182 0,258)7T,

a Ctvrtou kaskadu
Vi=A-V; =
= (1,444 0,744 1,026 1,902 2,126 2,894 2,894 0,865 0,980 0,465 0,744)7T.
Pokud bychom studovali synergicky efekt pro prvni kaskadu, pak bychom misto matice V;
pocitali matici 81 prvniho stupné synergie
S;1=A-B+B=(A+E)-B.

Dostaneme vyslednou tabulku ¢ty kaskdd vysledkii ovlivnéni. Kaskdda vyjadiuje
skutecnost, kdy pii vypadku (i ¢astecném) jednoho pododvétvi se zaCnou ovliviiovat dalsi
pododvétvi stanoveného systému kritické infrastruktury. Hodnoty v kaskadé lze tedy
interpretovat jako miru degradace funkce pododvétvi.

Tab. 4 Tabulka posloupnosti Ctyi kaskad

1. Kaskada | 2. Kaskada | 3. Kaskada | 4. Kaskada
0,000 0,226 0,531 1,444
0,075 0,108 0,282 0,744
0,090 0,146 0,411 1,026
0,000 0,222 0,665 1,902
0,000 0,290 0,713 2,126
0,113 0,322 1,058 2,894
0,113 0,322 1,058 2,894
0,083 0,137 0,323 0,865
0,090 0,136 0,386 0,980
0,068 0,050 0,182 0,465
0,000 0,108 0,258 0,744
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Z kaskad mlizeme vytvofit ndsledujici 2D a 3D grafy.

3.0
2.5
2.0
1.5

1.0

) I I I ‘ ‘
0.0 u I || I | | [ | u I | I ] I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B 1. Kaskadda 2. Kaskada  ® 3. Kaskada 4. Kaskada

Obr. 2 Vysledky kaskady pti 15% vypadku elektiiny zobrazené 2D grafem (sloupcovy graf)

V predeslém grafu celkem u ¢tyf pododvétvi vidime jen 3 sloupce v 1. kaskadé, nebot’

obsahovala ¢tyfi nulové hodnoty.

29

25
20
15

10

03
01

N
m0,0-0,1 0,1-0,3 ®m0,3-1,0 m1,0-1,5 »1,5-2,0 m2,0-25 m25-29 v

Obr. 3 Vysledky kaskady pii 15% vypadku elektfiny zobrazené 3D grafem (prostorovy
povrchovy graf)
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Poznamka na zavér

Z tabulky kaskad je zfejmé, Ze s vyjimkou poklesu po sobé jdoucich hodnot mezi 1. a 2.
kaskadou v 10. pododvétvi (v letecké doprave) z hodnoty 0,068 na 0,050 vSude jinde
hodnoty ovlivnéni v kazdém pododvétvi v nasledujici kaskadé rostou. Dochazi tak zde
k zesilovani 0¢inkt vzdjemného meziodvétvového ovliviiovani v disledku vypadku

elektrické energie v 1. pododvétvi, kde je vyradbéna.

Dale je ziejmé, Ze dopady kaskddového efektu se maximdélni degradaci projevily
v pododveétvi zivodisné a v pododvétvi potravinaiské vyroby a minimalni degradaci u jiz
zminéné letecké dopravy. Uvedend pododvétvi zahrnujeme do pododvétvi s nejvetsi

zranitelnosti.

Vychozi tabulka souvztaznosti jednotlivych pododvétvi kritické infrastruktury tedy vede
k vysledkim, které nejsou v zasadnim rozporu s o¢ekdvanymi disledky v realném prostiedi.
Je proto vhodna jako vychozi model dalSich podrobnéjsich analyz v této strategicky dilezité

problematice. [2][3][4][5]

Z vypoctl jednotlivych kaskad miizeme odvodit obecny rekurentni (redukéni) vzorec matice

vysledku ovlivnéni V, pro n-tou kaskadu

Vo=A" Vs, n=234,.,
kde

Vi=A"-B,
nebo explicitni vzorec

V,=A"-B pro n=1273,...
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1.4 Priklad 4 — Regulace plynulosti a bezpecnosti silni¢ni dopravy

Aplikace parametrického tvaru feSeni soustavy linedrnich rovnic k vypoctu maximalni
frekvence na regulovaném useku sité silni¢ni dopravy, tvorené ¢tyimi uzly, jako
nutného prvku jeji plynulosti a bezpecnosti pii splnéni pozadovanych frekvenci

dopravy na dvou odvadécich komunikacich

Pozadovana frekvence sité silnicni dopravy je dana nasledujicim obrazkem,

Xq

300 200
O O
Xy X3
100 © X4 O 200

Obr. 4 Reseni plynulosti dopravy

znéjZ je ziejmé, ze chceme mit na dvou (paralelnich) odvadécich komunikacich stejné
zatizeni ve vysi frekvence 200 aut za minutu. Jaké jsou frekvence na komunikacich
X1, X3, X4, kdyZ pozadujeme, aby na x5 byla aktualn¢ regulovana frekvence na hodnot¢ pouze
60 aut za minutu a zaroven se ptame, jaké maximalni mozné frekvence lze na regulované

komunikaci x3 viibec dosdhnout pfi podminkach danych dopravnim diagramem.Z]

RESENI:
Soustava linearnich rovnic pfifazend uzlim ma tvar
X1 +x, =300
100 +x, = x4
X3 + x4 = 200
200 + x3 = x4.

Ekvivalentni elementarni (fadkové) upravy rozsifené matice soustavy spolu s Gaussovou

eliminaci postupné¢ davaji jeji ndsledujici redukovany fadkovy schodovy tvar matice
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11 0 0 300 11 0 0 300
01 0 -1 —100—l (0 1 0 -1 =100 }-(=1)
0 0 1 1 200 0 0 1 1 200
10 -1 O 200/- (=1 011 0 100/«
11 0 0 300
~ (0 1 0 -1 —100)
0 0 1 1 200

a odtud zpétnym dosazovanim do této redukované soustavy rovnic pii volbé neznamé x3
za parametr ¢ a také za pozadavku, aby hodnoty frekvenci byly nezaporné, dostdvame
postupné vztahy

X3 = t = 0

x,=200—t=0=1¢t<200

x, =100—t>0=1¢t <100

x, =200+t=>0.

KdyZz tedy pro vSechny ptipustné hodnoty regulované frekvence x; < 100 dosadime
aktualné pozadovanou regulovanou frekvenci x3 = 60 aut za minutu (jde podle Rouché-
Capelli Frobeniovy véty o partikularni feSeni znekoneéné mnoha moznych feSeni),

dostaneme zpétnym dosazovanim vysledné optimalizované frekvence
x1 = 260; x, = 40; x5 = 60; x, = 140,

kterymi je zajiSténa plynulost a bezpecnost dopravy ve sledovaném tseku. [1][2]

1.5 Priklad 5 — Vypocet minimalni produkce k zaruceni navratnosti

investi¢nich nakladu

Aplikace maticového poctu k vypoctu minimadlni produkce nutné k zaruceni navratnosti

investi¢nich nakladi

Firma V investovala 2 478 000,- € do novych technologii, ur¢enych pro vyrobu dvou
vyrobkll V; a V,. K vyrobé vyrobku V; nakupuje polotovar P; a k vyrobé vyrobku V,
polotovar P, od dodavatelské spolecnosti P, kterd investovala 26 400,- € do technologii
pro vyrobu polotovard. Z dodavky polotovaru P; pro vyrobu jednoho vyrobku V; ma
spolecnost P ¢isty zisk 3,- € a z dodavky polotovaru P, pro vyrobu jednoho vyrobku V,
Cisty zisk 4,- €. Firma V ma z prodeje jednoho vyrobku V; Cisty zisk 240,- € a z prodeje
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jednoho vyrobku V, Cisty zisk 420,- €. Pti jaké minimalni produkci se firm¢ a spole¢nosti
sou¢asné vrati vlozené investice? [

RESENT:

Zisk firmy V a spolecnosti P z prodeje jednoho vyrobku V; resp. z jednoho vyrobku V,
muzeme popsat matici

A=(24g 422) g_

W
Necht’ matice

2478 000y V
B:( 26400)P

udava svymi prvky vlozené investice firmou V' a spolecnosti P a necht’ neznama matice
_ X1 Vl
X - (xz) VZ
urcuje prvkem x; pocet vyrobkl V; a prvkem x, pocet vyrobkl V5, jejichZ prodej zabezpeci

soucasny navrat investice. Matici X dostaneme feSenim maticové rovnice

A-X=B.
ProtoZe determinant |A| = —300 je nenulovy, ma dand rovnice jediné feSeni ve tvaru
ad.m_ 1 (4 —420\ (2478000\ _ (3920\ V4
X=A"B==35 (—3 240) ( 26 400) B (3 660) V2

Minimalni produkce pokryvajici soucasné investi¢ni naklady ptedstavuje 3 920 vyrobkl V;

a 3 660 vyrobki V,. [1][2][6]

1.6 P¥iklad 6 — Sifrovani a deSifrovani zpravy uZitim maticového poétu

Aplikace reguldrni matice a matice k ni inverzni v kryptologii k Sifrovani a deSifrovani

utajené zpravy

Pomoci zvolené Sifrovaci (regularni) matice 5x5 (jedna se o kli¢, ktery musi znat obé€ strany)

/21211\
211 2 1
A=|0 0 1 0 1]
11121/
21 2 1 2
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zaSifrujte zpravu, kterou odesle odesilatel ptijemci jako prvni ¢ast citatu z antiky
KDE NEN{ VINA,
ktery si ma piijemce vyhledat a pokracovani citatu zpét zasifrované poslat odesilateli.

Zpravu zaSifrujte pomoci posloupnosti Cisel od 0 do 34. Jednoznacnd interpretace
mezi ¢iselnou a textovou formou zpravy je zaruCena regularnosti Sifrovaci matice A,

ktera kazdé matici X, odpovidajici odeslané zpravé, pfifazuje matici
Y=X"A, ,,yovnice pro Sifrovani * (1)

odpovidajici pfijaté zpravé. Této matici Y jednoznacné piifadi inverzni matice A™! pivodni

matici X pomoci souinu
X=Y Al | rovnice pro desifrovani*  (2)

Zpusobem zalozenym na tomto principu se Sifrovalo v poloving 20. stoleti a vy takto mizete

definovat Sifrovani pottebnych znakt citatu podle nasledujici tabulky:

Tab. 5 Kdédovaci tabulka

0=— 9=1 18=R 27=A
1=A 10=7J 19=5 28=E
2=B 11=K 20=T 29 =1
3=C 12=L 21=U 30=0
4=D 13=M 2=V 31=U
5=E 14=N 23=W 32 =,
6=F 15=0 24=X 33 =(
7=G 16=P 25=Y 34 =)
8=H 17=Q 26=27

=

RESENI:

Prvni cCasti citatu v 1. fadku odpovidd posloupnost ¢isel (pro neviditelny znak pouzijeme

pomlcku), uvedena v nasledujici tabulce

Tab. 6 Pfifazovaci tabulka 1

K| D|E|-|N|E|N| T | -]V |IT|N|A]|,
11| 4] 5 14 ] 5 |14 ] 29 2212914 1 | 32

o
o
=N

Tuto posloupnost zapiSeme do matice X s péti sloupci (pocet tadkil je ptizpiisoben délce

zpravy, kdy posledni tfadek (zda je nutné) doplnime nulami, které odpovidaji znaku —
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pro mezeru). Matice X tedy bude typu 3x5. Dosazenim do rovnice (1) obdrzime matici Y,

ve které je zasifrovana dana zprava.

2 1 2 1 1
1145014/21121\ 58 29 59 33 48
Y=X-A:(5 14 29 0 22>-|0 01 0 1|=<82 41 97 55 92).
29 14 1 32 0 111 2 1 118 75 105 121 76
212 1 2

Ptijemce obdrzi zaSifrovanou zpravu ve tvaru posloupnosti ¢isel:
58 29 59 33 48 82 41 97 55 92 118 75 105 121 76.

Z rovnice (1) 1ze (A je regularni matice, nebot’ det A = —1 # 0) vyjadfit matici X

/0 1 0 -1 0\
58 29 59 33 48 0 -3 -3 2 2
X=Y-A"=(82 41 97 55 92) 1 0o 1 o0 -1]=
118 75 105 121 76 0o 1 1 0 -1
-1 0 0 0 1

11 4 5 0 14
= ( 5 14 29 0 22).
29 14 1 32 O
Ptijemce tedy na zaklad¢ této matice X piifadi deSifrované posloupnosti ¢isel odpovidajici

hlasky a prvni ¢ast citatu zni:

Tab. 7 Pfifazovaci tabulka 2

K| D|E|-|N|E|N|T| -]V |IT|N|A|, |-
11| 4|50 |[14] 5 [14|2900 [22]29]14| 1 [32] 0

Piijjemce zpravy si tedy vnékterém zinformacnich zdroji vyhledd odpovéd,
ktera je pokracovanim Euripidova citatu a chce ji odeslat pavodnimu odesilateli zpét
(pod stejnou  Sifrou). Druhé casti citdtu v 1. fadku odpovida posloupnost Ccisel

(pro neviditelny znak pouzijeme pomlcku), uvedena v nasledujici tabulce:

Tab. 8 Pfifazovaci tabulka 3

N|E[N|T|—-|L|A|S|K|Y|=|(|E|U|R|I|P|I|D|E|S|) |—|—|—
14]15[14(29/0[12(27[19/11]25/0(33[5(21/18/9/16/94[5]19]|34

o
o
(=]

Tuto posloupnost zapiSeme do nové matice X typu 5x5. Dosazenim do rovnice (1) obdrzime

novou matici Y, ve které je zaSifrovana dana zprava.
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14 5 14 29 0\ /2 1 2 1 1 67 48 76 82 62

/12 27 19 11 25\ /2 11 2 1\ /139 75 131 113 119
Y=X-A=| 0 33 5 21 18|-/0o 0 1 0 1|=|123 72 95 126 95].

9 16 9 4 s5){1 11 2 1 64 34 57 54 48

19 34 0 0 0o/ \2 121 2 106 53 72 87 53

Piivodni odesilatel obdrzi zasifrovanou zpravu ve tvaru posloupnosti ¢isel

67 48 76 82 62 139 75 131 113 119 123 72 95 126 95 64 34 57 54 48 106 53 72 &7
53.

Z rovnice (1) si nasledné vyjadii matici X

67 48 76 82 62 0 1 0 -1 0
/139 75 131 113 119\ /o -3 -3 2 2\
X=Y-A'=|123 72 95 126 95|:-| 1 o 1 o -1]=
64 34 57 54 48 0 1 1 0 —1/
106 53 72 87 53 -1 0 o0 0 1

14 5 14 29 0
/12 27 19 11 25
=| 0 33 5 21 18|
9 16 9 4 5

19 34 0 0 0

A ztéto posloupnosti ¢isel pfifadi piivodni odesilatel podle vySe uvedeného schématu

odpovidajici hlasky, takze odpovéd’ neboli druha ¢ast citatu zni:

Tab. 9 Pfifazovaci tabulka 4

N|E|N|T|-|L/A|S|K|Y|-|(|E|U|R|I|P|ID|E|S]|) |—|—]|—
14]5]14({29]0|12|27|19|11|25/033|5]21]18]9[16|9 |4

Cely citat tedy zni:
,,JKde neni vina,
neni lasky (Euripides)*

[1I[21[7118]

1.7 Priklad 7 — Vypocet bezeztratové produkce tFi kooperujicich firem
aplikaci Leontiefovy technologické matice
Aplikace maticového poctu s inverzi obsahujici Leontiefovu technologickou matici

k vypoltu bezeztratové celkové produkce systému trFi na sobé dodavatelsko-

odbératelskymi vztahy zavislych firem s externimi odbérateli
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Uzitim Leontiefova ekonomického modelu definovaného jeho technologickou

02 04 01\ F
G= (0.2 0.1 0,3) F, dodavatelé
03 03 01/ F

F, F F

matici tretiho fadu

odbératelé
a s produkei pro tfi externi odbératele (uvadénou v absolutnich ménovych jednotkach — zde
v €), danou matici (vektorem) produkce pro externi odbératele
30 000
H= (10 000> )
20 000

vypocitejte matici (vektor) X hodnot celkové produkce jistych tii firem, jejichz

dodavatelsko-odbératelské vztahy jsou matici G strukturovany. [l
Poznamka k intepretaci Leontiefova (input-output) ekonomického modelu

Americky ekonom ruského plivodu Vasilij Vasiljevi¢ Leontief (Wassily Wassilyevich
Leontief) se v 30. letech 20. stoleti zabyval strukturni analyzou ekonomiky. My pouZijeme
tzv. staticky model, ktery neobsahuje investice, a celkova produkce X se neméni. Tzv.
dynamicky model jiz investice obsahuje, celkova produkce X(7) se v ¢ase  méni a je tieba ji
najit feSenim soustavy linedrnich diferencidalnich rovnic se zadanou, tzv. pocdtecni
podminkou X(0)= Xo, kde Xo vyjadiuje pocdtecni stav produkce. Leontief popsal
prostiedky linearni algebry nékteré ekonomické modely kvantifikujici produkci systému
firem. Pro jednoduchost uvazujeme jen tii firmy F;, F,, F3, pficemz produkce kazdé z nich
je zavisla na produkci ostatnich firem. Kvantitativné mizeme tuto zavislost vyjadfit matici

G typu 3 x 3, kde prvek g;; matice G urCuje produkci firmy F; potiebnou k zabezpeCeni

produkce firmy F; v hodnoté jednoho eura.

Technologickd (Leontiefova technologickd) matice je Ctvercova matice G = (g;;) tadu n,
pro jejiz prvky plati
1. g;; €[0,1]

2. Y¥i9ij<1prokaidéj=1,2,..,n. (Tj. soudet prvkii ve sloupci
nepievysi 1)
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Sloupcovi interpretace matice G vyjadiuje ndakladovost produkce firem. Soucet prvka v j-
tém sloupci se rovna celkovym nakladiim na produkci v hodnoté jednoho eura. Tedy nasi
matici G
02 04 01\ F;
G= (0,2 0,1 0,3) F,
03 03 01/ F;
Fi, F, F
interpretujeme takto:

e firma F; ke své produkci v hodnoté 1,- € potiebuje produkci
od F; v hodnoté 0,2 €
od F, v hodnot¢ 0,2 €
od F5 v hodnot¢ 0,3 €

e firma F, ke své produkci v hodnoté 1,- € potiebuje produkei
od F; v hodnot¢ 0,4 €
od F, v hodnot¢ 0,1 €
od F3 v hodnoté 0,3 €

e firma F; ke své produkci v hodnoté 1,- € potiebuje produkei
od F; v hodnot¢ 0,1 €
od F, v hodnot¢ 0,3 €
od F5 v hodnot¢ 0,1 €

Schematicky miizeme dodavatelsko-odbératelské vztahy vyjadrit nasledujicim obrazkem:

0,1 -
2, (B3 B u
0,3 /

0,2 0,3

A

0,1

Obr. 5 Schéma dodavatelsko-odbératelskych vztahti tfi firem

Rddkovd interpretace matice G — Soucet prvki v i-tém fadku vyjadiuje pozadavek produkce

i-té firmy pro vyrobu ostatnich firem v hodnot¢ 1,- €.
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Jestlize x4, x5, x3 jsou celkové produkce firem F;, F,, F5, (z toho hy, h,, h; pro externi

odbératele), tak tyto moznosti vyjadiime nasledovné
e firma F; produkuje
0,2x; € pro F;
0,4x, € pro F, 0,2x; + 0,4x, + 0,1x3 + hy = x4,
0,1x3 € pro F;
e firma F, produkuje
0,2x, € pro F;
0,1x, € pro F, 0,2x; + 0,1x, + 0,3x3 + hy = x5,
0,3x3 € pro F3
e firma F;5 produkuje
0,3x; € pro F;
0,3x, € pro F, 0,3x; + 0,3x, + 0,1x3 + hy = x3.
0,1x3 € pro F3
Sloupcova interpretace matic G - Naklady firmy F; na celkovou jeji produkci jsou rovné
N =0,2x; +0,2x; + 0,3x;
a jeji zisk predstavuje
Z=x1—N=x,-(1-02-0,2-0,3).

Obecné situaci dodavatelsko-odbératelskych vztahli popisuji technologické matice fadu
(stupn€) n, kdy prvek g;; vyjadiuje hodnotu produkce dodavatelske firmy F;, kterou odebira
firma F; na zabezpecCeni své produkce v hodnot€ 1,- €. Firma F; na zabezpeCeni své produkce

v hodnoté 1,- €, celkove od firem F; F,,..., F, odebira produkci v hodnoté
91j t Gzt F Gnj
Aby jeji produkce nebyla ztratova, nesmi tento soucet pfesahnout hodnotu 1.

Pro kvantifikaci vyroby jednotlivych firem systému vyuzijeme fadkovou interpretaci matice
G. Jestlize celkova produkce firmy F; predstavuje x;,- € a ztoho produkci pro externi

odbératele h;,- €, pak x; miZeme vyjadrit ve tvaru
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gi1X1 + Gipxo + -+ gGinxpn + hi = x;,i =1,2,...,n.
Nasi ulohou je vypocitat xq, x5, ..., X, pii znamych hodnotach prvkil g;; a h;. Pfedchazejici
rovnice muzeme zapsat ve tvaru maticové rovnice — zakladni bilan¢ni rovnice
G- X+H=X
Odtud mame
(E-G): X=H,

kde (E - G) je tzv. Leontiefova matice. UrCuje vyprodukovanou finalni produkci z jednotky

celkové produkce.
Z ptedeslé rovnice ziskame inverzi hledanou matici (vektor) X celkové produkce
X =(E-G)'- H,
kde H je sloupcova matice vyjadiujici absolutni poptavku externich odbératelti h; (tj. v €) a
(E-G)'
je tzv. Leontiefova inverzni matice.
RESENI:
Uloha vede na Leontiefiiv ekonomicky model dany technologickou matici G, jehoz feseni

je dané maticovou rovnosti s Leontiefovou inverzni matici
X=(E-G)'- H.
Vypoctem inverzni matice dostaneme vektor celkové produkce X
) 14 55 -6 30 000 4250
X=(E-G)'- H= 70 (16 —16 50 |- (10 000) = <6 600>,
31 20 —4 20000 5250

coz znamena, ze celkové produkce firem F;, F,, F5 jsou x; = 4 250,- €, x, = 6 600,- €, x5 =

5 250,- €. [1][2][9][10]
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2 DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

2.1 Priklad 8 — Aplikace derivace funkce k vypoctu maximalniho zisku

Aplikace pojmu derivace funkce k reSeni extremalni ulohy o vypoctu maximalniho zisku

PijCovna aut disponuje 50 osobnimi auty. Dlouhodobym pozorovanim se zjistilo,
ze pii dennim prondjmu jednoho auta za 30,- € se dosahuje plna denni pronajimatelnost
a kazdé zvySeni pronajmu o 1,5 € zplsobuje Ubytek zdjmu o jedno auto. Jakou cenu
pronajmu mame stanovit, aby zisk firmy byl maximalni, jestlize nové kalkulace na denni

rezijni ndklady pronajatého auta vychéazeji pdjéovnu na 3,- €.

RESENT:
Kdyz x oznacuje pocet pronajatych aut, pak 50 — x aut zlstdva denné nepronajatych,

coz je dusledek zvySeného pronajmu o 1,5 - (50 — x). Potom denni zisk plijcovny je roven
P(x)=(30+15- (50 —x))-x — 3x = 102x — 1,5x2. (1)

Kvadraticka funkce P(x) reprezentovana zde parabolou otevienou proti (kladnému) sméru

osy Oy ma jediné lokalni (i globalni) maximum ve stacionarnim bod¢ x, , pro ktery plati
P,(xo) = 102 - 3x0 s 0 = xo == 34

ZvySeny pronajem o 1,5 - (50 — 34) = 24,- €, to je 54,- € na jedno auto, piinasi pii dennim

pronajmu 34 aut maximalni denni zisk v hodnoté P(34) = 1 734.- €.

Zavérem poznamenejme, Ze vypocitanou hodnotu 1 734 1ze obdrzet rovnéz z (1) po Gprave
kvadratického vyrazu na ,,Ctverec” (druhou mocninu), kterd je znama ze stiedoskolské

matematiky. Pak plati

3
P(x)=—z-x2+102-x=
_ 3., <102> +(102>2 (102)2 B
- z2|” 377 \3 3/ ]°

B 3( 102)2+3<102)2
B AN A ANE

P(x) =—2- (x—34) + 1734,

takze zminénd parabola ma v bod¢ V = (34,1 734) svij vrchol. [1][2][11][12]
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2.2 Priklad 9 — Vypocet uhlu silni¢ni pripojky k Zeleznici pro

minimalizaci nakladu

Aplikace vlastnosti uhli v sousednich trojuhelnicich, vyjadifenych goniometrickymi
funkcemi a cyklometrickou funkci, véetné aplikace nutné podminky lokalniho minima
funkce jedné proménné na vypocet matematické podminky, ktera zaruéi minimadlni
ekonomické ndklady nutné k tomu, aby piima silni¢ni pFipojka k Zelezni¢ni trati byla
vedena z mésta, kterym Zeleznice neprochazi, pod optimdlnim vihlem, je-li znam pomér

dopravnich naklada na silnici k nakladiim na Zeleznici

Nedaleko firmy A maé vést po vytyCené piimce k méstu B Zeleznice. Pod jakym
uhlem a k Zelezni¢ni trati je nutné projektovat ptimou silnici od A, aby doprava z A do B
byla co nejlevnégjsi, bude-li dlouhodobé sazba za dopravu po silnici za 1t/km oproti Zeleznici

m-krat drazsi?[]

RESENI:

Situaci vystihuje nasledujici obrazek

d C y

v

¥

Obr. 6 Hledani optimalniho uhlu silni¢ni ptipojky

k Zelezniéni trati

Necht' n jsou naklady na dopravu po Zzeleznici, p celkové néaklady, ptiCemz v, [ jsou

konstanty. Pak plati

v v
—=sina=>x=——,y=1l—d=1[1—-vcotaq,
x sina

takze
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+n-(l—-vcota).
ina ( )

p=mnx+n-(l—-d)=mnv-

Nutnd podminka lokalniho extrému funkce p(a) dava

p(a) = —mnv - —— +n-(—v)-(— — >=0=>—mnv-cosoc+nv=0=>
sin? a sin? a

cosazi,kde1<m. (1)
m
Odtud ziskame staciondrni bod funkce p(a), coz je hledany uhel
1
@ = arccos—, (2)

a to za nésledujici podminky

1
=—< =—,
cosa cos B 1B

tedy za podminky

l 1
—_ <=
AB m

) €)

kde [ je velikost kolmého priimétu spojnice AB mést A a B do sméru Zeleznicni trati

prochazejici méstem B.

Lze ukazat, ze p'' (a) > 0, tedy Ze celkové ndklady p(a) jsou funkci vSude (0 <a< g)

konvexni, kterd je minimdlni pro cos a = —.

Plati totiz

., —sinda —2cos?a-sina -
p''(a) = —mnv - — —2nv - sin”> a.
sin* a

Dosadime-li sem ze vztahu (1), vyjde po jednoduch¢ tpravé

m
p"(a(m)) =nv-———=>0.
m? —1

[2][6][12][13][14]
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2.3 Priklad 10 — Optimalizace vzdalenosti pro snimani svislého obrazu
pod maximalnim uhlem
Aplikace kosinové véty a nutné podminky lokdlniho extrému funkce jedné proménné

na vypocet optimadlni vzdalenosti, ve které ma zastavit robot, aby vySku obrazu ze svislé

stény snimal (vidél) pod nejvétSim ihlem

Zjistéte, v jaké vzdalenosti mé zastavit robot, aby vysku obrazu na svislé stén€ snimal
pod maximalnim uhlem, jestlize horni, resp. dolni okraj obrazu je o a, resp. b vySe,

nez optické ¢idlo robota.[T]

RESENI:

Situaci znazornuje nasledujici obrazek

™
~

\\ Vd? + a?

¢ max

~
~
—— \
\A

~
~
~
\Jd? + b? ~
d="1

Obr. 7 Vysetfovani maximalniho uhlu snimani svislého

obrazu v zavislosti na vzdalenosti obrazu

Z kosinové véty pro trojuhelnik o stranach a, b, ¢ zndmé ze stredoskolské matematiky
c?=a?+b?—2ab-cosy

mame

(@a—b)? = (d? + a?) + (d? + b?) — 2,/(d? + a?) - (d? + b?) - cos .
Oznaéme

d%® + ab
J@ +a?) - (d?+ b2’

y(d) = cos¢p =
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pfi¢emz tuto zavislost vyjadiuje nasledujici obrazek (jenz byl ziskan systémem pocitacové

algebry Matlab).

va-b
atb |
2 [
0.7 } I
I
I
2 | M L=
0.6 >
0 2 4 6 8 10 12 14 16
0] va-b d

Obr. 8 Graf zavislosti velikosti snimaného uhlu (dané¢ho funkei kosinus) na vzdélenosti

snimani pii volbé a =8, b =2

Z geometrické podstaty tlohy je evidentni, Ze thel nabyva svého maxima, a to prave jednou.
Sta¢i proto pouzit nutnou podminku pro jeho existenci, coz je nulovd hodnota derivace

nasledujici funkce

d(2d? + a? + b?)
V(@ +a?) - (d2+b?)
(d? + a?) - (d? + b?) -

2d+/(d? + a?) - (d% + b2) — (d* + ab) -

y'(d) =

B 2d(d? + a?) - (d? + b?) — (d? + ab) - d(2d? + a? + b?) B

- 0.
[(d2 + a?) - (d2 + b?)]2

Tedy po tuprave Citatele posledniho zlomku musi nastat pro jeho nulovost nésledujici

rovnosti

(a—b)?-(d*—ab)=0=>d=+Va"b.
;Y_,
>0
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Zavér:
Robot musi zastavit ve vzdalenosti, kterd je rovna geometrickému priméru (stiedu) dvou
hodnot a a b, pticemz Ize odvodit, Ze odpovidajici hodnota v této vzdalenosti y = cos ¢ je

dana podilem geometrického priméru +a-b  k aritmetickému priméru (a + b)/2.

[2][6][12][13][14]

2.4 Priklad 11 — Cobb-Douglasova produkéni funkce k urceni vystupni
hodnoty této funkce

Aplikace diferencialu Cobb-Douglasovy produkcni funkce znamé z mikroekonomie
k pribliZnému urceni vystupni hodnoty této funkce pii malé zméné dvou nezavisle

proménnych, kterymi jsou denni kapitalové investice a denni pracovni sila

U subdodavatele Ceské zbrojovky Uhersky Brod je mnozstvi denniho vystupu dané
Cobb-Douglasovou produkéni funkei

R
Q=Q(K,L)=81K3L" ¥,

kde: Q — je mnozstvi denniho vystupu,

K — je denni kapitalova investice,

L — je denni pracovni sila.

Pomoci diferencidlu funkce pfiblizné vypocitejte mnozstvi denniho vystupu Q
a procentualni zménu v mnozstvi vystupu, jestlize soucasnd denni kapitdlova investice
Ko =19 683 KC se zvysi na K= 19 690 K¢ a denni pracovni sila Lo = 729 se zvysi
nal = 731[]

RESENI:
Uvazujeme tedy funkci
1 1
Q(K, L) =81K3L173,
vychozi bod
A = (19 683,729),

ptirtstkovy bod
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X=(K,L) = (19 690, 731).
Vychozi hodnota funkce je Q(A) = 177 147, pticemz bod X se nachazi blizko bodu A
a plati priblizna rovnost
O(X) = O(A) + dO(A, X), (1)

kde diferencial je

dQ(A dQ(A
do(A, X) = 2B ( — k) + ER (1, — L)

Po dosazeni do piiblizné rovnosti vztahu

JX) = f(A, X)+df(A X),

dostaneme
1 _2 (1_1) 2 11
dQ(A,X)=5-81-K 3 [\ 3 |A-(19690—19683)+5-81-K3L 3|po - (731 —=729) =

2 1 1 1
=27-(19683)73-(729)3-7 +54-(19 683)3 - (729) 3-2 = 345.
Po dosazeni téchto hodnot do (1) obdrzime:
OX) =177 147 + 345 =177 492.

Jestlize soucasné mnozstvi denniho vystupu Q(A) = 177 147 budeme povazovat za 100 %,
pak 1 % je 1 771,47 a nové mnozstvi denniho vystupu Q(X) = 177 492 je v procentech
100,19 %. Zjistili jsme, Ze pti zmeénach denni kapitalové investice K a denni pracovni sily L
zhodnot Ko =19 683 K¢ a Lo= 729 pracovnich hodin na hodnoty K= 19 690 K¢
a L = 731 pracovnich hodin doslo k narGstu mnozstvi denniho vystupu pfiblizn¢ o 345
dennich jednotek, coz v procentualnim vyjadieni predstavuje narist o 0,2 % (zaokrouhleno
na | desetinné misto). Na zavér si znazornime graf Cobb-Douglasovy funkce Q(K,L)
na ¢tverci M = [0,100] x [0,100]. [2][12][13][14]
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10000 ~

Obr. 9 Pribéh Cobb — Douglasovy funkce zndzornéné sitovym grafem

3 INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

3.1 Priklad 12 - Aplikace urcitého integralu k vypoctu spotiebitelského
a podnikatelského prebytku

Vypocitejte podnikatelsky a spotiebitelsky piebytek, jestlize funkce poptavky (Demand),

_ 2
resp. nabidky (Supply) maji tvar D(q) = 606 ~ cE€ [0, 2V/15 ], resp. S(q) =c—2,c > 1.
(cena v tisicich €)

Pro vypocet spotiebitelského piebytku Cg (Consumer surplus) pouZijte vzorec

Pm

Cs = f D(c) dc

PE

a pro vypocet podnikatelského pfebytku vzorec

DE

0 Ps = f S(c) dc.
Po

~ W s

RESENI:

Nejprve musime najit prvni soufadnici cg rovnovazného bodu E vyfeSenim rovnice
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D(c) = S(c)
6O—c2_ )
G =c
60— c2=6c—12
c2+6c—72=0=cg=6.
Poté
NE6O—CZ 60 3PS
C5=.f e dc = AT =
6 6
3
2V/15 63
=10-2\/E—(1—8)—<10-6—1—8> = 3,640

6 2 6
Ps=f(c—2)dc=l——ZCl =
1 2 1

=18—12—G—2)=7,500.

Spotiebitelsky prebytek tedy vysel 3 640,- € a podnikatelsky piebytek 7 500,- €.

[HE2][11][12][14]
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4 UKAZKY 3D GEOMETRICKYCH UTVARU V PROGRAMU
MATLAB

4.1 Nasypka — Plast’ kolmého ¢tyrbokého jehlanu

z = |x| + |yl

YO

&b
SOOI
SO0

(X))
t‘i

NS
*0%

R

G

’ Q

’M

=3 ]

Obr. 10 P1ast kolmého ctytbokého jehlanu otevieného ve sméru osy Oz

4.2 PIast pyramidy — Plast’ kolmého ¢tyrbokého jehlanu

z=—(x[+1yD

ASABABKIKIEN
A ¢Mnmu.~

ad OOOOONN
NS momn‘m‘m‘o
: AREE0000K AL
s o’o’ 0’0 OGS ;S

Obr. 11 P1ast’ kolmého ctyibokého jehlanu otevieného protisméru osy Oz
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4.3 Rotacni paraboloid

z=(x*+y?)

QX
R

O
NSy
S

O
N

e
X

Obr. 12 Rotaéni paraboloid

z=—(x%2+y?)

o,

s
LRI
0%044%
%0044

B

Obr. 13 Rotaéni paraboloid
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4.4 Chladici véZ — Jednodilny rota¢ni hyperboloid

x2+y?%—z2=a? a=2 (-05<z<0)

Obr. 14 Jednodilny rotacni hyperboloid

4.5 Sedlova stirecha

z=5-|yl|

s
LT
777

AT 7Y
i A
I

Ty G 70
L T AT I T 2 L 72
s

7 ’Ill-’lll

Obr. 15 Sedlova stfecha
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4.6 Hyperbolicky paraboloid

P e e

Telettle
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LTS TS '4’.,"2:" ”

Obr. 16 Sedlova plocha - Hyperbolicky paraboloid

Z=x"y

Obr. 17 Sedlova plocha - Hyperbolicky paraboloid

-100
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4.7 Rotacni kuZelova plocha

z=—x2+y?
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0.9,
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Obr. 18 Rotacéni kuzelova plocha

2= TH7

Obr. 19 Rotaéni kuzelova plocha
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ZAVER

Bakalaiskd prace byla zpracovdna jako elektronickd pfirucka predev§im
pro piredméty matematiky na Fakult¢ aplikované informatiky, Fakult¢ managementu
a ekonomiky a na Fakult¢ technologické, které byly zminény jiz v Uvodu prace,
a to z pohledu studenta. Je upravena podle platné normy pro psani matematickych symbold.
Tento cil byl naplnén diky ptfehlednosti a jednoduchosti jednotlivych kapitol. Pfirucku tak
vyuZiji nejen studenti bezpecnostnich a ekonomickych obort prvnich ro¢nikt na Univerzité
TomaSe Bati ve Zlin€. Obsahuje feSené priklady s aplikacemi matematiky v praktickych
ukéazkach. Prirucka bude pro studenty zpfistupnéna na serveru Moodle. Dopliuje tedy
aktudlni vyukové prosttedky pouzivané v uvedenych ptredmétech, coz spliiuje jeden

ze stanovenych cili.

Prace ma spojenou teoretickou a praktickou ¢ast. Koncept préce je tedy postaven tak,
ze jsou uvedeny jednotlivé piiklady a u kazdého znich je zobrazeno celé¢ feSeni
s teoretickym vysvétlenim konkrétnich ¢asti ptikladi, coz by mélo vést k bezprostfednimu
celkovému pochopeni dané problematiky. Kazdy piiklad ma sviij co nejvice vystizny nazev
obsahujici pouzitd klicova slova a odborné pojmy, které jsou pro néj dualezité, a ty byly
zvyraznény stylem italic. Nazev ptikladu tak reprezentuje abstrakt celého ptikladu. Dalsi
pottebné odborné pojmy jsou vysvétleny hned v tvodu konkrétniho ptikladu. U vSech
ptikladii byl kladen diiraz na dodrzeni mezinarodniho standardu (International Standard ISO

80000 - 2: 2009), ktery definuje psani matematickych symbolt.

V bakalarské praci byly formulovany piiklady, u kterych nejsou pouzity slozité
matematické prostiedky, ale zaroven vytvari spojeni mezi odbornymi predméty
a matematikou. Pfiklady obsazené v této praci lze vyuzit v ivodnich hodindch matematiky
jako prostredek k motivaci studentii. Pokud se nepodati studenty zaujmout uz na zacatku,
ztrati vétSina z nich zajem na trvalo. Prezentované piiklady nemusi byt vyuzity jen studenty

Univerzity Tomase Bati, ale i studenty na jinych univerzitach, nebo sttednich Skolach.

Na tuto préci Ize navazat vice zptsoby. Jednim z nich miize byt napiiklad podrobnéjsi
rozpracovani problematiky vyhodnocovani kaskddového nebo synergického efektu
u vybranych pododvétvi kritické infrastruktury. DalSim zplGsobem mtize byt rozsifeni

pfiruc¢ky o matematickou problematiku dalSich pfedméti Univerzity Tomase Bati ve Zling.

Véiim, ze ten, kdo poctiveé nastuduje obsah predlozené prace, upevni si své dosavadni

znalosti z predlozenych témat. Navic muze ziskat inspiraci k jejich dal$imu studiu.
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Tim se dosahne Zadouciho propojeni matematickych pfedmétli s odbornymi pfedméty

1 praxi. To byl také jeden z hlavnich cila této prace.
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CONCLUSION

The bachelor thesis was processed as the electronic manual from the perspective
of a student mostly for mathematics subjects. The thesis, already mentioned
in the introduction, is mainly for Faculty of Management and Economy and Faculty
of Technology. It is edited according to the valid norm for the writing of mathematics
symbols. This aim was met thanks to clarity and simplicity of simple chapters. Therefore,
the manual is not only for students of security and economics subjects who are in the first
year on the Tomas Bata University in Zlin. It includes mathematics application samples
with practical examples. For students, the manual will be available on Moodle. It adds
the current teaching resources used in mentioned subjects which meets one of the set

objectives.

Thesis’ theoretical and practical parts are connected. The concept of the thesis is
structured as there are simple examples and for each there is the whole solution for them
shown with the theoretical explanation for every single part of the examples. That should
lead to overall understanding the whole issue. Every example has its catchy name
that includes used key words and professional terms that are important for it. Those were
highlighted in Italic style. Hence, the name of an example represents the abstract of the whole
sample. Another needed professional terms are explained right in the introduction
of the specific example. The emphasis was placed on all examples for meeting
the international standard (International Standard ISO 80000 - 2: 2009), which defines

writing of mathematics symbols.

There are formulated examples in the thesis where there are not difficult mathematical
means, but at the same time, they create a connection between practical subjects
and mathematics. It is possible to use these examples included in the thesis for introduction
classes of mathematics as the motivation of students to study this subject. Since if
the students are not motivated enough in the beginning, most of them lose the motivation
forever. It is not necessary that the samples are used only by students of University Tomas

Bata, but they can also be used by students from other universities or high schools.

There are several ways to continue with this work. One of them can be, for example,
more detailed development of the issue of cascade or synergy evaluation in selected critical
infrastructure subsections. Another one can be extending the manual on mathematical issues

of other subjects of Tomas Bata University in Zlin.
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I believe, those, who honestly reads the content of the work presented, will consolidate
their current knowledge from presented themes. Moreover, they can get right inspiration
for their further studies. That way they will reach required connection of mathematics
subjects and the practical ones with practice. And that was also one of the main aims

of this thesis.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 52

SEZNAM POUZITE LITERATURY

[1]

2]

[3]

[4]

[3]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

MATEJDES, Milan. Linedrna algebra. Zvolen: MATCENTRUM, 1999. ISBN 80-
968-0570-3.

CSN ISO 80000-2 (01 1300) Veliciny a jednotky, Cast 2, Matematické znaky a znacky
uzivané v prirodnich véddch a technice. 1. Praha: Ufad pro technickou normalizaci,

metrologii a statni zkuSebnictvi, 2012.

REHAK D., MARKUCI J., HROMADA M., BARCOVA K., Quantitative
evaluation of the synergistic effects of failures in a critical infrastructure system,

International Journal of Critical Infrastructure Protection, vol. 14, 2016,

ISSN:1874-5482.

HROMADA, M., LUKAS, L., MATEJDES, M., VALOUCH, J., NECESAL, L.,
RICHTER, R., KOVARIK, F., Systém a zpiisob hodnoceni odolnosti kritické
infrastruktury. 1. vydani Ostrava: Sdruzeni pozdarniho a bezpecnostniho inzenyrstvi,

2013. 177s. ISBN 978-80-7385-140-8.

HROMADA M., Critical Infrastructure Protection — Modeling of Domino and
Synergy Effects, The Tenth International Conference on Emerging Security
Information, System and Technologies, SECURWARE 2016, IARIA, July 24- 28,
2016, pp. 162-166, ISBN: 978-1-61208-493-0.

FIALKA, Miloslav a Hina CHARVATOVA. Matematika I: struény vyklad, fesené
piiklady, cviceni s aplikacemi, ukazky systému Maple : ucebni text. Vyd. 2. Ve
Zling: UTB, 2009. ISBN 978-80-7318-584-8.

VONDRUSKA, Pavel. Kryptologie, Sifrovani a tajnd pisma. Praha: Albatros,
2006. Oko. ISBN 80-00-01888-8.

ZELENKA, Josef. Ochrana dat: kryptologie. Hradec Kralové: Gaudeamus,
2003. ISBN 80-7041-737-4.

LEONTIEF WASSILY. En.wikipedia.org [online]. 2018 [cit. 2018-03-15].
Dostupné z: https://en.wikipedia.org/wiki/Wassily Leontief

LEONTIEF WASSILY. Library Economics Liberty [online]. 2008 [cit. 2018-03-
15]. Dostupné z: http://www.econlib.org/library/Enc/bios/Leontief.html



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 53

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

MATEIDES, Milan. Matematika. [Diel] 1, Diferencialny a integralny pocet
funkcie jednej premennej. Zvolen: Vysoka skola lesnicka a drevarska, 1991.

Vysokoskolské skripta.

KRENEK, Josefa Jan OSTRAVSKY. Diferencidlni a integralni pocet funkce jedné
promenné s aplikacemi v ekonomii. Vyd. 2. opr. Zlin: Univerzita TomasSe Bati,

2001. Ucebni texty vysokych skol. ISBN 80-731-8025-1.

FIALKA, Miloslav. Diferencialni pocet funkci vice proménnych s aplikacemi:
vyklad, reseni, priklady, cviceni. Vyd. 3. Zlin: Univerzita TomaSe Bati ve Zling¢,

2008. ISBN 978-80-7318-665-4.

OSTRAVSKY, Jan. Diferencidlni pocet funkce vice proménnych: Nekonecné
ciselné rady. Zlin: Univerzita TomaSe Bati ve Zlin¢, 2004. ISBN 80-731-8203-3.

FIALKA, Miloslav. Integralni pocet funkci vice proménnych s aplikacemi. vyklad,
resené priklady, cviceni. Vyd. 3. Zlin: Univerzita Tomase Bati ve Zling, 2008. ISBN
978-80-7318-668-5.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

54

SEZNAM OBRAZKU

Obr. 1 Vztah mezi surovinami S a vyrobky V, definovany produkéni matici A
Obr. 2 Vysledky kaskady pti 15% vypadku elekttiny zobrazené 2D grafem

(SIOUPCOVY GIAL) .oeieiieeiiie ettt e e
Obr. 3 Vysledky kaskady pti 15% vypadku elekttiny zobrazené 3D grafem

(prostorovy povrchovy graf) ......ccoooieeiiiiiiiiiee e
Obr. 4 Redeni plynulosti dOPIAVY .......c.o.cveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo
Obr. 5 Schéma dodavatelsko-odbératelskych vztaht tii firem............ccueeeeeee.
Obr. 6 Hledani optimalniho uhlu silni¢ni ptipojky k Zelezni¢ni trati .................
Obr. 7 Vysetfovani maximalniho thlu snimani svislého obrazu v zavislosti na

VZAAIENOStE ODTAZU......eeeiivieeiiie e e e
Obr. 8 Graf zavislosti velikosti snimaného thlu (daného funkci kosinus) na

vzdalenosti snimdni pii volbé a =8, b = 2....cccocoiiiiiiii
Obr. 9 Pritbéh Cobb — Douglasovy funkce znazornéné sitovym grafem ...........
Obr. 10 Plast’ kolmého ¢tytbokého jehlanu otevieného ve sméru osy Oz..........
Obr. 11 PIast kolmého ctyibokého jehlanu otevieného protisméru osy Oz.......
Obr. 12 Rotacni paraboloid............ccceeriiiiiiiiiiiieeceee e
Obr. 13 Rotacni paraboloid............coceeieniiiiniiniiiiceeeeeeee e
Obr. 14 Jednodilny rota¢ni hyperboloid ...........cccceveviiiieniiiieniieeieeeeeee e
Obr. 15 Sedlova StTECha ......cccuiiieiiiiieeee e
Obr. 16 Sedlova plocha - Hyperbolicky paraboloid ...........cccevevvevieniieniiennenne.
Obr. 17 Sedlova plocha - Hyperbolicky paraboloid ..........ccceeevieiieniiiiinnenne.
Obr. 18 Rotacni kuzelova plocha...........cccueeeiiiiiiiiiiiiiceee e
Obr. 19 Rotacni kuzelova plocha...........cccveeeiiieiiiiiiiieceee e



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 55

SEZNAM TABULEK

Tab. 1 Tabulka souvztaznosti jednotlivych pododvétvi kritické infrastruktury ........ 17
Tab. 2 Tabulka koeficientli aktivity a koeficientll pasivity.........cccceevveeevveeeiieeencnnnns 19
Tab. 3 Tabulka koeficientll PIENOSU.......cceieriiieriieeriee e 19
Tab. 4 Tabulka posloupnosti Ctyl Kaskad...........cceeovvieiiiiiiieiieiiiiiecieeeece e 21
Tab. 5 KOdovaci tabulka .........cocooiiiiiiiniiiii e 27
Tab. 6 Piitazovaci tabulka L..........coooiiiiiiiii e 27
Tab. 7 Piitazovaci tabulka 2..........cooiiiiiiiiee e 28
Tab. 8 Prifazovaci tabulka 3.........cccooiiiiiiiiieee e 28

Tab. 9 Prfazovaci tabulka 4.......coooiiiiiiiiii 29



