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ABSTRAKT

Cielom tejto prace je priblizit’ Citatel'om numerické metody rieSenia diferencialnych rovnic
a zlepsit’ im povedomie o metdde diferencialnej transformacie. Tato praca tiez oboznamuje
Citatel'ov o tom ako implementovat’ danii metodu v systéme MATLAB. Okrem iného obsa-
huje priklady rieSené pomocou danej metody a tiez porovnanie implementacie metody dife-

rencialnej transformacie a metédy Runge-Kutta 4. radu v systéme MATLAB.

KTIacoveé slova: matlab, numerické metddy, diferencidlna transformacia

ABSTRACT

The primary focus of this thesis is to introduce numerical methods of solving differential
equations to readers and improve their awareness of the differential transform method. This
thesis also informs readers about how to implement the considered method in MATLAB.
Among other issues this thesis includes examples of problems solved by the differential
transform method and also comparison of the implementation of the differential transform

method and the Runge-Kutt method of the 4th order in MATLAB.

Keywords: matlab, numerical methods, differential transform
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UvVOD

Neustaly rozvoj informac¢nych technoldgii a ich stale sa rozsirujice spektrum pouzitia maju
za nasledok, Zze numerické metody maju a aj budi mat’ stale va¢si vyznam v matematickych
aplikaciach. V stcasnosti je mozné vykonavat' v kratkom ¢ase az miliony numerickych ope-
racii, ktorych naro¢nost’ sa stale zvySuje. Moze za to zvysujuca sa rychlost’ vypoctovych
pristrojov a relativne malé financné naklady potrebné k dosiahnutiu vysledku. Vdaka tymto
faktorom je mozné vypocty, ktoré by 'udom trvalo vypocitat’ niekol’ko desiatok hodin, vy-
ries$it’ pomocou vypoctovej techniky v priebehu niekol’kych sekiind. Hlavnou témou tejto
prace su numerické metody rieSenia obyCajnych diferencialnych rovnic, ktoré su zékladom
skoro kazdej vednej discipliny a vedu k rieSeniu mnohych fyzikalnych, technickych, ba do-
konca 1 spolocenskych problémov. Pozornost’ bude venovana najmi metdde vyuZzivajacu

diferencidlnu transformaciu a jej implementéaciu v systéme MATLAB.

Teoretickd Cast’ tejto prace ma za ciel’ objasnit’ ¢o vlastne diferencialne rovnice su, ako
vznikli a ako sa delia. V tejto Casti prace sa tiez Citatel’ dozvie, ¢o vlastne numerické metddy
su, aké zakladné numerické metody existuju a ako prebieha ich vypocet. Nasledne sa v praci
oboznamujeme s definiciou Taylorovho polynémom a s metédou diferencidlne;j transforma-

cie.

V praktickej Casti sa nachadzaju rieSené priklady pomocou metddy diferencialnej transfor-
macie. Prakticka Cast tieZ oboznamuje Citatela so syst¢émom MATLAB. Nasledne praca po-
jednava o algoritme vytvorenom v tomto systéme, s popisom funkcii pouzitych pri imple-

mentacii metody diferencialnej transformacie v systéme MATLAB.
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I. TEORETICKA CAST
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1 DIFERENCIALNE ROVNICE

Diferencidlna rovnica je matematickéd rovnica, v ktorej neznamou je funkcia a v ktorej sa
vyskytuja derivacie tejto funkcie. Rovnako ako ostatné typy rovnic, mézu aj diferencidlne
rovnice tvorit’ tzv. sustavy rovnic. V tejto praci je premennd znacena t, hl'adana funkcia spl-
fiujuca diferencialnu rovnicu u(t) a jej derivacie od prvého radu do n-tého raddu postupne
u' (), u” (t), ...,u™(t). V pripade, e nehrozi riziko nepochopenia, sa niekedy argument ¢
pre funkciu a jej derivacie vynechava. Diferencidlna rovnica méze byt vyjadrend v explicit-

nom alebo implicitnom tvare, priCom explicitny tvar ma podobu:
u® = f(t,u,w,u, .., u® D), (1)

Vyjadrenie v explicitnom tvare znamena, Ze z rovnice je moZzné vyjadrit’ najvyssiu derivaciu
u™ ako funkciu premennej t a vietkych nizsich derivacii veli¢iny u. Ak rovnicu nemozno
zapisat’ v tvare (1), hovorime ze je diferencidlna rovnica vyjadrend v implicitnom tvare,

ktory ma podobu:
f(t, uu',u”, ...,u(")) =0. (2)
RieSenie rovnice (1), resp. (2) nazyvame:
e obecné rieSenie, ak ho mozno vyjadrit’ v tvare:
®(t,u,Cy, C,, ..., C,) = 0alebou = @(t,Cq,Cy, ..., Cp), 3)

kde C;, C,, ..., C,, s konStanty,
e partikularne rieSenie, ak je ho mozné ziskat’ z obecného riesenia pre konkrétne hod-
noty konstant Cy, C,, ..., C,, ktoré vypocitame alebo zvolime,
e vynimocné rieSenie, ak ho nie je mozné ziskat’ z obecného riesenia pre ziadnu vol'bu
hodnét C;, C, ..., C,.
Pri jednoduchych DR je moZné vypocitat’ partikularne rieSenie analyticky, avSak pri naroc¢-
nejsich DR je analytické riedenie zdihavé, alebo nedosiahnutel'né §tandardnymi technikami,

prave vtedy pouZivame pre vypocet numerické metddy.

Délezitou vlastnostou diferencidlnej rovnice je jej rad. Rad diferencialnej rovnice je uréeny

najvyssou derivaciou, ktort dana rovnica obsahuje. [4] [12] [13]
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1.1 Rozdelenie diferencialnych rovnic

Zakladné rozdelenie DR vychadza z typov derivacii pouzitych v rovnici. Podl'a najvyssieho

radu sa DR tiez delia na diferencidlne rovnice 1. radu a diferencialne rovnice vyssich radov.

e Obycajné diferencidlne rovnice su rovnice, v ktorych neznamou je funkcia jedne;j
nezavislej premennej a v ktorych sa vyskytuje aspoi jedna derivécia tejto funkcie.

e Parcialne diferencialne rovnice s rovnice, v ktorych sa vyskytuji parcialne deri-
vacie hl'adanej funkcie, t. j. derivacie podl'a viac premennych. V obecnom tvare pre

neznamu funkciu u(t,, t,, t5 ... t,) n premennych maja tvar:

ou ou 0%u 0%u 0%u  0%u aku )_0

F(t t,,t2 ..., U,—,...,—
DR20 B3 i B g 0 gt 002 Btaty | Otaty  9t,2 " T Atk

(4)

Oba zédkladné typy diferencialnych rovnic mozno d’alej rozdelit’ podla ich tvaru na d’alSie
typy. V obycajnych diferencidlnych rovniciach 1. rddu sa mézeme stretnit’ napriklad s ty-
mito typmi rovnic: homogénne, nehomogénne, separovatel’né, linearne, nelinearne, exaktné
atd’. Parcialne diferencialne rovnice sa tiez delia na d’alSie typy: 1.radu, vysSich radov, kvazi-

linearne, nelinearne atd’.

Diferencialne rovnice, v ktorych sa hl'adana funkcia vyskytuje iba linearne, pricom sa nikde
nevyskytuju ani su¢iny hl'adanej funkcie s jej derivaciami, ani suciny derivacii tejto funkcie,
oznacujeme ako linearne diferencidlne rovnice. Ak jedna z uvedenych podmienok nie je spl-

nend, hovorime o nelinearnych diferencidlnych rovniciach.

Ku kazdému zadaniu rovnice sa v teorii DR pristupuje odliSnym sposobom. Je preto vhodné

poznat’ vSetky pouzivané matematické metddy, ktoré boli pre rieSenie DR vytvorené. [12]

1.2 Historia diferencialnych rovnic

Samotny nazov ,diferencidlne rovnice* pochadza od nemeckého matematika G. W. Leibniza
(1646 - 1716), ktory sa pocas svojho Zivota zaoberal rieSenim diferencidlnych rovnic so se-
parovatelnymi premennymi. Spolo¢ne s d’al$imi matematikmi, bratmi Jacobom Bernoullim
(1654 - 1705) a Johannom Bernoullim (1667 - 1748) povodom zo Svajéiarska sa pokusali
previest’ diferencidlne rovnice 1. rddu na rovnice so separovate'nymi premennymi a na-

sledne ich riesit’.

DalSia etapa rozvoja diferencidlnych rovnic sa zacala v obdobi 18. storocia, kde sa o rozvoj

tejto problematiky podstatnou mierou zasluzili najma L. Euler (1707 - 1783), J. d’Alembert
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(1717 - 1783) a J. L. Lagrange (1736 - 1813). Svajé¢iarsky matematik Euler uz v roku 1740
pouzil metédu varidcie konstant, ktora sa vSak nepravom nazyva Lagrangeova metoda. Az
v priebehu rokov 1766 az 1777 Lagrange pravdepodobne rozpracoval tito metddu a pouzil
ju na rieSenie DR n-tého radu s pravou stranou. Euler je tiezZ povazovany za zakladatel'a

teorie diferencialnych rovnic.

Zaciatkom 19. storo€ia rozvoj matematickej analyzy ovplyvnil aj rozvoj teorie diferencidl-
nych rovnic. V tomto obdobi sa zacali Studovat’ otazky existencie a jednoznacnosti riesSeni
diferencidlnych rovnic. Prvua presnt formuldciu a prvé rieSenie tejto tlohy podal franctizsky
matematik A. L. Cauchy (1789 - 1857), vSeobecnejSiu podmienku sformuloval nemecky
matematik R. Lipschitz (1832 - 1903).

Z Ceskych matematikov dosiahol v oblasti diferencidlnych rovnic svetovych uspechov ma-
tematik Otakar Bortivka (1899 - 1995), ktory sa zaoberal prevazne tedriou linedrnych dife-

rencialnych rovnic s premennymi koeficientami. [1] [2]

1.3 Pociato¢na uloha

V praktickych ulohéch je ¢asto potrebné najst’ také rieSenie DR, ktoré splituje vopred stano-
vené podmienky. Ak sa podmienky vzt'ahuju na jeden bod, hovorime o pociatocnych pod-

mienkach, ak sa ale vztahuju k viac bodom, hovorime o okrajovych podmienkach.
Uvazujme Cauchyho pociato¢nu tlohu:
u(®) = f(tu®),  ulty) = uo, (5)
kde funkcia f (t, u(t)) ma na oblasti:
Q={[t,ul €E,:t€ (ty—a,ty+a),u € (ug—b,uy+ b)},
kde a, b su kladné Cisla, resp. oo , nasledovné vlastnosti:
® je spojita,
e je ohranifen4, tzn. existuje taka kladna konstanta K, ze pre kazdy bod [t,u] € Q
plati:
lf (& Wl <K,
. aa_u f(t,u) je ohranifena, tzn. existuje taka kladna konstanta L, ze pre kazdy bod
[t,u] € Q plati:

|;—uf(t,u)| <L
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Potom DR u'(t) = f (t,u(t)) ma prave jedno rieSenie u = f(t), ktoré prechadza bodom

[to,upl, tzn. spiia podmienku wu(t,) =u, aje rieSenim aspoit na intervale | =

. b
(to — ¢, ty + ¢), kde c = min {a, E}'

Ak existuje rieSenie takejto ulohy, hovorime o existencii daného riesenia. Ak existuje prave

jedno riesenie takejto ulohy, hovorime o jednozna¢nosti daného rieSenia. [5]
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2 NUMERICKE METODY RIESENIA DR

Numerické metody rieSenia DR sa pouzivaju v pripade, ked’ dosiahnutie analytického riese-
nia DR je naro¢né alebo nemozné. Spolo¢nym znakom zékladnych numerickych metod je,
7e rieSenie nehl'addme ako spojita funkciu, definovani na celom skiimanom intervale {a, b),
ale hodnoty priblizného rieSenia poc¢itame iba v kone¢nom pocte bodova =t, < t; < -+ <
t, = b. Tieto body sa nazyvaji uzlové body, alebo tiez uzly siete. Mnozinu {t, ty, ..., t, }
nazyvame siet. Krokom siete v uzle t; rozumieme rozdiel h; = t;,; — t;. Priblizné hodnoty
rieSenia v uzlovych bodoch, vypoc¢itané nejakou numerickou metddou sa zvykni oznacovat’
Ug, Uy, ..., Up, hodnoty presného rieSenia oznaCujeme u(ty), u(ty), ..., u(t,). Na obrazku
mdzeme badat’ presné rieSenie DR, ktoré je vykreslené plnou ¢iarou a priblizné hodnoty rie-

Senia v uzlovych bodoch, vyznacené kruzkami.

‘[‘0 ‘['] T t, t

Obrazok 1 — Presné a priblizné rieSenie diferencialnej rovnice

V priklade z obrazka 1 je pouzitd pravidelna (ekvidiStantnd) siet’, tzn. krok h medzi jednot-

livymi uzlami je konStantny. [11]

Numerické metédy mdZeme rozdelit’ podl'a poctu pouZitych predchadzajucich krokov k do-

siahnutiu novej hodnoty:

e jednokrokové metédy k vypoctu novej hodnoty pouZivaju iba jednu predchadza-
jucu hodnotu,
e viackrokové metddy k vypoctu novej hodnoty pouzivaju k predchadzajucich kro-

kov.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 16

Hovorime, ze metdda je konvergentna, ak pre 'ubovolni pociatoc¢nt tlohu (5) plati pre

kazdé t € {(a, b):

}lll)r(l) u, = u(t),

n—oo

kde t = to + Tlh

Pre popis rychlosti konvergencie metddy sa pouziva pojem rad metdody. Rad metddy je

vlastne prirodzené ¢islo p, pre ktoré plati ze pre malé h je lokélna diskretizacna chyba d;

radovo velkosti hP+1, [11]

2.1 Chyby pri numerickych vypoctoch

Ked’ze zékladom numerickych metdd je ziskavanie pribliznych vysledkov, je potrebné vzdy

vediet’, aky je rozdiel medzi presnym rieSenim danej tlohy a rieSenim ziskanym danou nu-

merickou metodou. Okrem chyb ktorych sa méze dopustit’ rieSitel’ danej numerickej metddy,

mobzeme chyby zakladne rozdelit’ na:

chyby matematického modelu, ktoré¢ zvicSa vznikaji pri nahradeni redlnej fyzikal-
nej situacie matematickym modelom, napr. popis dan¢ho fyzikalneho deja diferen-
cialnou rovnicou,

chyby vstupnych udajov, ktoré si sposobené nepresnym meranim fyzikalnych ve-
licin,

chyby numerickej metody zvicsa vznikaji pri nahradzovani matematickej tlohy
jednoduchsou numerickou ulohou. Najcastejsie sa jedna o ndhradu nekone¢ného pro-
cesu kone¢nym procesom, napriklad pri vypocte danej elementarnej funkcie pomo-
cou suctu niekolko prvych €lenov jej nekone¢ného Taylorovho polynému. Odhad
tejto chyby je vel'mi podstatnou sticastou rieSenia kazdej numerickej tlohy,

chyby zaokrihlPovania vznikaju vtedy, ked’ pri vypoctoch pracujeme s ¢islami za-
okrhlenymi na urcity pocet miest. Tymto spoésobom dochédza ku kumulacii, resp.
ruseni chyb vo vypocte. Pri velkom pocte operacii je postidenie ich vplyvu na vysle-

dok naro¢ny. [11]

Absolutnou chybou aproximéacie nazyvame rozdiel medzi presnou hodnotou &isla £ a jeho

aproximaciou t, ktora sa zviacsa vyjadruje v percentach:

E(t)=t—t.
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Relativnou chybou aproximdcie pouzivame v pripade, ked’ je presnd hodnota vel'mi vel'ka

alebo naopak vel'mi mala. Tato chyba sa tieZ vyjadruje v percentach a ma tvar:
RE(t) = =,
Kedze pracujeme na sieti je potrebné poznat’ rozdiel medzi presnym a pribliznym rieSenim
v bodoch siete, t. j. ako velkd je globalna diskretiza¢na chyba, ktora ma tvar:
e = U(tl) — U;.
Pre ziskanie predstavy o globélnej diskretizacnej chybe byva Casto vel'mi uzitoéné poznat’
tzv. lokdlnu diskretiza¢nt chybu danej metody. Je to chyba, ktorej sa dopustime v jednom

kroku danej metddy za predpokladu, Ze vSetky hodnoty, ktoré sme pri vypocte pouzili, boli

presné. Pre oznacenie lokalnej diskretizacnej chyby je zauzivané znacenie d;.

Odhadom absolutnej chyby aproximacie t alebo tieZ medznej absolutnej chyby nazyvame
kazdé nezaporné ¢islo ME (t), pre ktoré plati:

|t —t| < ME(t),t.j.t € (t — ME(t),t + ME(t)).
Odhadom relativnej chyby alebo tieZ medznej relativnej chyby nazyvame kazdé nezdporné
islo MR(t), pre ktoré plati:

'fﬁ' < MR(t).t # 0.

Zviacsa sa pouziva zapis:
t =t+ ME(t), resp. £ = t(1 £ MR(t)).
[6][11]
Zaokruhl'ovanie méZeme parafrazovat’ ako Sirenie chyb pri vypocte. UvaZzujme realne ¢islo

t, ktoré¢ ma obecne nekonecné dekadické vyjadrenie, a potom cislo t@ ktoré ma d desatin-

nych miest, je spravne zaokrihlenou hodnotou ¢isla t, ak plati:
|t —t@] <1072,

Napriklad, ak ma byt t() spravne zaokrthlena hodnota &isla t na jedno desatinné miesto,

s s . 1 ven
nemodze sa od t lisit’ o viac ako o S 1071 &ize 0 0,05.
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Pri numerickych metddach pracujeme so zaokrtthlenymi ¢islami, pricom vysledky pocet-
nych operacii s tymito ¢islami su opét’ zaokruhl'ované a d’alej sa s nimi pracuje, ¢im sa za-

okrahl'ovacie chyby $iria. [11]

2.2 Eulerova metoda

Eulerova metdda patri medzi najjednoduchsie jednokrokové metdédy. Uvazuyme DR (5)

a pravidelnu siet’ {¢, ty, ..., t,} s krokom h. Vo vSetkych bodoch siete plati:
u'(t;) = f(ti:u(ti))-

Ak derivaciu na l'avej strane tejto rovnice nahradime diferenciou podl'a vzt'ahu:

frty) =TT 2 gy,

kde & € (ty, t,), po dosadeni dostaneme:
u(tl+1) u(t;) . f(t u(t; ))
i

Ak nahradime u(t;) pribliznou hodnotou u;, mézeme vyjadrit’ pribliznt hodnotu u(t;,,)

ako:
Uiy = Ui + A fF(E,uy). (6)

Nasledne je mozné vypocitat’ priblizni hodnotu rieSenia v d’alSom uzlovom bode na zéklade

predchadzajiceho, priCom hodnotu rieSenia v bode t, pozname z pociatocnej podmienky.
[31[8][11]
Priklad 2.2.1
Uvazujme DR u' = t? — u s pociatoénou podmienkou u(0) = 1 a s krokom h = 0,1 na in-
tervale (0;0,5). V tomto pripade je t, =0, uy = 1 a f(t,u) = t? — u. Priblizné hodnoty
rieSenia uré¢ime podla vztahu (5):

Uipr = u + 0,1 f(&% —wy),
kdei =0, ..., 4.
Do tabul’ky vynesieme priblizné hodnoty rieSenia spolu s presnym rieSenim u = —e ™t +

t? — 2t + 2 v prvych piatich uzlovych bodoch. Vsetky hodnoty v tabul’ke su zaokruhlené

na 4 desatinné miesta. [11]
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Tabulka 1 — Vysledky vypoctu EM

i | ot u; u(t;)
0 0 1 1

1] 0,1 0,9 0,9052
2102 0,811 0,8213
3103 | 0,7339 | 0,7492
4 |04 | 0,6695 | 0,6897
5105 06186 | 0,6435

2.3 Modifikacie Eulerovej metody

Vypocet prebieha podobne ako pri Eulerovej metdde. Najskor vypocitame pomocné hodnoty
k, a k, s pomocou ktorych nasledne ur¢ime priblizni hodnotu rieSenia v nasledujucom uz-

lovom bode. Pri prvej modifikécii postupujeme podl'a vztahov:
ki = f(t,w),
ko =1 (ti+ 50 +5ky).
Uip1 = U; + hk,.
Pri druhej modifikacii postupujeme podla vzt'ahov:
ki = f(t,w),

kZ = f(tl + h; u; + hkl))

h
Uppr = Uy + 2 (kg + k2).
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u
Upsl T o
u —
n
—
P
tn tn‘l‘ h/2 tH+l t
Obrazok 2 — Prva modifikacia Eulerovej metody
u
P2
Upprpoooo s
u,
> P,
=
tn tn+l t

Obrazok 3 — Druha modifikacia Eulerovej metddy

Prva a druhd modifikacia Eulerovej metody st vlastne jednoduchymi prikladmi metody

Runge-Kutta. [3] [11]

2.4 Runge-Kuttove metody

Runge-Kuttove metddy vychadzaju z vylepSovania d’al§ich modifikacii Eulerovej metody
a patria k jednej z najdoleZitejSich skupin jednokrokovych metdéd. Obecny tvar Runge-Kut-

tovej metody je:
Uipr = U + hwiky + - + wsks),

kde:
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k1 = f(tiJui)a
ken = f(ti + anhu; + REIZ1 B, k),

kde:n =2,...,s awy, a, a f,; st konStanty zvolené tak, aby mala dand metdda ¢o najvyssi

rad. [3][8] [11]

V praxi sa najviac pouziva Runge-Kuttova metdda 4. radu, zvacsa ked’ sa hovori o Runge-

Kuttovej metdde, mysli sa tym prave tato metodda, ktora ma tvar:
Uisr = U + % (ky + 2k + 3k + kea),
ki = f(t,w),
ko =1 (ti+ 50 +5ky).

h h
ke =f(ti+3w+5k,),
ko = f(t: + h,u; + hks). (7)
Priklad 2.4.1

Uvazujme DR u’ = t? — u s po¢iatoénou podmienkou u(0) = 1 s krokom h = 0,1 na in-
tervale (0; 0,5). V kazdom kroku vypoétu musime vypocitat’ &isla k4, k5, k3, k4 a pomocou
nich nasledne priblizn hodnotu rieSenia v nasledujicom uzlovom bode podl'a vztahu (7).
Potrebné tdaje vynesieme do tabul’ky. V stipcoch oznadenych t a u sa nachadzajt stiradnice
bodov, v ktorych vy¢&islujeme funkciu f(t,u) = t? — u pri vypocte k;. Do tabulky vyne-
sieme aj hodnoty presného rieSenia u = —e ™t + t? — 2t + 2. VSetky hodnoty v tabulke st

zaokrihlené na 7 desatinnych miest. [11]

Tabul’ka 2 — Vysledky vypoctu R-KM

i t; u; u(t;) t u
0 |0 1 1 0 1 ki=-1
0,05 |0,95 k, =-0,9475
0,05 |0,952625 ks =-0,950125
0,1 0,9049875 | k, =—0,8949875
1 10,1 [0,9051627 | 0,9051626 | 0,1 0,9051627 | k; =-0,8951627
0,15 |0,8604046 | k, =—0,8379046
0,15 |0,8632675 | ks =—0,8407675
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0,2 0,8210860 |k, =—0,7810860
2 10,2 |0,8212695 |0,8212693 | 0,2 0,8212695 | k; =—0,7812695
0,25 |0,7822060 | k, =—0,7197060
0,25 |0,7852842 | ky =—0,7227842
0,3 0,7489911 | k, =—0,6589911
3 10,3 10,7491822 | 0,7491818 | 0,3 0,7491822 | k; =—0,6591822
0,35 |0,7162230 | k, =—0,5937230
0,35 |0,7194960 | k3 =—0,5969960
0,4 0,6894826 | k, =—0,5294826
4 104 |0,6896804 | 0,6896800 | 0,4 0,6896804 | k; =—0,5296804
0,45 ]0,6631964 | k, =—0,4606964
0,45 | 0,6666456 | ks =—0,4641456
0,5 0,6432659 | k, =-0,3932659
5 10,5 |0,6434699 | 0,6434693

Vysledné udaje mdéZeme porovnat’ s hodnotami priblizného rieSenia vypocitanymi pomocou
Eulerovej metddy v kapitole 2.3. Z porovnania je mozné badat’, ze rieSenie ziskané metoédou

Runge-Kutta 4. radu je podstatne presnejsie.

2.5 Viackrokové metody

U viackrokovych metdd ur¢ujeme priblizni hodnotu rieSenia v nasledujicom uzlovom bode
siete pomocou niekol’kych prechadzajucich uzlov. V désledku toho, Ze pri vypocte sa pou-
Zivaju nielen hodnoty priblizného rieSenia, ale taktieZ hodnoty pravej strany f(t,u), sa
v tychto bodoch pouZiva kvdli jednoduchSiemu zapisu oznalenie f; = (tj, uj). Linearna k-

krokova metéda ma obecny tvar:
Uipr = QU + QUi g + -+ GUygerr + h(Dofiey + bifi + -+ b figra),  (8)
kde k je prirodzené €islo a aspoii jedna z konStant ay, by, je rozna od nuly.

Ak plati, ze b, = 0, metdda (8) sa nazyva explicitna. Ak plati, ze by, # 0, metoda (8) sa

nazyva implicitna. [11]
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2.6 Numerické metody rieSenia DR v systtme MATLAB

V tejto praci sme porovnavali vysledky presného rieSenia danych diferenciadlnych rovnic,
priblizného rieSenia pomocou metody diferencidlnej transformacie a priblizného riesenia po-
mocou funkcie implementovanej v systéme MATLAB. V syst¢tme MATLAB je hned’ nie-
kol’ko implementovanych funkcii pre numerické rieSenie diferencidlnych rovnic, napriklad
ode45, ode23, odel13 atd’. V naSom pripade sme pracovali s funkciou ode45, ktord funguje
na principe metody Runge-Kutta 4. radu. Vstupom do tejto funkcie je prava strana explicitnej
diferencidlnej rovnice 1. rddu alebo vektor z pravych stran ststavy takych rovnic, interval
na ktorom prebieha vypocet a pociatocné podmienky. V pripade Ze je dand diferencialna
rovnica vys$Sieho radu, je potrebné ju transformovat’ na systém diferencidlnych rovnic. Uva-
zujme diferencialnu rovnicu druhého radu u" + u = 0. Transformacia na systém diferen-

cialnych rovnic bude mat’ potom tvar:
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3 DIFERENCIALNA TRANSFORMACIA

Pre rieSenie obycajnych diferencidlnych rovnic, funkénych diferencialnych rovnic a parcial-
nych diferencidlnych rovnic st k dispozicii rézne presné alebo priblizné¢ numerické metdody.
Vicsina z tychto metdd pre zlozitejSie tlohy je vypoctovo naro¢na, pretoze funguju na pri-
ncipe pokus-omyl, alebo vyzaduji komplikované symbolické vypocty. Metoda diferencial-
nej transformacie je jednou z numerickych metod pre obyc€ajné diferencialne rovnice a funk-
¢né diferencialne rovnice. Koncepcia diferencidlnej transformacnej metody bola prvykrat
navrhnuta ¢inskym matematikom J. K. Zhouom v roku 1986 a bola aplikovana na rieSenie

linearnych a nelinearnych problémov pociatocnej tlohy v analyze elektrickych obvodov.

Tato metdda vytvara semi-analyticki numericku techniku, ktora vyuziva Taylorovu radu na
rieSenie diferencialnych rovnic vo forme polynomu. Odlisuje sa od metddy Taylorovho radu
vysokych radov, ktord vyzaduje symbolicky vypocet potrebnych derivatov datovych funkcii.
Vypocet pomocou metddy Taylorovho radu je Casovo nadrocny najma pre rovnice vysokého
radu. Diferencialna transformdcia je iterativny postup na ziskanie analytickych rieSeni dife-

rencialnych rovnic vo forme Taylorovho radu (Taylorovho polynému). [16]

3.1 Taylorov polynom
Uvazujme funkciu f s vlastnostami:

e je mozné urCit funkéni hodnotu a hodnotu derivacii az do n-tého radu v urcitom
bode t,, pricom musia byt’ derivacie v tomto bode spojité. V pripade odhadu zvysku
je tento predpoklad potrebny az do radu (n+1) vratane,

e jenaro¢né najst’ dostatocne efektivny algoritmus pre vypocet funkénych hodndt v os-

tatnych bodoch t # ¢.

Pre vypocet funkénych hodnét v bodoch v okoli bodu ¢t je potrebné funkciu aproximovat
jednoduchSou funkciou, v tomto pripade polyndmom n-tého stupnia. NajlepSi polyndém,
ktory funkciu f aproximuje v okoli bodu t; je polyndm, ktory mé s danou funkciu v okoli
bodu ¢, totoZné derivacie aZ do n-tého radu. Taky polyndm sa nazyva Taylorov polyném n-
tého stupna funkcie f, ktory je definovany vztahom:

(t n(t ™) (¢
Ta(8) = f(to) + 252 (¢ — tg) + L5500 (2 — )2 + o+ L2200 (2 — )7, 9)

n!
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kde bod t, sa nazyva stred Taylorovho polynému. V pripade, Ze je stred polynému rovny
nule, hovorime o Maclaurinovom polynéme. Pre vybrané typy elementarnych funkcii ma

Maclaurinov polyndém tvar:
w th I
L] et=zn=0;=1+t+;+;+:tERa

: _ oo =" 2n+1 _ ¢3 t5
e sint = nzomt —t—;+;+"',tER,

o D"

* CoSt=2no

t? ottt
t"=1—-—+—+-t€eR,
2! 4!

o Ban(=9)"(1-4™)

e tant=} =+ S 2 g e el
ant = Zm=1 (2n)! - 3 15 i 2"

kde premenna B) oznacuje tzv. Bernoulliho ¢isla. V matematike su Bernoulliho ¢isla sled
racionalnych ¢isel, ktoré sa ¢asto vyskytuju v teorii ¢isel. Pre kazdé k okrem nuly plati, ze
By je zaporné ak k je delitel'né 4, inak je B kladné. Pre kazdé neparne k okrem 1 je By

rovné nule. [9]

Nech ma funkcia u v bode t, a nejakom jeho okoli O(t,) spojité derivacie do radu n + 1,

vratane. Potom pre vsetky t € O(t,) plati:
u(t) = Tn(t) + Rn+1(t)- (10)

Za ur¢itych predpokladov o funkeii u(t) v okoli daného bodu mozno tito funkciu vyjadrit’
(rozvinut)) ako mocninova radu. Toto vyjadrenie funkcie prostrednictvom Taylorovej rady
sa oznacCuje ako Taylorov rozvoj. Ak sa jedna o rozvoj v okoli bodu 0, hovorime o Maclau-
rinovej rade. V pripade existencie vsetkych kone¢nych derivacii funkcie u v bode t, mozno

Taylorovu radu zapisat’ ako:

w [P
u(t) = T T2 (¢ — to)*.

[7119]

3.1.1 Odhad chyby Taylorovho polynomu
Vo vztahu (10) R, (t) oznauje zvySok, ktory moze mat’ tvar:

e Cauchyho tvar zvySku vychadza z Lagrangeovej vety o strednej hodnote diferen-
cialneho poctu. Uvazujme Cislo ¢, ktoré sa nachddza medzi t a stredom Taylorovho
polynému t,, ¢ize ak je t < t, , tak ¢ € (t,t,) a naopak ak plati, Ze t >t , tak c €

(to, t). Tvar zvysku je teda mozné zapisat’ ako:


http://user.mendelu.cz/marik/mat-web/mat-webse4.html
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(n+1)
Rusa(t) = T2t — ) (t — 1),

e Lagrangeov tvar zvySku je zovSeobecnenim Cauchyho tvaru, vychadza z Cauchyho
vety o strednej hodnote diferencidlneho poctu. Ma jednoduchsiu formu, podoba sa

na (n+1)-vy ¢len Taylorovho polynému. Tvar zvySku je mozné zapisat’ ako:

_ f(n+1)(c) 1
Rp41(t) = oy (t —to)™,

¢ integralny tvar zvySku ma tvar:
t (n+1)
Rn+1(t) = fto fn—l(Z) (t—2z)"dz.
[15]

Priklad 3.1.1.1

stredom v nule) funkcie:
f() =et.
Poktusme sa odhadnat’ hodnotu Eulerovho ¢isla e s chybou mensou ako 1—(1)0. Pre 'ubovolné

gislo n € Ny plati f™(t) = et a f™(0) = e® = 1. Maclaurinov polyném n-tého stupiia

ma teda podobu:
_yn PO i_yn Ll 2 3 tn
M, (t) = Yizo— (= 0)' = mopt' =14+t ++ o+ 4+
Lagrangeov zbytok ma tvar:

— (o) _nt+l — € n+1
Rn(t) = (n+1)! (t-0) - (n+1)!t

kde ¢islo ¢ sa nachddza medzi O a t. Pre odhad e plati:
: 1 1 1
e =f(1) :Mn(]-) = 1+1+;+§+...+E,
s chybou v tvare:

|Rn(1)| =

eC
3

(n+1)!

kde ¢islo ¢ € (0,1).

Musi platit’, ze |R,(1)| < Flo' Ked'Ze je kladna aj exponencialna funkcia aj faktorial, mo-

zeme absolutnu hodnotu z vypoctov vynechat’ a riesit’ nerovnicu v tvare:
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e 1
(n+1)! " 100’

100e€ < (n+ 1),

Nasledne je mozné bud’ pravu stranu nerovnice zmensSit', alebo naopak I'avu stranu rovnice
zvadsit, pretoze ak bude platit’ nova nerovnost’, bude platit’ aj pdvodna. Kedze ¢ € (0,1),
potom e€ < 3 a100e€ < 300! . Z nerovnosti 300 < (n + 1)! plynie platnost’ aj pdvodnej
nerovnice. Pretoze 5! = 120 nestaci pre splnenie nerovnice a 6! = 720 uz staci, musi platit’
n = 5. Ked’ze je potrebné ziskat’ polyném ¢o najmensieho stupnia, n = 5. Odhad e ma po-
tom tvar:

. 1 1 1 1 163
e=M(1) = 1+1+;+;+;+a—g—2,7167.

[17]

3.2 Diferencialna transformacia

Hlavnou vyhodou tejto metody je, ze sa da aplikovat’ priamo na nelinearne obycajné dife-
rencialne rovnice a funkéné diferencialne rovnice bez potreby linearizacie alebo diskretiza-
cie. Dalsou délezitou vyhodou je, Ze tato metdda je schopna vyrazne zmensit' velkost’ vy-

poctovej prace a pritom presne poskytovat sériové riesenie s vysokou mierou konvergencie.

Diferencialna transformacia k-tej derivacie funkcie u(t) ma tvar:

U(k) = %[u(")]tzto. (1)

kde u je funkcia pévodna a U(k) je funkcia transformovana. Inverzna diferencialna trans-

formacia funkcie U(k) ma tvar:

u(t) = LiZo Ut (t — to), (12)

kde namiesto U (k) dosadime vztah ziskany v (11):

o (t=t)¥
u(®) = Xizo - [u®],_, . (13)

Z inverznej transformacie vyplyva, Ze koncepcia diferencialnej transformacie je odvodena z
expanzie Taylorovho radu. Hoci pomocou metody diferencidlnej transformécie nie je mozné
vypocitat’ derivacie symbolicky, je mozné iterativnym spdsobom vypocitat’ relativne deri-

vaty. Spdsob tohto vypoctu je opisany transformovanymi rovnicami pdvodnej funkcie. Pre-
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toze metdda diferencialnej transformdcie je zalozena na Taylorovom rade, je jasné, ze pod-
mienky konvergencie pre metddu diferencidlnej transformacie budu rovnaké ako pre Taylo-

rovu radu. V praxi je funkcia u(t) vyjadrena ako uy,q(t) + Ry1, kde uy,(t) ma tvar:

u, (t) = Y- Uk)(t — t)¥,

a Ry41 je zvySok vyjadreny Lagrangeovym tvarom zbytku:

(n+1)
Rusa(®) = “o 2 (£ = t)™,

kde c lezi nickde medzi t, a t. Ak (n+1)-va derivacia funkcie u(t) je ohranicena pre t €
(0,1) plati:

lu™ D ()| < K,
kde K je dana nezaporna konstanta. Potom je mozné maximalnu chybu pre u, (t) na tomto

intervale vyjadrit’ ako:

K
emax = (vipr (14)

V praxi sa pre zastavenie vypoctu s danou presnostou € pouziva jednoduchsie overitel'na

podmienka:

[t 41 () —u, (O] < e. (15)

Teda vypocet d’alSich ¢lenov Taylorovho rozvoja rieSenia u bezia tak dlho, pokial’ rozdiel
pribliznych rieSeni nie je dostato¢ne maly. V algoritme pre diferencialnu transformaciu pre

to = 0 mozno vztah (15) prepisat’ ako:
[lUn + Dt < e,
kde t lezi v uvazovanom intervale. Pre t € (0, b) plati odhad:
U+ Dt < |[U(m+ Db < e

Zo vztahov (11) a (13) pre t, = 0 je mozné odvodit’ zdkladné pravidla diferencidlnej trans-
formacie. Uvazujme, ze F(k), G(k), H(k) a U;(k), i = 1,...,n, su diferencialnymi trans-
formaciami funkcii f(t), g(t), h(t) au;(t), i = 1, ..., n. Potom plati:

(k+n)!
k!

o Ak f(t) = u(t)h(t), potom F(k) = X¢ ,UDH(k — 1). (17)
e Ak f(t) =t", potom F(k) = §(k — n), kde § je Kroneckerova delta. (18)

o Ak f(t) = u™, potom F (k) =

Uk + n). (16)
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o Ak f(t) = e, potom F(k) = = (19)
e Ak f(t) = sin(at + b), potom F(k) = L sin (X + b). (20)
e Ak f(t) = cos(at +b), potom F(k) = & cos (2 + b). @1
o Ak f(t) =[x, u;(t), potom

F(k) = XK o X5 T 2 T Uy (81) v Unoq (Sne)Un(k = 53— = 5,).

(22)

Okrem zakladnych pravidiel diferencialnej transformacie su odvodené aj d’alSie pravidla na-
priklad pre Specidlne typy zloZenych funkcii alebo pre funkcie so stredom inde ako v nule.
[10][16]
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II. PRAKTICKA CAST
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4 RIESENE PRIKLADY POMOCOU DIFERENCIALNEJ
TRANFORMACIE

4.1 Priklad ¢. 1

Uvazujme diferencialnu rovnicu u’ — u = e’ s danou poc&iato¢nou podmienkou u(0) = 0
na intervale t € (0,1), s presnostou ﬁ. Pomocou zakladnych pravidiel diferencialnej trans-
formacie popisanych v 3. kapitole, konkrétne podl'a vzt'ahu (16) a (19), sme prelozili dana

diferencialnu rovnicu do tvaru:

(k+DUGk+1)-Uk) =—

1
KV

kde k = 0. Rovnicu sme nasledne upravili do tvaru potrebného pre dosadzovanie za k:

Utk +1) = — [U(k) + ki] (23)

V pociatoénej podmienke je dané, ze u(0) = 0, takze U(0) = 0. Nasledne dosadzujeme do

vztahu (23):

Uu(n) =1
UuR) =1
1
U(3):z:0,5
U4) = 1 —1;01667
316
Ues) = 1 _1 =0,0417
41247

Vysledok zapiSeme v tvare:

1 1 1 1
— 2 3 4 53 ... k-1
ut)=t+t +2!t +3!t +4!t + +k!t

1 1 1 1
= 2 3 h o4tk
—t<1+t+2!t +3!t +4!t + +k!t )

V pripade, Ze k — o0, m6Zeme pozorovat’, Ze rieSenie ziskané pomocou metody diferencial-

nej transformacie konverguje k rieSeniu:
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u(t) = tet.

[11]
Vypocet presnosti je dany vztahom (15) a je mozné ho zapisat’ v tvare:

UNN+1) ==

N!

Podl'a podmienky uvedenej v zadani prikladu vypocitame k podl'a vztahu:

1 1
N! = 100
Ked’Zze N ndm vyslo 5, pre splnenie danej presnosti nam sta¢i urCit’ prvych 5 ¢lenov nume-

rického rie$enia.

V systéme MATLAB sme porovnali vysledky ziskané pouzitim Eulerovej metddy, funkcie
ode45, nami vytvorenou funkciou pre rieSenie pomocou DTM a presnym rieSenim. Vy-

sledky sme vyniesli do tabul’ky a do grafu.

Tabul'ka 3 — Vysledky prikladu €. 1

Eulerova m.

DTM (5) DTM (10) ode45 presné r.
0 0 0 0 0

0,1 0,11051708 | 0,11051709 | 0,11051709 | 0,11051710
0,2205171 | 0,24428000 | 0,24428055 | 0,24428055 | 0,24428056
0,3647091 | 0,40495125 | 0,40495764 | 0,40495764 | 0,40495765
0,5361659 | 0,59669333 | 0,59672988 | 0,59672988 | 0,59672989
0,7389649 | 0,82421875 | 0,82436064 | 0,82436064 | 0,82436065
0,9777335 | 1,09284000 | 1,09327128 | 1,09327128 | 1,09327129
1,2577188 | 1,40851958 | 1,40962689 | 1,40962690 | 1,40962691
1,5848659 | 1,77792000 | 1,78043272 | 1,78043274 | 1,78043276
1,9659066 | 2,20845375 | 2,21364271 | 2,21364280 | 2,21364282
2,4084576 | 2,70833333 | 2,71828153 | 2,71828183 | 2,71828184

Pri tomto priklade sme vykonavali vypoéty na intervale t € (0; 1) s krokom 0,1. Z tabul’ky
¢. 3 je moZné badat’, Ze najpresnejSia metdda je ode45 a najmenej presna je Eulerova metdda.
Metdéda DTM s radom vysledného polynému 5 sa 1iSi od presného rieSenia v poslednom

kroku o jednu stotinu, zatial’ ¢o metdda DTM s presnost’ou 10 sa lisi len o 3 desat'miliontiny.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 33

Yipocet pomocou DTM s presnost'ou 10, BEulerove] metddy a presnéha riegenia

—+— Eulerava metoda
—+—DTM s presnostou 10
25 —— presné rieSenie ]
2 L
= 16+
1 L
05
0= I L 1 1 ] 1 L . ;

Obrazok 4 — Vysledky prikladu ¢. 1

4.2 Priklad ¢. 2

Uvazujme diferencidlnu rovnicu u” + u = 0 s danymi pociatocnymi podmienkami u(0) =
1 au’(0) = 1. Pomocou zikladnych pravidiel diferencidlnej transformacie popisanych
v 3. kapitole, konkrétne podl'a vzt'ahu (16), sme prelozili danti diferencialnu rovnicu do

tvaru:
(k+1D)k+2)Uk+2)+Uk) =0,

Rovnicu sme nasledne upravili do tvaru potrebného pre dosadzovanie za k:

U(k)

Utk +2) =~ (k+1)(k+2)" (24)

Z pociatoénych podmienok vyplyva, ze U(0) = 1 a U(1) = 1. Nasledne dosadzujeme do
vztahu (24):

1
U@ = -5 =-05

1 1
UB) = —5; =~z == 0,166667
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1 1
U(4) = E = ﬁ = 0,041667

1 1
U(5) = — = — = 0,008333

5! 120
Uue) = 1__ 1. 0,001388
el 720
U(7) = 1_ L 0,000198
71 5040

Vysledok zapiSeme v tvare:

1 1 1 1 1 1
— _ 42 43 44 45 46 47
u(®) =1+t Z!t 3!t +4!t +5!t 6!t 7!t +

1 1 1 1 1 1
— (124 44 _ — 164 ... L34 45 47 4
—(1 Z!t +4!t 6!t + )+(1 .t +—t .t + )

V pripade, Zze k — o0, mozeme pozorovat,, Ze rieSenie ziskané pomocou metody diferencial-

nej transformacie konverguje k rieSeniu:

u(t) = cost +sint.

[11]
V systéme MATLAB sme porovnali vysledky ziskané pouzitim Eulerovej metddy, funkcie
ode45, nami vytvorenou funkciou pre rieSenie pomocou DTM a presnym rieSenim. Vy-
sledky sme vyniesli do tabul’ky a do grafu, pricom do tabul’ky sme vyniesli prvych 10 krokov

vypoctu.

Tabul’ka 4 — Vysledky prikladu €. 2

Eulerovam. | DTM (5) DTM (10) ode45 presné r.
1 1 1 1 1

1,1 1,09483758 | 1,09483758 | 1,09483758 | 1,09483758
1,19 1,17873600 | 1,17873591 | 1,17873591 | 1,17873591
1,269 1,25085775 | 1,25085670 | 1,25085669 | 1,25085670
1,3361 1,31048533 | 1,31047934 | 1,31047933 | 1,31047934
1,39051 1,35703125 | 1,35700810 | 1,35700810 | 1,35700810
1,431559 | 1,39004800 | 1,38997809 | 1,38997809 | 1,38997809
1,4587029 | 1,40923808 | 1,40905987 | 1,40905987 | 1,40905987
1,47153121 | 1,41446400 | 1,41406280 | 1,41406280 | 1,41406280
1,46977249 | 1,40575825 | 1,40493689 | 1,40493687 | 1,40493688
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1,45329846 | 1,38333333 | 1,38177331 | 1,38177329 | 1,38177329

YWipoZet pomocou OTM s presnostou 5,10 a presného riegenia

BI:I T T T T T T

a0l —+— DT = presnostou 5 i
OTM = presnost'ou 10

L —+——preshé riesenie i

_1|:| | 1 | | | 1
a

Obrazok 5 — Vysledky prikladu €. 2

Pri tomto priklade sme vykonavali vypocty na intervale t € (0; 6,28) s krokom 0,1. Z ob-
razka €. 5 je mozné badat’, Ze metdda diferencidlnej transformdacie s presnost'ou 5 sa zacina
odchyl'ovat’ od presného rieSenia uz priblizne po 20 krokoch, zatial’ co metoda diferencialnej
transformécie s presnostou 10 az po priblizne 40 krokoch. Aby bolo rieSenie pomocou me-
tody diferencialnej transformacie zhodné s presnym rieSenim na danom intervale, musela by
byt zadana hodnota presnosti minimalne 17, ¢o je to dané tym, ze pravy kraj intervalu je

relativne d’aleko od stredu rady v nule.

4.3 Priklad ¢. 3

Uvazujme diferencialnu rovnicu u” — 3u’ + 2u = 2t — 3 s danymi pociatocnymi pod-
mienkami u(0) = 1 au'(0) = 2. Pomocou zakladnych pravidiel diferencidlnej transforma-
cie popisanych v 3. kapitole, konkrétne podl'a vzt'ahu (16) a (18), sme prelozili danu dife-

rencialnu rovnicu do tvaru:

(k+1)(k+2)Uk+2)—3(k+1DU(k+1)+2U(k) = 26(k—1) —36(k).
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kde k = 0. Rovnicu sme nasledne upravili do tvaru potrebného pre dosadzovanie za k:

L [3(k+ DUk +1) = 2U(k) + 28(k — 1) — 38(K)].

Ulk +2) = (k+1)(k+2)

(25)

Z pociatoénych podmienok vyplyva, ze U(0) = 1 a U(1) = 2. Nasledne dosadzujeme do
vztahu (25):

1
U(2)=§=0,5
UQR3) = 1_1 = 0,166667
316
U@4) = 1_1 = 0,041667
T4 24

1 1
U(S) = 5; = 15 = 0,008333

Vysledok zapiSeme v tvare:

1 1 1 1
- 424 434 Ay kg =
u(t)—1+2t+2!t tt Attt gttt =

1 1 1 1
— 2 34 444tk
—t<1+t+2!t +3!t +4!t + +k!t )

V pripade, Ze k — o0, m0zeme pozorovat’, Ze rieSenie ziskané pomocou metody diferencial-

nej transformacie konverguje k rieSeniu:
u(t) = t+et.
[11]
V systéme MATLAB sme porovnali vysledky ziskané pouzitim Eulerovej metody, funkcie

ode45, nami vytvorenou funkciou pre rieSenie pomocou DTM a presnym rieSenim. Vy-

sledky sme vyniesli do tabul’ky a do grafu.

Tabulka 5 — Vysledky prikladu ¢. 3

Eulerovam. | DTM (5) DTM (10) ode45 presné r.
1 1 1 1 1
1,2 1,20517092 | 1,20517092 | 1,20517092 | 1,20517092
1,35 1,42140267 | 1,42140276 | 1,42140276 | 1,42140276
1,488 1,64985775 | 1,64985881 | 1,64985881 | 1,64985881
1,616 1,89181867 | 1,89182470 | 1,89182470 | 1,89182470
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1,736 2,14869792 | 2,14872127 | 2,14872127 | 2,14872127
1,85 2,42204800 | 2,42211880 | 2,42211880 | 2,42211880
1,96 2,71357142 | 2,71375271 | 2,71375271 | 2,71375271

2,068 3,02513067 | 3,02554093 | 3,02554093 | 3,02554093

2,176 3,35875825 | 3,35960310 | 3,35960312 | 3,35960311

2,286 3,71666667 | 3,71828180 | 3,71828183 | 3,71828183

Yipoget pomacou DT 5 presnost'ou 5
4 T T T T T T T
3 =
2 =
1D 0.1 IZI.I2 EI.I3 EI.IA D.IE 0.6 EI.I?' 0.5 D.IB
1
“ypocet pomocou DT = presnost'ou 10
‘q' T T T T T T T
3 -
2 =
1D- - .”III.I1 IZI.I2 EI.I3 EI.IA D.IE 0.6 EI.I?' 0.8 D.IB
1
“ypocet pomocou presného riegenia
‘q' T T T T T T T
3 =
2 -
1D 01 D.I2 D.I3 D.Iri D.I5 0B D.I?' 0.a D.IB

Obrazok 6 — Vysledky prikladu ¢. 3

Pri tomto priklade sme vykonavali vypo¢ty na intervale t € (0; 1) s krokom 0,1. Z obrazka

¢. 6 je mozné badat’, Ze vysledky sa takmer zhoduju, avSak z tabulky ¢. 5 pozorujeme, Ze

vypocet pomocou Eulerovej metddy je vel'mi nepresny. Metoda DTM s presnostou 5 sa lisi

od presného rieSenia v poslednom kroku o jednu tisicinu, zatial’ ¢o metdéda DTM s presnos-

tou 10 sa liSi len o 3 stomiliontiny.
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4.4 Priklad ¢. 4

Uvazujme diferencidlnu rovnicu u’ — 2tu = 0 s danou pociato¢nou podmienkou u(0) = 1.
Pomocou zékladnych pravidiel diferencidlnej transformacie popisanych v 3. kapitole, kon-

krétne podla vztahu (16) a (17), sme prelozili dant diferencialnu rovnicu do tvaru:
(k+DUK+1)—2%F_6(m—1)U(k—m) =0,

kde 6 oznacuje Kroneckerovo delta. Kroneckerovo delta je matematicka funkcia dvoch
premennych, obvykle celych ¢isel. Je pomenovana po Leopoldovi Kroneckerovi (1823-
1891). Téato funkcia sa rovnd 1 v pripade ked’ je premennd rovna nule, v ostatnych pripa-

doch sa funkcia rovna nule.

Rovnicu sme nasledne upravili do tvaru potrebného pre dosadzovanie za k:
2
Utk +1) =m2£‘n=06(m—1) U(k —m). (26)

Z pociatoénej podmienky vyplyva, ze U(0) = 1. Nasledne dosadzujeme do vzt'ahu (26):

0
k=0U(1) =2 Z §(m — 1) U(=m) = 0U(0) = 0

m=0

k=1:UQ)= Z Sm—-—1DUA-m)=0U()+1U(0) =1

m=0
2 2
k=2:03)=3 Z sm—1DUR—-m) =0U(2)+1U(1) +0U(0) = 0
1< 1
k=3:04) =3 z 5(m — DU —m) ==[0U(3) + 1U(2) + 0U(1) + 0U(0))]
1

N

k=4:U(5)=§z S(m—1) U4 —m)

=0UM4)+1UB)+0U(2)+0U(1)+0U(0)=0
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5
k=5:U(6)=%z s(m -1 UG —m)

=0

= %[OU(S) +1UM@) +0UB)+0UR)+0U(1)+0U(0)] = % -

Vysledok zapiSeme v tvare:

1 1 1 (t2)2  (t2)%  (t2)*
— 2 4 6 8 4 ... — 2
u(t) =1+t +2!t +3!t +4!t +--=1+4+t°+ o0 + 3 + 4l +

V pripade, Ze k = oo, m6zeme pozorovat, ze rieSenie ziskané pomocou metddy diferencial-

nej transformacie konverguje k rieSeniu:
u(t) = et’.
[11]

V systéme MATLAB sme porovnali vysledky ziskané pouzitim Eulerovej metddy, funkcie
ode45, nami vytvorenou funkciou pre rieSenie pomocou DTM a presnym rieSenim. Vy-

sledky sme vyniesli do tabulky a do grafu.

Tabulka 6 — Vysledky prikladu ¢. 4

Eulerovam. | DTM (5) | DTM (10) ode45 presné r.
1 1 1 1 1

1 1,01005 | 1,01005017 | 1,01005017 | 1,01005017
1,02 1,0408 | 1,04081077 | 1,04081077 | 1,04081077
1,0608 1,09405 | 1,09417428 | 1,09417428 | 1,09417428
1,124448 1,1728 | 1,17351085 | 1,17351087 | 1,17351087
1,21440384 | 1,28125 | 1,28402507 | 1,28402542 | 1,28402542
1,33584422 | 11,4248 | 1,43332623 | 1,43332941 | 1,43332941
1,49614553 | 1,61005 | 1,63229556 | 1,63231622 | 1,63231622
1,70560591 | 1,8448 | 1,89637596 | 1,89648089 | 1,89648088
1,97850285 | 2,13805 | 2,24746529 | 2,24790801 | 2,24790799
2,33463336 2,5 2,71666667 | 2,71828188 | 2,71828183
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Yypocet pomacou Eulerove] metddy, DT s presnost'ou 5 a funkcie odeds
28 1 1 1 1 1 1 1 T 1
—+— Eulerova metdda
OTM s presnost'ou 5
—+—funkcia odeds

2B

2.4

22

18F

Obrazok 7 — Vysledky prikladu €. 4

Pri tomto priklade sme vykonavali vypoéty na intervale t € (0; 1) s krokom 0,1. Z obrazka
¢. 7 je mozné badat’, ze vypocet pomocou Eulerovej metddy je najmenej presny. Metdda
DTM s presnostou 5 sa lisi od presného rieSenia v poslednom kroku o dve desatiny, zatial’

¢o metdéda DTM s presnost'ou 10 sa 1iSi o dve tisiciny a funkcia ode45 iba o 5 stomiliontin.

4.5 Priklad ¢é. 5

Uvazujme diferencidlnu rovnicu u’ — u? = 1 s danou pociato¢nou podmienkou u(0) = 0.
Pomocou zékladnych pravidiel diferencialnej transforméacie popisanych v 3. kapitole, kon-

krétne podla vzt'ahu (16) a (17), sme prelozili dant diferencialnu rovnicu do tvaru:

k
h+DUK+1) — Z U Uk —m) = 8(k)

Rovnicu sme nésledne upravili do tvaru potrebného pre dosadzovanie za k:

80 + Tk UM Uk —m)

Uk +1) KT 1 27)

Z pociatoénej podmienky vyplyva, Zze U(0) = 0. Nasledne dosadzujeme do vzt'ahu (27):
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1+Z,‘;l=0U(‘m)U(0—‘m)_1+0_1

k=0:UQ1) = 0T 1 1
o 0+3L,UmU-m) 0+[(0-D+(1-0)] 040
k=100@)= 1+1 B 2 =— =0
o 0+ ,UmUE-m) 0+[(0-0)+(1-1D+(0-0)]
k=2:UQ) = 1 = 3 =
041 1
3 3
. 04X UmUB-—m)
k=3:U4) = 371 =
0+[(o%)+(0~0)+(0-1)+(%-0)]_0+0_
= 7 = =
o 0+ X UMUM@ —m)
k=4:U(5) = o =
1 1 1,1
0+[0-0+(1:3)+0-0+(3:1)+©- 0] 0+|5+5]
B 5 B 5
2
_3_2
5 15
Vysledok zapiSeme v tvare:
3 2t5
u(t)=t+§+ﬁ+-~

V pripade, Ze k — oo, m6zeme pozorovat, Ze rieSenie ziskané pomocou metddy diferencial-

nej transformacie konverguje k rieSeniu:
u(t) = tant.

V systéme MATLAB sme porovnali vysledky ziskané pouZitim Eulerovej metddy, funkcie
ode45, nami vytvorenou funkciou pre rieSenie pomocou DTM a presnym rieSenim. Vy-

sledky sme vyniesli do tabul’ky a do grafu.

Tabul'ka 7 — Vysledky prikladu €. 5

Eulerova m.

DTM (5) DTM (10) ode45 presné r.
0 0 0 0 0
0,05 0,05004171 | 0,05004171 | 0,05004171 | 0,05004171
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0,100125

0,10033467

0,10033467

0,10033467

0,10033467

0,15062625

0,15113513

0,15113522

0,15113522

0,15113522

0,20176066

0,20270933

0,20271004

0,20271004

0,20271004

0,25379603

0,25533854

0,25534192

0,25534192

0,25534192

0,30701665

0,30932400

0,30933623

0,30933625

0,30933625

0,36172962

0,36499196

0,36502840

0,36502850

0,36502849

0,41827203

0,42269867

0,42279282

0,42279322

0,42279322

0,47701961

0,48283538

0,48305359

0,48305507

0,48305507

0,53839699

0,54583333

0,54629767

0,54630249

0,54630249

Yypotet pormocou Eulerove] metddy a presného riedenia
D? T T T T T T T T T

—+— Eulerava metdda
—+——preshé riegenie i

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

| | |
0.25 0.35 0.45

t

|:| | |
a 0.05 015 0.5

Obrazok 8 — Vysledky prikladu ¢. 5

Pri tomto priklade sme vykonavali vypocty na intervale t € (0; 0,5) s krokom 0,05. Z ob-
razka €. 8 je mozné pozorovat, ze Eulerova metdda je v tomto pripade pomerne presnd. Me-
toda DTM s presnostou 5 sa liSi od presného rieSenia v poslednom kroku o jednu tisicinu,

zatial’ co metdda DTM s presnostou 10 sa 1isi o jednu stotisicinu.

V tejto praci sme sa zaoberali aj rychlost’ou vypoctu pomocou danej metdédy. Rychlost’ sme
merali pomocou prikazov tic a toc. Tieto prikazy funguju tak, ze vystupom je ¢as v sekun-
dach, ktory reprezentuje ¢as ubehnuty od momentu kedy systém precital prikaz tic, do mo-

mentu kedy precital prikaz toc. Namerané udaje sme vyniesli do tabul’ky.
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Tabul'ka 8 — Prehl'ad nameranych rychlosti vypoctu

Eulerovam. | DTM (5) | DTM (10) | ode45 | presnér.
1. priklad 0,0123 0,1659 0,3716 0,019 0,0127
2. priklad 0,011 0,1378 0,3016 | 0,0163 | 0,0123
3. priklad 0,0107 0,1262 0,305 0,0181 0,014
4. priklad 0,0101 0,1719 0,3082 | 0,0195 | 0,0103
5. priklad 0,0108 0,155 0,3494 | 0,0167 | 0,0196
priemer 0,01098 0,1514 | 0,32716 | 0,0179 | 0,01378

Z tabulky ¢. 9 mo6zZeme pozorovat’, Ze najrychlejSou metédou je Eulerova metdda s priemer-

nym ¢asom vypoctu 0,011 sekundy. Naopak najpomalSou je nami implementovana metoda

DTM v systéme MATLAB. Z tabul’ky €. 9 pozorujeme, ze rychlost’ vypoctu znacne ovplyv-

fluje ziadana presnost’ vypoctu. Vysoky ¢as vypoctu je sposobeny najma nedostato¢nou op-

timalizaciou algoritmu.
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5 MATLAB

MATLAB od firmy MATHWORKS prvy krat vydany v roku 1984 jednoznac¢ne patri medzi
najpouzivanejsie vypoctové systémy na svete. Nazov MATLAB vznikol spojenim a skrate-
nim anglickych slov matrix a laboratory. Pomocou tohto systému mozno vytvarat’ napriklad
algoritmy pre analyzu a vizualizaciu dat, numerické vypoéty a pod. Specifickym néstrojom
st tzv. toolboxy, ktoré rozsiruji zékladnu verziu systému pre rézne konkrétne oblasti, napri-
klad toolbox Simulink slizi pre simuldciu a modelovanie dynamickych systémov. V tejto

praci pracujeme so systémom MATLAB vo verzii 2012b. [14]

5.1 Popis prostredia

Ihned’ po spusteni programu MATLAB sa na monitore zobrazi pracovna plocha vyvojového

prostredia.

Workspace

Current
Folder

Command Window

Obrazok 9 — Pracovna plocha vyvojového prostredia MATLAB

Pracovna plocha je rozdelena na niekol’ko Casti:

e Current Folder zobrazuje aktualne otvoreny adresar a jeho podadresare a subory,
e Command Window je najdolezitejSou Cast'ou pracovnej plochy, pretoze sluzi pre
komunikaciu medzi systémom, ktory sem vypisuje vysledky vypoctov a uzivatel'om,

ktory zapisuje do tohto okna prikazy,
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e Workspace informuje uzivatel'a a momentélne definovanych premennych a hodno-
tach v nich ulozenych,

e Command History je Cast’ pracovnej plochy, ktora informuje o pouzitych prikazoch
v minulosti. Primarne teda slazi pre rychlejsi pristup k uz pouzitym prikazom,

e Hlavna lista sluzi pre jednoduchy prehl'ad moznosti prace s programom. Pomocou
hlavnej listy je mozné napriklad exportovat’ alebo importovat’ data, vytvarat’ nové

subory a funkcie a pod. [14]

5.2 Algoritmus diferencidlnej transformacie

Algoritmus pre implementaciu vypoctu priblizného rieSenia diferencidlnej rovnice s pocia-

to¢nou podmienkou pomocou diferencidlnej transformacie ma dve hlavné Casti:

e preklad rovnice pro neznamu funkciu u(t) pomocou ,slovnika® (vztahy (16) az
(22)), ktorého vysledkom je transformovana rovnica pre U(n),
e rieSenie tejto rekurentnej rovnice. Vysledné zlozky vektoru U potom reprezentuju

koeficienty polynomu dévajiceho priblizné riesenie.

Vstupom do algoritmu je diferencialna rovnica, presnost’ vyjadrena maximalnym stupiiom
polynému a pociato¢né podmienky. Na uvod je potrebné overit’ ¢i boli zadané vSetky udaje
potrebné pre vypocet. Nasledne je potrebné zistit’ vSetky ¢leny rovnice aby bolo mozné vy-
konat’ transformaciu. Potom je potrebné o kazdom ¢lenovi rovnice rozhodnut’ ¢i je dany ¢len
¢islom, vyrazom, alebo sic¢inom viacerych vyrazov. Podl'a vysledku rozhodnutia prebehne
preklad podla pravidiel diferencidlnej transformacie popisanych v 3. kapitole. Po prelozeni
celej rovnice je potrebné osamostatnit’ transformovanu funkciu s najvys$sim rddom a substi-
tuovat’ ju za novll nezndmu. Na zaver sa vykona dosadzovanie do novej substituovanej rov-

nice, ktorej vysledok predstavuje polyném uréeny vektorom jeho koeficientov.

5.3 Implementacia algoritmu v programe MATLAB

Hlavna Cast’ algoritmu prebieha vo funkcii DTM, kde prebieha rozklad rovnice na ¢leny
a ich naslednd identifikacia. Vo funkcii DTM tieZ prebieha pripadné oddelenie konstant da-
nych c¢lenov, nahradenie povodnych ¢lenov funkcie preloZzenymi, substituovanie rovnice
a nasledné dosadzovanie. Volanie funkcie DTM mé odlisni podobu ako volanie funkcie
ode45, ktord je implementovand v systéme MATLAB. Porovnanie volania funkcii DTM
a ode45 pre priklady rieSené v 4. kapitole tejto prace sme vyniesli do tabulky.
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Tabulka 9 — Porovnanie volania funkcii

funkcia DTM funkcia ode45

priklad ¢. 1 | DTM(diff(u,t)-u(t)==exp(t),5,[0]) | [t,u] = oded5(@(t,u) exp(t)+u, tspan, u0)

priklad & 2 | DTM(diff(u, 2,0 +u(ty==0,5,[1 1]) | [bY] = 0de43(@(t.y) odefenl(t.y), tspan,

y0)
DTM(diff(u,2,0)- _
priklad & 3 | 3*diff(u,yr2*u(y—2%-3,501 | oY) °de45(@(t’§)()§defcn2(t’Y)° span,
2])

priklad €. 4 | DTM(diff(u,t)-2*t*u(t)==0,5.[1]) | [t,u] = oded5(@(t,u) 2*t*u, tspan, u0)

. y DTM(diff(u,t)- _ A
priklad €. 5 u(ty*u(==1,5.[0]) [t,u] = ode45(@(t,u) u™2+1, tspan, u0)

Funkcia DT sluzi pre preklad podl'a pravidiel diferencialnej transformacie. Funkcia DT do-
kaze prelozit' funkcie sin(at + b), cos(at + b), e®, t™ pre n > 1, u(t), v, ..., u™. Na
uvod funkcie DT sa vykona kontrola ¢i funkcia na vstupe ndhodou nie je prazdna. Nasledne
sa rovnica prevedie do textového ret'azca, v ktorom je potrebné vyhl'adat’ symboly urcujuce

vztahy pre preklad (sin, cos, exp, mocnina a pod.). Vystupom je novy transformovany vyraz.

Funkcia product sluzi pre preklad ak s v jednom ¢lene rovnice dva vyrazy, pracuje podl'a
vzt'ahu (15) zékladnych pravidiel diferencidlnej transformacie. Funkcia product3 slizi pre
preklad ak su v jednom ¢lene rovnice tri vyrazy a pracuje podla vztahu (20) zédkladnych

pravidiel diferencialnej transformacie.

Funkcia kd slazi pre definovanie Kroneckerovej delty, ked’ze syst¢ém MATLAB vo verzii

s ktorou sme pracovali nema implementovanti obdobnu funkciu.

Nami vytvoreny algoritmus dokaze pracovat’ s funkciami sinus, kosinus, exponencidlou, s
derivaciou a s mocninou. Jeden ¢len rovnice méze obsahovat’ maximalne sucin troch vyssie
spomenutych funkcii. Algoritmus dokdze riesit’ aj nelinearne diferencidlne rovnice, v po-
dobe mocniny nezname;j. Presnost’ je riadend zadanim stupnia vysledného polynomu. Ovla-
danie presnosti pracuje na principe vztahu (15) popisaného detailnejSie v kapitole 3.2 v te-

oretickej Casti tejto prace.

5.3.1 Prehlad funkcii pouzitych v algoritme

Velkou vyhodou syst¢ému MATLAB je to, Ze m4 zabudované niektoré funkcie umoznujice
pracu so symbolickymi vyrazmi. Z toho hl'adiska je pre nas dolezitou funkciou pri rozdeleni
rovnice na ¢leny funkcia children. Pomocou tejto funkcie a funkcii numel a coeffs sme rov-

nicu rozdelili na ¢leny a ¢leny z pravej strany rovnice presunuli na l'ava. Vystupom funkcie
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children je vektor obsahujuci ¢leny rovnice, vystupom funkcie coeffs je vektor, ktory obsa-
huje koeficienty danych ¢lenov rovnice. Funkcia numel vracia ¢islo reprezentujiice pocet

prvkov vo vektore.

deti=children (egn);

lhs=detci(1):
rhs=deti (2);

if (numel (coeffs(lhs) )==1) &% (numel (coeffs (rhs))==1)
vyrazy=[lhs, -1l.*rhs]:

elseif (numel (coeffs(lhs))==1)&& (numel (coeffs(xrhs))~=1)
vyrazy=[lhs, -l.*children(rhs)]:

elzeif (numel (coeffs (lhs))~=1)&& (numel (coeffs(rhs) )==1)
vyrazy=[children{lhs), -1.*rhs]:

else
vwyrazy=[children{lhs),-1.*children(rhs)]:

end

display(vvrazy).:

pocet_vyrazusnumel (VYIazy):

Obrazok 10 — Ukazka pouzitia funkcii children, coeffs a numel v algoritme.
Funkcie isempty, isequal a isnumeric pracuju na podobnom principe, ich vystupom je totiz
logicka hodnota bud’ 0, alebo 1. Ak je vstup do funkcie isempty prazdny, vystupom je lo-
gickd 1. Funkcia isequal porovnava vektory, ak st totozné, vystupom je logicka 1. Funkcia
isnumeric vrati logicku 1, ak je na vstupe numericky datovy typ. Numerickym datovym ty-
pom v systéme MATLAB rozumieme niektory z datovych typov: int8, int16, int32, int64,

uint8, uint16, uint32, uint64, single a double.

if isempry(funkcia)

DT = {}:
return
end

Obrazok 11 — Ukazka pouzitia funkcie isempty v algoritme.

if ((isempty(strfind(t_vyraz,'t')))&& (isnumeric(eval (vyraz))}]))
subs_ch=[numZstr (eval (vyraz)) '*“delta(k)"]:

Obrazok 12 — UkéaZzka pouzitia funkcie isnumeric v algoritme.

if (~isequal (char(ch(l)),'t"))&& (isnumeric({eval({ch(2))})
for ii=l:ewval(ch(2))
sucinitele=[sucinitele ch{l)]:
end
elseif (isequal(char(ch(l)),'t'))&& (isnumeric({eval({chi(2))))
sucinitele=[sucinitele rozklad(j)]:
end

Obrazok 13 — Ukazka pouzitia funkcie isequal v algoritme.

Funkcie char, num2str, sym2poly a cell2mat sliZia pre pretypovanie medzi datovymi

typmi. Vystupom funkcie char je vektor znakov. Funkcia num2str konvertuje ¢islo na pole
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znakov, funkcia sym2poly vypiSe vektor vSetkych numerickych koeficientov vratane nil zo
symbolického polyndmu. Funkcia cell2mat konvertuje pole buniek na obyc¢ajné pole pdvod-
ného datového typu.
for i=l:pocet_vyrazu
VYraz=vyrazy(i):
t_wyraz=char (vyraz):

Obrazok 14 — Ukazka pouZitia funkcie char v algoritme.

tsubs=["'U(k + " numZ2str({rad+l) ')']:

Obrazok 15 — Ukazka pouZitia funkcie num2str v algoritme.

pol=symZpoly (argument funkcie):

Obrazok 16 — Ukazka pouZitia funkcie sym2poly v algoritme.

hladaj mocninuw=cellZmat (strfind(t_funkcia,'™')}:

Obrazok 17 — Ukazka pouzitia funkcie cell2mat v algoritme.

Funkcie strfind a strrep pracuju s textovymi ret'azcami. Vystupom funkcie strfind je vektor,
ktory obsahuje Cisla reprezentujiuce pocet znakov pred hl'adanym vyrazom od zaciatku re-
tazca. Vstupom do funkcie strrep su tri textové retazce a to konkrétne: textovy retazec
v ktorom prebieha vyhl'addavanie a ndhrada, textovy retazec, ktory bude nahradeny a textovy

retazec, ktorym sa nahradi hl'adany ret'azec. Vystupom je textovy retazec po nahrade.

hladaj sin=cellZmat (strfind(t_funkcia, "sin"}):

Obrazok 18 — Ukazka pouzitia funkcie strfind v algoritme.

nova eqn=eval (strrep(tfeqgn, tsubs, 'x') )

Obrazok 19 — Ukdazka pouZitia funkcie strrep v algoritme.

Funkcia solve vyriesi rovnicu na vstupe do funkcie podl'a premennej, ktora je tieZ na vstupe

funkcie.

Uirad+l+k)=sclve (nova eqn,x);

Obrazok 20 — Ukazka pouzitia funkcie solve v algoritme.

Funkcia eval vyhodnoti vyraz v textovom ret’azci, ktory je na vstupe funkcie. Napriklad ak
na vstup funkcie eval vlozime vyraz ,,sin(y)*, funkcia vyhodni ,,y* ako premennt a ak v nej

bola zadana hodnota, tak na vystupe funkcie bude sinus danej hodnoty.
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if ((isempty(strfind(t_wyraz, 't')))&& (isnumeric(eval (vyraz))})
subs_ch=[numZstr (eval (vyraz)) "*deltaik)']:

Obrazok 21 — Ukazka pouzitia funkcie eval v algoritme.
Funkcia length zistuje dizku vektora. Na jej vystupe je &islo reprezentiijuce poéet prvkov

vo vektore.
l=lengthisacinite;ej:
Obrazok 22 — Ukazka pouzitia funkcie length v algoritme.
Funkcia factorial vracia ¢islo, ktoré reprezentuje faktorial ¢isla na vstupe funkcie.
fl=1./factorial (0: (rad-1)):

Obrazok 23 — Ukazka pouZitia funkcie factorial v algoritme.

Funkcia zeros vracia maticu, ktorej vSetky prvky st rovné nule. Rozmer vyslednej matice

urcuje vstup funkcie. Ak je na vstupe iba jedna hodnota, vytvori sa Stvorcova matica.

U=[fl.*podminky zeros(l,r-rad)]:

Obrazok 24 — Ukazka pouzitia funkcie zeros v algoritme.
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ZAVER

Cielom tejto bakalarskej prace bolo objasnit’ problematiku metody diferencidlnej transfor-
macie a implementovanie danej metody v systéme MATLAB. Podarilo sa mi tiez priblizit’
viaceré numerické metddy rieSenia diferencidlnych rovnic, konkrétne Eulerovu metodu
a metody Runge-Kutta. Postup pri vypocte s pouzitim metddy diferencialnej transformacie
sa mi podarilo ukéazat’ na piatich rieSenych prikladoch. Dva priklady boli oby¢ajnymi dife-
rencidlnymi rovnicami druhého radu, zvySné tri priklady prvého radu. Tym som objasnil
princip fungovania DTM pri obyc€ajnych diferencidlnych rovniciach vysSich radov. Jeden
z rieSenych prikladov bol ukézkou rieSenia nelinedrnych diferencialnych rovnic pomocou

DTM.

Pri vytvérani algoritmu som vychadzal z matematickych definicii pre metddu diferencidlne;j
transformdcie. K porovnaniu vysledkov najlepSie posluzili grafy a tabulky, kde su rozdiely
vo vysledkoch jasne viditeI'né. Z vysledkov som dokazal, ze Eulerova metoda je sice naj-
rychlejsia, avSak je najmenej presna. Rychlost’ vypoctu pomocou DTM znacne ovplyviiuje
ziadana presnost’ vypoctu. Pri detailnejSej optimalizacii algoritmu sa da oakavat’, ze by me-
toda DTM bola podstatne rychlejsSia. Funkcia ode45, pracujica na zaklade met6édy Runge-

Kutta 4. radu, dosahuje vyborni presnost’ a je tiez vel'mi rychla.

Systém MATLAB je vybornou pomdckou pri podobnych vypoctoch. Ma vel’ké mnoZstvo
implementovanych funkcii, ktoré su uzito¢né pri praci so symbolickymi vyrazmi. Na webo-
vej stranke spoloc¢nosti Mathworks sa tiez nachédza rozsiahla dokumentacia k systému
MATLAB spolu s uzivatel'skym féorom, ¢o rovnako prispieva k zjednoduseniu prace pri rie-
Seni danej problematiky. Implementécia algoritmu DTM do programovacich jazykov nepod-
porujicich symboliku by teda bola naro¢nd, kedze by bolo nutné naprogramovat’ aj celu
logiku vyhodnocovania symbolickych vyrazov. Mozna by bola implementacia algoritmu
DTM do systému Mathematica. Tento systém rovnako ako syst¢ém MATLAB dokaze pra-
covat’ so symbolickymi vyrazmi, av§ak myslim si Ze prikazova syntax v systétme MATLAB

je podstatne jednoduchSia a uZivatel'sky pristupnejsia.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

apod. apodobne

atd’. a tak d’alej

DR diferencialna rovnica

DTM differential transform method
ODE  ordinary differential equation
napr. napriklad

resp.  respektive

t. . to jest

tzn. to znamena

tzv. takzvané
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ZOZNAM PRILOH

DT Zdrojovy kéd pre preklad rovnice podla pravidiel DTM.

DTM Zdrojovy kéd pre vyhodnocovanie vyrazov a kone¢ny vypocet.
kd Zdrojovy kéd pre Kroneckerovo delta.

Priklad1 euler

Priklad1 ode45

Priklad1 presne

Priklad2 euler

Priklad2 ode45

Priklad2 presne

Priklad3 euler

Priklad3 ode45

Priklad3 presne

Priklad4 euler

Priklad4 ode45

Priklad4 presne

Priklad5_euler

Priklad5 ode45

Zdrojovy kod pre vypocet 1. rieSeného prikladu pomocou Eulerovej me-

tody.
Zdrojovy kod pre vypocet 1. rieSen¢ho prikladu pomocou funkcie ode45.

Zdrojovy kod pre vypocet 1. rieSeného prikladu pomocou presného riese-

nia.

Zdrojovy kod pre vypocet 2. rieSeného prikladu pomocou Eulerovej me-

tody.
Zdrojovy kod pre vypocet 2. rieSené¢ho prikladu pomocou funkcie ode45.

Zdrojovy kod pre vypocet 2. rieSené¢ho prikladu pomocou presného riese-

nia.

Zdrojovy kod pre vypocet 3. rieSené¢ho prikladu pomocou Eulerovej me-

tody.
Zdrojovy kod pre vypocet 3. rieSené¢ho prikladu pomocou funkcie ode45.

Zdrojovy kod pre vypocet 3. rieSen¢ho prikladu pomocou presného riese-

nia.

Zdrojovy kod pre vypocet 4. rieSené¢ho prikladu pomocou Eulerovej me-

tody.
Zdrojovy kdd pre vypocet 4. rieSeného prikladu pomocou funkcie ode45.

Zdrojovy kod pre vypocet 4. rieSeného prikladu pomocou presného riese-

nia.

Zdrojovy kod pre vypocet 5. rieSeného prikladu pomocou Eulerovej me-

tody.

Zdrojovy kod pre vypocet 5. rieSeného prikladu pomocou funkcie ode45.



Priklad5 presne Zdrojovy kod pre vypocet 5. rieSeného prikladu pomocou presného riese-

nia.
product Zdrojovy kéd pre pracu s ¢lenom rovnice obsahujiicim dva vyrazy.

product3 Zdrojovy kéd pre pracu s ¢lenom rovnice obsahujucim tri vyrazy.



