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ABSTRAKT

Systémy diferencidlnich rovnic nej¢astéji nelze fesit analyticky. Proto algoritmy zalozené na
numerickych metodach jsou potieba. Cil této prace je vytvorit obecny program pro feseni
diferencialnich rovnic vys$sich fadi pomoci riznych diferencidlnich metod. Bude provedeno
porovnani chyb kazdé metody. Dale bude vybrany redlny systém popsan pomoci diferenci-
alni rovnice vyssiho fadu. Pro simulaci tohoto systému bude vytvotfeno uzivatelsky piivétivé

softwarové prostfedi. Budou pouzity vybrané numerické metody.

Kli¢ova slova: Numerické metody, obycejné diferencialni rovnice, pocate¢ni tiloha, Eule-
rova metoda, Runge-Kutta, Runge-Kutta-Fehlberg, Adamsovy metody, prediktor-korektor,

streamlit,

ABSTRACT

Most often, systems of differential equations can not be solved analytically. Algorithms
based on numerical methods are therefore needed. The aim of work is to create a general
program for the solution of differential equations of higher order by means of different nu-
merical methods. A comparison of the errors of each method will be performer. Next, the
selected real systém will be described using a high-order differential equation. A user-frien-
dly software environment will be created for the simulation of this systém. The selected

numerical methods will be used.

Keywords: Numeric methods, ordinary differential equations, initial value problém, Euler's
method, Runge-Kutta, Runge-Kutta-Fehlberg, Adams methods, predictor-corrector, strea-

mlit
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UvVOD

Diferencialni rovnice a numerické metody propojuje spoleéné tématika. Casto se totiZ spo-
le¢né vyskytuji v praxi. Moderni véda by se bez diferencialnich rovnic a numerické mate-
matiky neobesla. Zatimco diferencialni rovnice pohlizi na svét spiSe v teoretické roving, nu-
merickd matematika nabizi spiSe ten prakticky pohled. Je to dano tim, ze numerické metody
nabizi feSeni tam, kde naptiklad neni mozné nalézt analytické feSeni, nebo nalezeni takového
fesSeni je ptilis komplikované. V praxi se také Casto mizeme setkat se situaci, kdy urcita mira
chyby je pro nasi potiebu tolerovatelna, protoze vyssi piesnost pro nds stejné vétSinou zna-
mena vys$si cenu. Proto je potfeba se v souvislosti s numerickymi metodami zabyvat i jejich

charakteristickymi vlastnostmi jako je odhad chyby numerické metody, stabilita a konver-

gence.

Vétsinu problému spojité matematiky (naptiklad témét jakykoli problém zahrnujici derivace
nebo integraly) nelze vyfesit, a to ani v zasad¢, v konecném poctu krokd, a proto musi byt
vyfeSen (teoreticky nekonecnym) iteracnim procesem, ktery nakonec konverguje k feseni.
V praxi samoziejmé¢ neni provadéno nekonecné mnoho iteraci, ale pouze tolik, nez bude
odpovéd’ ptiblizn€ spravna, tzv. ,,dostatecné blizko* k poZzadovanému vysledku pro prak-
tické ucely. Jednim z nejdtlezitéjSich aspektii védeckych vypocta je tedy nalezeni rychle
konvergentnich itera¢nich algoritmil a posouzeni piesnosti vysledné aproximace. Pokud je
konvergence dostate¢né rychld, mohou byt i nékteré problémy, které 1ze vytesit kone¢nymi
algoritmy, jako jsou systémy linearnich algebraickych rovnic, v nékterych ptipadech lépe

vyfeSeny iterativnimi metodami.

Obecné numerické techniky feSeni matematickych tloh byly vyvinuty a pouZivany pied
stovkami, ba dokonce 1 tisici lety zpatky. Implementace téchto metod vSak byla velmi slo-
Zita, protoze veskeré vypocty diive musely byt provadény ru¢né nebo s pomoci jednodu-
chych mechanickych vypocetnich zafizenich, coZ omezovalo pocet vypocta, které bylo
mozno provést, stejne jako rychlost a pfesnost. Dnes se numerické metody pouzivaji u rych-
lych elektronickych digitalnich pocitaci, které umoziuji provadét mnoho jinak zdlouhavych
a opakujicich se vypocti, které produku;ji ptesna (i kdyz ne exaktni) feSeni ve velmi kratkém

case.
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I. TEORETICKA CAST
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1 DIFERENCIALNI ROVNICE

Rovnice obsahujici derivace zavislé proménné se nazyva diferencialni rovnice. Diferencialni
rovnice zahrnujici pouze jednu nezavisle proménnou se nazyva obycejna diferencialni rov-
nice. Pokud diferencialni rovnice zahrnuje dvé nebo vice nezavisle proménnych (s parcial-

nimi derivacemi), nazyvame ji parcialni diferencialni rovnice.

Tato prace se vénuje pouze obycejnym diferencialnim rovnicim (déle nékdy zkracené ODR)
a jejich feSenim pomoci numerickych metod.

1.1 Obycejné diferencialni rovnice

ODR Ize klasifikovat dle n¢kolika kritérii, napf. dle jejich fadu, linearity, homogenity a typu
ulohy jako s poc¢atecnimi podminkami ¢i okrajové tlohy.

1.1.1 Linearni ODR

ODR lze oznacit jako linearni nebo nelinearni. Rovnice je linearni, jestlize je jeji zavislost
na y a jeho derivacich linearni. Libovolna linedrni ODR muZe byt zapsana v nasledujici

formé:

A1 (Y™ + an ()Y + az()y" + a; ()Y + ar (¥)y = (%) (1.1)

Koeficienty a v rovnici 1.1 jsou funkcemi nezavisle proménné x.

1.1.2 Nelinearni ODR

ODR je nelinearni, pokud koeficienty a v rovnici 1.1 jsou funkci y nebo jeho derivacemi,
nebo pokud na pravé stran€ rovnice je ¢ samo o sob€ nelinearni funkci y, nebo pokud linearni

¢len a(x)y je nahrazen nelinearni funkci y. Pfikladem pak mizou byt rovnice 1.2.
y" + sin(y) = 4
yy"'+2y=9
y'y'+y=2

y" + 8y = tan(y) (1.2)
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1.1.3 Homogenni a nehomogenni ODR

ODR muze byt homogenni nebo nehomogenni. V ptipad¢ rovnice 1.1 je rovnice homogenni
za podminky, kdyZz na pravé strané c(x) = 0. V piipad¢, kdy c(x) # 0 pak ODR je nehomo-
genni.

1.1.4 Rad diferencialni rovnice

Rad diferencialni rovnice je definovan fadem nejvyssiho stupné derivace pfitomnym v dané
rovnici. Samotny fad rovnice mtize sd¢lit dilezité informace. Kdyz je ODR vyfeSena, urcité
konstanty jako napf. integracni se objevi v feSeni dané rovnice. Pocet takovych konstant je
dan pravé radem diferencialni rovnice. To znamena, ze ODR druhého fadu ma dvé neuréené

konstanty, k urceni téchto dvou konstant je potieba zadat dvé omezeni.
Typickym piikladem ODR prvniho fadu pak mtze byt rovnice 1.3

y' +ay = f(x) (1.3)

Typickym piikladem ODR druhého fadu pak mize byt rovnice 1.4.

y'+y' + 2y = sin(x) (1.4)

Typickym piikladem ODR ttetiho fadu pak mize byt rovnice 1.5.

y'" +ay" + vy + by = csin(x) (1.5)

Kde x je nezavisle proménna, y je zavisle proménna (y = y(x)), f(x) je funkei x, a, b a ¢ jsou
konstanty.

1.1.5 Ulohy s po¢ateénimi podminkami

Rovnice je nazyvana tlohou s poc¢ate¢nimi podminkami, jestlize hodnoty zavisle proménné
nebo jejich derivace jsou znami v pocatecnich hodnotach zavisle proménné.

1.1.6 Okrajové ulohy

Rovnice je nazyvana okrajovou ulohou, jestlize hodnota zavisle proménné nebo jeji derivace

jsou znamé vice jak v jednom bod¢ nezavisle proménné.
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1.1.7 Soustava diferencialnich rovnic a redukce radu rovnice

Numerickymi metody, kterymi se tato prace bude zabyvat je mozno fesit i soustavy diferen-
cidlnich rovnic, mnoho matematickych problému je také popsano takovym systémem. Nu-
merické feseni jedné nebo vice ODR vyssich fada se nejlépe ziska, pokud je systém rovnic

reprezentovan ve formé soustavy n ODR prvniho fadu.
y1 = [0V Y2 0 V) y1(x0) = ¥1,0

v2' = 26y, Y2 o Vi) V2 (xg) = Y20

Yo' = (YL Y2 s Vi) Vn(X0) = Yno (1.5)

Tuto soustavu (rovnice 1.5) pak mizeme prevést do vektorového zapisu. viz 1.6, kterému se

fika Lorenzuv:

y1(x) [0y Yn) y1(x) (1.6)
y(x) — 3’2@5) , f(x,y) — fz(x'%.: -"'yn) , Vo = 3’2.(95)
e Fu G Y10 V20 V) y5(x)

V piipad¢ ODR vyssiho fadu je pak mozné metodou redukce tadua ziskat podobnou soustavu
n diferencidlnich rovnic s n pocate¢nimi podminkami. Mame-1i ODR vys§iho fadu viz rov-

nice 1.7.

y® = f(x,y,y, ..,y") (1.7)

Pomoci substituce miizeme prevést na soustavu diferencialnich rovnic 1.8.

yl = y'
y2 =Y,
Yy = y(n—l) (1.8)

Dosazenim zpatky do rovnice 1.7 ziskavame rovnici 1.9.

y(n) =f(x'y1'y2'-"'yn) (19)
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2 NUMERICKE METODY

Numerické metody jsou matematické techniky pouzivané pro feSeni matematickych pro-

blému, které se nedaji fesit analyticky nebo jejich analytické feSeni je piilis slozité. [5]

Analytické FeSeni nam dava presnou odpovéd’ ve formé matematického vyrazu, tedy mate-
matickou rovnici obsahujici proménné, ktera reprezentuje problém, pro ktery je hledané te-
Senti.

Numerické reSeni je piiblizna Ciselnd hodnota, tzn. numericka feSeni jsou pouhou aproxi-
maci, pfesto mohou byt velmi ptesna. V mnoha numerickych metodach jsou vypocty prova-

dény iterativnim zptisobem, dokud neni dosazeno pozadované ptesnosti. [10]

Proces feSeni pomoci numerickych metod ve véd¢ a inZzenyrstvi mizeme rozdélit do né€ko-
lika fazi:

1. Definice problému — udava nam popis problému, tedy seznam proménnych, které
jsou zahrnuty, identifikovani omezeni ve form¢ meznich okrajt tilohy a/nebo poca-
te¢ni podminky. [12]

2. Formulace FeSeni — Formulace feSeni se skladd z modelu (napf. na zaklade fyzikal-
nich zakont), ktery je pouzit k reprezentaci problému a z odvozeni rovnic, které je
tteba vyftesit. Pfiklady takovych zdkont jsou napt. Newtonovy zékony, zdkon zacho-
vani hmotnosti, zdkony termodynamiky apod. Modely, které jsou pouZity k feSeni
problému, musi byt v souladu s metodami, které se nasledné pouziji pro feSeni rov-
nic. Pokud se o¢ekava, ze pro feSeni budou pouzity analytické metody, musi byt rov-
nice typu, ktery 1ze analyticky vyftesit. V ptipad¢ potieby je tieba formulaci, zjedno-
dusit, aby bylo moZné rovnice vyfesit analyticky. Pokud jsou pro feSeni pouzity nu-
merické metody, mohou byt modely a rovnice komplikovanéjsi. I tehdy, mohou vSak
existovat uritd omezeni. Naptiklad pokud formulace je takova, ze numerické feSeni
vyzaduje dlouhy vypocetni Cas, formulace mozna bude muset byt zjednodusena tak,
aby bylo dosazeno feSeni v rozumné dob¢. Prikladem miize byt n¢jaky druh ptedpo-
védi udalosti, jako napt. poc€asi. Problém, ktery je potiebo fesit je komplexniho roz-
sahu. Numerické modely, které se zde pouzivaji jsou velmi komplikované a nume-
ricka simulace pocasi v§ak musi byt dostupné dostate¢né vcas. [12]

3. Implementace numerického FeSeni — pokud je problém feSen numericky, musi se

vybrat numericka metoda. Pro kazdy typ matematického problému existuje cela fada
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numerickych technik, které lze pouzit. Techniky se mohou lisit v pfesnosti, délce
vypoctu a slozitosti algoritmu. [12]

Interpretace dosaZzenych vysledki — protoze numericka feSeni jsou feSenim pfi-
bliznym, a protoze vypocetni program, ktery fesi numerickou metodu miize obsaho-
vat chyby, je potfeba numerické feSeni zpétn€ podrobit analyze. To se da udélat né-
kolika zpisoby, v zavislosti na daném problému. V ptipad¢ vice komplikovanych
problém jako jsou diferencialni rovnice, numerické feSeni miize byt porovnano s jiz
znamym feSenim podobného problému, nebo problém muze byt feSen s jinym hra-
ni¢nim zaddnim, nebo pocatecnim podminkdm, nebo s pouzitim jiné numerické me-

tody. [12]

2.1 Charakteristika numerickych metod

Numerické metody maji vétSinou tyto charakteristické vlastnosti: [7]

1.

Postup feseni je iterativni proces, presnost odhadované feseni se zlepSuje s kazdou
iteraci.

Postup feseni nabizi pouze aproximaci pravého, ale nezndmého feSeni.

Pocatecni odhad feSeni mize byt vyzadovan

Postup feSeni je konceptualné jednoduchy, algoritmus reprezentujici danou ulohu
muze byt jednodusSe programovatelny.

Postup feSeni miize obcas divergovat od skutecného, spise nez konvergovat.

2.2 Analyza chyb

Obecné chyby miiZzou byt klasifikovany na zakladé jejich piivodu jako nenumerické a nu-

merické chyby. [3]

2.2.1

Nenumerické chyby

Mezi nenumerické chyby se tadi [3]:

1.
2.

Chyby modelt
Hrubé omyly a chyby

3. Nejistoty v datech a informacich

Chyby modeli vznikaji tim, Ze predikéni modely pouzité pro nastavovani parametrti jsou

vétSinou zaloZeny na predpokladech a limitacich. Proto tyto modely mohou poskytnout pre-

dikované hodnoty, které se lisi od odpovidajicich skute¢nych hodnot dané¢ho problému.
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Predpoklady a limitace kterou se vytvaii k formulaci modelu a k redukci analytického feseni
na rozumnou uroveil. Chyby modelt jsou tedy odchylky predikovanych hodnot od skutec-

nych hodnot. [2]

Hrubé omyly a chyby miizeme obecné zavést lidsky faktor, fadime zde chyby ve vypoctech,
chyby v algoritmech, nespravné pouziti rovnice, pouziti prediktivnich modell za ramce je-
jich platnosti apod. Tyto chyby mtzou byt redukovany naptiklad zavedenim kontrolnich

postupil, zjednoduseni algoritmi, zjednoduseni uzivatelskych rozhranich apod. [3]
Nejistota v datech mize byt pfipsdna dvéma hlavnimi zdroji: [13]

e Objektivni zdroj — zahrnuje ptirozenou miru variability pouziti a omezenych infor-
maci. Naptiklad pouhy vzorek je pouzit k vyvozeni zavérii daného problému. Tento
druh nejistoty miize byt feSen pouzitim pravdépodobnosti a statistiky. [2]

e Subjektivni zdroj — s nejistotou v datech se setkavame, kdyz néjaky odbornik musi
provést subjektivni posouzeni, napf. stav zkorodovaného ocelového nosniku.
V tomto piipad¢€ se posouzeni miize u jednotlivych odbornika lisit, coz mé za nasle-

dek subjektivni nejistotu. [2]

2.2.2 Numerické chyby
Numerické chyby zahrnuji [12]:

1. Chyby zaokrouhlovani

2. Chyby numerické metody
3. Propagaci chyb
4

Chyby matematické aproximace

Chyby zaokrouhlovani jsou zptisobeny tim, Ze ¢isla jsou ve vypocetnich zatizenich repre-
zentovana konecnym poctem bitll. Proto redlnd Cisla, kterd maji mantisu delsi, nez je pocet
bitl, které jsou k dispozici pro jejich reprezentaci, musi byt zkraceny. Tento pozadavek plati
1 pro iracionalni ¢isla, kterd musi byt reprezentovana v jakémkoli systému konecCnym poctem
&islic. Cislo lze zkratit bud’ odfiznutim, tedy vyFazenim piebytednych &islic, nebo zaokrouh-
lenim. Pti osekdvani jsou Cislice v mantise, které presahuji délku, kterou lze ulozit, jedno-
duse vynechany. Pfi zaokrouhlovani se zaokrouhluje posledni ulozena ¢islice. Jako jedno-
duchou ilustraci uved’'me ¢islo 2/3. V pocitaci se zkraceni a zaokrouhlovani provadi ve dvoj-
kovém formatu). V desitkové soustavé se ¢tyfmi vyznamnymi Cislicemi lze 2/3 zapsat jako

0,6666 nebo jako 0,6667. V prvnim piipadé bylo skutecné Cislo osekdno, zatimco v druhém
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ptipad¢ je ¢islo zaokrouhleno. V obou piipadech vede takové osekavani a zaokrouhlovani
realnych ¢isel k chybam v numerickych vypoctech, zejména pokud se provadi mnoho ope-
raci. Tento typ (bez ohledu na to, zda je zptisoben osekanim nebo zaokrouhlenim) se nazyva
chyba zaokrouhleni [13]. Velikost zaokrouhlovacich chyb zavisi na velikosti danych cisel,
ktera jsou zahrnuta, protoze interval mezi Cisly, ktera Ize v pocitaci reprezentovat, zavisi na
jejich velikosti. K chybam zaokrouhleni pravdépodobné dojde, kdyz se ¢isla, kterd jsou sou-
¢asti vypoctl, vyznamné lisi svou velikosti a kdyZ se od sebe odectou dveé témet identicka

&isla. [12]

Chyby numerické metody vznikaji, jestlize nam numericka metoda neposkytne piesné te-
oretické feSeni dané metody. Pfikladem je napt. matematicka kone¢na fada (napt. Taylorova
fada). Taylorova fada (viz kap 3.1.3) obsahuje nekone¢né mnozstvi ¢lenil. Prvni ¢len se na-
zyva €len nultého fadu. Druhy ¢len je Clen prvniho fadu, protoze je zaloZen na prvnim deri-
vatu. Tteti ¢len pouziva druhou derivaci a nazyva se ¢len druhého fadu atd. Coz vede k tomu,
ze je bézné Taylorovu fadu zkratit na fadu prvniho fadu nebo n€kdy na fadu druhého fadu.
Proto jsou zavedeny chyby metody. Uéinky téchto chyb mohou byt vyznamné, pokud neni

spravné formulovan numericky algoritmus. Chyby numerické metody rozliSujeme na [13]:
¢ Globalni chyba metody: 1ze jednoduse popsat jako chybu mezi skute¢nym feSenim
a odhadem feSeni v bod¢ x, dle vztahu 2.0 [8]:

skutecné numerické (2'0)

globalni chyba v bodé x;., = y;} —Yim

¢ Lokalni chyba metody: je pak definovéna jako rozdil skute¢ného feseni a feSenim
numerickym, které by ale bylo aproximovano z do nasledujiciho bodu s pouzitim
skutecné hodnoty. V ptipadé Eulerovy metody by pak vypocet vypadal dle rovnice
2.1[8]:

lokalni chyba v bodé Xjp1 = yis_'l_cilte(:né _ (yiskuteéné + hf(xi’ygkuteéné)) (2.1)

L

Propagace chyb lze nékdy omezit napt. zavedenim vypocetniho potadi pro aritmetické ope-
race v algoritmu, napftiklad pii hodnoceni souctu né€kolika ¢iselnych hodnot pomoci stano-

veného poctu vyznamnych Cislic je zddouci pted provedenim souctu sefadit ¢iselné hodnoty
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ve vzestupném poradi. Vysledek tohoto souctu proto mize mit snizenou chybu Sifeni ve

srovnani s libovolnym potradim pro provedeni souctu [13]

2.3 Vlastnosti numerickych metod

Existuje n€kolik dalSich dtlezitych vlastnosti, kterymi mtizeme posuzovat jednotlivé metody

pro feSeni diferencialnich rovnic.
Mezi tyto vlastnosti fadime [11]:

1. Konzistentnost — numericka metoda je konzistentni, jestlize lokalni chyba metody
je rovna nule v pfipadé kdy aproximacni krok se limitn€ blizi nule.

2. Rad — rychlost s jakou se snizuje globalni chyba metody, v piipadé snizovani veli-
kosti aproximacniho kroku.

3. Stabilita — vlastnost, u které neni dovolen rist chyby z jakéhokoliv zdroje (zao-
krouhlovéni, chyba metody) numerického postupu vypoctu z jednoho probihajiciho
kroku k druhému.

4. Konvergence — metoda je konvergentni, pokud numerické feSeni dosahuje analytic-
kého feseni, v pripad€, kdy velikost aproximacniho kroku se limitné blizi nule.
Obecné lze fict, Ze nutnou podminkou konvergence je, aby metoda byla konzistentni

a soucasne stabilni.

2.4 Vyhody a nevyhody numerickych metod

Jak bylo naznaceno v ivodu této kapitoly, numerické metody jsou alternativou k analytic-
kym feSenim. Pokud je to mozné, jsou obvykle preferovana analytickd feSeni. U analytic-
kého teSeni problému se feSeni nachazi ptimo, nikoli iterativné jako u numerickych metod,
casto vSak neni mozné ziskat analytické feSeni a je nutnd numerickd metoda feSeni. Analy-
tické metody feSeni problému poskytuji presné feSeni, pokud existuje. [9] Numerické feSeni
poskytuje pouze aproximaci, i kdyz je-li vytvoten dostatecny pocet iteraci, nemusi existovat
rozdil mezi numerickym feSenim a skute¢nou hodnotou. Jelikoz analytické metody poskytu;ji
feSeni pfimo, je potfebnd doba vypoctu obvykle krat§i neZz doba potfebnd pro numerické
feSeni. Kromé vyhod ma analytické feSeni problémil i nevyhody. Za prvé, postupy feseni
jsou platné pouze pro jednoduché problémy a nelze je pouzit pro mnoho typi problémd,
Zadruhé, s mnoha technickymi problémy, feSeni podléha fadé¢ omezeni. Obecné je obvykle

obtizné vytesit problém analytickou metodou, pokud problém zahrnuje omezeni, v takovych
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pfipadech maji numerické metody tu vyhodu, Ze s omezenimi se manipuluje relativné

snadno. [7]

Mezi vyhody numerickych metod tedy patii tyto vlastnosti: [7]

1.

jsou koncep¢né jednoduché,

. jsou snadno programovatelné,

2
3.
4

omezeni jsou snadno zpracovatelna,

. je mozné feSeni slozitych problémtl.

Numerické metody vSak maji také nevyhody, véetné toho, ze: [7]

l.
2.
3.

jsou feSeny iterativné, a proto miize byt zapotiebi vice vypoctu,
nemusi byt nalezeno piesné feSeni,

jsou ¢asto nutné pocatec¢ni odhady feSeni.
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3 NUMERICKE METODY PRO RESENI ODR — S POCATECNIMI
PODMINKAMI

Diferencidlni rovnice n-tého fadu musi byt doprovazena n pomocnymi podminkami, které
jsou nutné k urceni n integracnich konstant, které vznikaji obecnym feSenim. Pokud jsou
podminky poskytovany na stejné pocatecni hodnoté nezavisle proménné, mame problém

s pocetni podminkou.

Zakladnim kritériem, dle kterého se metody dé€li je pocet a velikost kroku. Jednokrokové
metody pouZzivaji jeden pfedchozi bod k ur€eni odhadu nasledujici hodnoty. Vicekrokové
metody pak pouzivaji k odhadu vice pfedchozich bodt. V obou ptipadech jsou vSechny body
na zkoumaném intervalu déleny ekvidistantng, tedy velikost kroku je stejna. U adaptabilnich
metod se pak upravuje délka kroku a to tak, aby byla splnéna pfedem stanovena podminka

ptesnosti. Zakladni typy metod mizeme rozdélit v nésledujicim schématu, viz obrazek 1.

—— Eulerovy metody

—‘ Jednokrokové metody }—

—— Runge-Kutta metody

—— Adams-Bashforth metody

Numerické metody ’——‘ Vicekrokové metody }—— Adams-Moulton metody

—— Prediktor-Korektor metody

—‘ S adaptabilni délkou kroku I'— Runge-Kutta Fehlberg metoda

Obrazek 1 Zakladni déleni a priklady metod

Jednoduchd rovnice prvniho tadu s pocate¢ni podminkou lze formulovat rovnici 3.0.
y'=fxy),
y(@) =y,

Xo=a<x<b=x, (3.0)
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Kde yo je pfedepsand pocateéni podminka, nezavisle proménna x piedstavuje hodnotu v roz-
mezi na daném intervalu [a, b], Tento interval je rozd€len do n segmentl (krokl) vétSinou

stejné délky znacené h, proto plati rovnice 3.1.

X, =Xo+hxy =x9+2h,...,x, = xy +nh 3.1

Reseni v bodé xo je dano po¢ateéni podminkou. Cilem je nalézt odhady v po sobé jdoucich
bodech xo, X1, ..., Xn.
3.1 Jednokrokové metody s konstantnim krokem

Jednokrokové metody hledaji feSeni odhadem yi+1 v bodé xi+1 extrapolaci odhadu feseni y;
z posledniho bodu x;. Pfesné jak tento novy odhad je extrapolovan z piedchoziho odhadu
zavisi na konkrétni pouzité numerické metodé€. Na obrazku 2 je vidét velmi jednoducha jed-

nokrokova Eulerova metoda.

Obecna rovnice jednokrokové metody pak mtize vypadat dle rovnice 3.2.

Yi+1 = Yi + ho(x;,y;) (3.2)

Kde hodnota ¢ je pak definovana konkrétni numerickou metodou.

3.1.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je jednou ze zékladnich metod v otazce feSeni ODR. Jeji obliba spociva
predevsim diky jeji jednoduchosti a snadné programovatelnosti, ptestoze pro jeji nizkou

pfesnost neni pfili§ vhodna pro Siroké pouzivani k feSeni diferencidlnich rovnic.
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y A

Analytické fefeni

Y(Xn+2)
y(x) %

yn+‘|
Yn

Xn xn+1 xr1+2

Obrazek 2 Eulerova metoda
S Eulerovou metodou (a mimo jiné i s nékterymi jinymi metody) se mizeme setkat jak v ex-
plicitnim, tak implicitnim tvaru. Na ptikladu Eulerovy metody to znamena, ze Explicitni
Eulerova metoda nékdy zvana doptfedna Eulerova metoda (z angl. ,,forward Euler method*)
je jednokrokovéa metoda pro feSeni ODR prvniho fadu. Metoda vyuzivé ptedpokladu, Ze pro
kratkou vzdalenost h, funkce y(x) mé konstantni sklon roven sklonu v bodech (x;, yi), timto

pfedpokladem je pak dan nasledujici bod (xi+1, yi+1) pomoci rovnice 3.3. [1]

Yis1 = Yi + hf (x;, 1) (3.3)

Chyba, respektive rozdil mezi ziskanym a analytickym feSenim v bodé€ x je pak ,,ignoro-

vana“. Velikost této chyby je pak pfimo imérna velikosti zvoleného kroku. [12]

Implicitni Eulerova metoda, nékdy zvana zpétna (z angl. ,,backward Euler method*) vyu-

ziva stejného predpokladu. Vzorec pro vypocet se mirné lisi, viz 3.4. [1]

Yit1 = Yi + Af (Xi11, Vit1) (3.4)
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Neznama yi+1 se nyni vyskytuje na obou stranach rovnice a neni jednoduché, nebo spise
mozné fesit tuto rovnici explicitné€, feSeni také mlize obsahovat vice spravnych feseni v za-

vislosti na funkeci f(x,y).

3.1.2 Heunova metoda

Heunova metoda je dalsi jednoduchou metodou, vychéazi z Eulerovy metody, proto se nékdy
nazyva druhou modifikaci Eulerovy metody. Poskytuje presnéj$i aproximaci feSeni. Za-
kladni myslenkou je snizit chybu ptivodni Eulerovy metody, 1ze ji zatadit mezi jednu z nej-
jednodussich metod typu prediktor-korektor [3] (tato tfida metod bude zminéna dale v ka-
pitole 3.3.3). V prvnim kroku vyuzivame Eulerovy explicitni metody k predikci hodnoty
(rovnice 3.5), v druhém kroku vyuzivame implicitni Eulerovy metody a pouziti lichobéz-
nikového pravidla (rovnice 3.6), kde dosazujeme hodnotu ziskanou z ptedchoziho vypoctu
ke korekci, a tedy snizeni chyby. Kombinace implicitni a explicitni metody se u tfidy metod

prediktor-korektor bézné vyuziva. [4]
Yprea = Yi t hf(xi, Vi) (3.5

h 3.6
Yis1 =Yi + E(f(xi'Yi) + f(xi+1'ypred)) (3-6)

3.1.3 Taylorova rada

Taylorova fada je mocninnd fada, Taylorovym rozvojem ziskdvame zpusob, jak najit hod-
notu funkce v blizkosti zndmého bodu, tj. bodu, kde je hodnota funkce zndma. Funkce je
reprezentovana souctem c¢lenil konvergentni fady. V nékterych piipadech (pokud je funkce
polynomem) muze Taylorova fada poskytnout piesnou hodnotu funkce. Ve vétsing ptipada
je vsak pro piesnou hodnotu nutny soucet nekonecného poctu clenil. Pokud je pouzito pouze
n€kolik ¢lentl, je hodnota funkce, kterou ziskdme z Taylorovy fady, aproximaci. Taylorova

fada se hojn€ pouziva v numerickych metodach. [12]

Zatimco Eulerova metoda je metoda prvniho fadu. Lokélni chyba metody se da vyjadfit jako

O(h?) a globalni chyba metody pak jako O(h). Kdezto v zavislosti na f4du mé4 Taylorova

vvvvv
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Taylorovy metody, tim pfesnéj$i odhad feSeni dostaneme. Nicmén¢ toto sniZzeni chyby vy-

zaduje derivace funkce f(x.y), coz je zjevna nevyhoda.

Taylorova fada je soucet funkci zalozeny na neustale rostoucich derivacich. Pro funkci f(x),
ktera zavisi pouze na jedné nezavislé proménné x. Hodnotu funkce v bod¢ xo + h ziskame

aproximaci s Taylorovy fady viz rovnice 3.7.

h? h3 3.7
Fxo + 1) = £Gro) + B (xa) + o hf " (xg) + 2 hf O ) + - -7

th
+ - hf () + Ry

Teoreticky nam tedy Taylorova fada mize poskytnou feSeni velice presné, nicméné protoze
vypocet je komplikovany, a tedy i casové narocny, k feseni uloh s pocate¢ni podminkou,

neni pfili§ efektivni. Pfesto vSak z ni vychdzi spousta jinych excelentnich metod. [3]

3.1.4 Metody Runge-Kutta

Metody typu Runge-Kutta (dale nékdy zkracené ,,RK*) se také fadi mezi jednokrokové me-
tody, vyuzivajici znalosti Taylorova rozvoje. Tyto metody generuji odhad feseni se stejnou
ptesnosti jako Taylorova metoda, velkou vyhodou vsak je, ze nevyzaduji vypocet zminénych

derivaci. [12]

Obecny vzorec pro vypocet odhadu je pak dén rovnici 3.8. Kde zminéna hodnota sklonu
v daném kroku ¢ (rovnice 3.1) je inkrementalni funkce. Pocet bodi, které jsou pouZity pro
tento vypocet urcuje fad metody, napt. RK metoda druhého fadu vyuzivé 2 body v kazdém

sub-intervalu k vypoctu sklonu, ktery se nasledné pouZije pro dalsi odhad feSeni.

Obecny matematicky popis je dan rovnici: [1]

n (3.8)
Yier =Yi t hZ Bjk;

j=1

Kde hodnoty k jsou pak dany rovnicemi 3.9.
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ki = f(xi,y:)
ky = f(x; + hCy,y; + h(Az1ky))

ks = f(x; + hC3,y; + h(Az1ky + Azzk3))

kn = f(xl + hCn; Vi + h(Anlkl + Anzkz + ot An,n—lkn—l)) (3~9)

Kde konkrétni hodnoty konstant A, B a C jsou definovany rovnéz dle zvoleného fadu me-

tody, jak bude uvedeno nize.

Vektor C oznacuje polohy jednotlivych fazi v daném kroku. Matice A oznacuje zavislost
jednotlivych fazi na derivatech nalezenych v predeslych fazich. A nakonec B je vektor kva-
draturnich vah, udavajicich, jak vysledny odhad zavisi na hodnotach vypocitanych v jednot-

livych fazich. [2]

Tyto konstanty se pak piehledné uvadéji ve formé néasledujici tabulky, kterd se nékdy nazyva

Butcherovo tablo, viz tabulka 1.

0
G Ax
G Az Az

Cn Anl An2 An,n—l
B: B, Bm
Tabulka I Obecné Butcherovo tablo

Metoda RK druhého Ffadu nema unikatni sadu téchto konstant, proto existuje vice variant
této metody. Naptiklad pro metodu stfedniho bodu (angl. ,,Mid-point method*‘) pak hodnoty
téchto konstant vypadaji dle tabulky 2. [2]

C A

0

1/2 1/2

B 0 1

Tabulka 2 Butcherovo tablo pro metodu stredniho bodu
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Zminéna Heuneova (n¢kdy téz zvana modifikovana/vylepsena Eulerova metoda) tabulka 3.

2]

C A

0

1/2 1/2

B 1 1

Tabulka 3 Butcherovo Tablo Heunovu metodu

Ralstonova metoda tabulka 4. [2]

C A

0

2/3 | 2/3

B 1/4 {3/4

Tabulka 4 Butcherovo tablo Ralstonovu metodu

Metoda RK tretiho Fadu principidlné stejny postup jak v pfedchozim piipadé, konstanty
dle tabulky 5. [2]

C A

0

1/2 | 1/2

1 -1 2

B 1/6 i 2/3 | 1/6

Tabulka 5 Butcherovo tablo metodu Runge-Kutta tietiho radu

Metoda RK ¢&tvrtého fadu se nékdy také nazyva jako metoda klasicky Runge-Kutta. Kla-
sickd RK metoda pak pouziva nasledujici konstanty dle tabulky 6. [2]

C A
0
1/2 || 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1
B | 1/6 | 1/3 | 1/3 | 1/6
Tabulka 6 Butcherovo tablo metodu Runge-Kutta ctvrtého radu
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Tato metoda poskytuje odhady s piesnosti Taylorovy metody ¢tvrtého fadu bez nutnosti vy-
poctu derivaci funkce f(x,y). Namisto toho je potieba provést ¢tyfi ohodnoceni v kazdém
kroku. Nazyva se klasickd, protoze obecné vzato je nejvice pouzivanou technikou pro nu-
merické feSeni ODR s pocatecni podminkou, poskytuje dobrou, respektive akceptovatelnou

rovnovahu mezi presnosti odhadu a vypocetnimi naroky. [12]

3.2 Jednokrokové metody s adaptivnim krokem

Doposud zminéné metody vyuzivaly pro aproximaci kazdého nasledujiciho bodu feSeni rov-
nice konstantni velikost kroku. V kazdém piipad¢ je tedy moznost zvysit presnost feSeni
pomoci snizeni velikosti tohoto kroku, nicméné mensi krok v disledku znamené vyznamné
zvySeni celkového poctu operaci. OvSem existuje alternativni zpisob, jak zvysit pesnost, a
to zptisobem, kdy na misto konstantni velikosti kroku je snaha nalézt v kazdé¢ iteraci takovy
nejvyssi mozny krok, ktery ovlivni globalni chybu metody pouze v rdmci piedem stanovené
tolerance. Nicméné globalni chyba metody neni znama, pokud nezname exaktni feSeni.

Proto optimalni velikost kroku musi byt stanovena na zéklad¢ lokéalni chyby metody. [12]

3.2.1 Metoda Runge-Kutta Fehlberg

Jak bylo zminéné pro urceni optimalni velikosti kroku se vyuziva odhadu lokalni chyby me-
tody. V ptipad¢ metod Runge-Kutta je pro tento ucel mozno vyuzit dvou metod RK rtizného
fadu, kdy odhad této chyby odhadujeme jejich odectem. Nevyhodou tohoto zptisobu vsak je
mnozstvi funkei, které by tak v kazdé iteraci musely byt vypocitany. Napiiklad pfi pouZiti
nejbeéznéji vyuzivané metody Runge-Kutta ¢tvrtého fadu a patého fddu musime dohromady
pocitat celkem ohodnoceni 10 funkci v kazdé¢ iteraci (Ctyti v piipadé RK Etvrtého fadu a Sest
v pfipad€ patého tfadu). Tento nevyhodny poZadavek optimalizuje metoda Runge-Kutta
Fehlberg, ta pouzivd metodu RKS, kterd vyuziva vyhodnoceni funkci poskytované jeji do-
provodnou metodou RK4. Z toho diivodu je metoda také bézné znama pod zkratkou RKF45.

Zminénym zpisobem se snizi pocet potiebnych vyhodnocovacich funkci z 10 na 6. [12]

Ptesnéji, odhad feseni s presnosti ctvrtého fadu je dan vztahem 3.10.

¥ = yi + h(Biky + Bik, + Biks + Biky + Biks) (3.10)

Zatimco odhad s piesnosti patého fadu je dan vztahem 3.11.
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yl(-f:)l = yi + h(Blkl + szz + ng3 + B4k4 + Bsks + B6k6) (311)

Kde pro vypocet koeficientii k 1ze pouzit obecny vzorec 3.7, koeficienty A, B a C jsou pak

dany nasledovnym Butcherovym tablem, viz tabulka 7. [2]

C A

0

1/4 1/4

3/8 3/32 9/32
12/13 1932/2197 -7200/2197 7296/2197

1 439/216 -8 3680/513 -845/4104

1/2 -8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -11/40

B 16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50 | 2/55

B’ 25/216 0 1408/2565 2197/4104 -1/5 0

Tabulka 7 Butcherovo tablo pro RKF45

Kde pro ob¢ rovnice se pouzivaji stejné hodnoty koeficientti k1, k2 az k6.

Hodnoty odhadil se pak vyuZivaji pro vypocet lokalni chyby metody dle vztahu 3.12.

1 3.12
_ 2@ _ (3.12)
Error = h |yl-+1 - yi+1|

Upravou lze ziskat vzorec, pomoci kterého pak odpada nutnost pfimo poé¢itat odhad patého

fadu (rovnici 3.11), a tedy i nutnost pouziti vektoru B. Vysledna rovnice pak vypada dle

3.13.

pror L L 128 2167 1.0 2 (3.13)
o = 41360 ™ T 22753 T 75240 4 T 5015 T 556

V kazdé¢ iteraci je tedy dan odhad s ptesnosti ctvrtého fadu, kde lokélni chyba metody je pak
dana rovnici 3.12 respektive 3.13. Pokud je chyba v ramci tolerovanych mezi, které se pte-

dem definuji, pak odhad ¢tvrtého fadu je pfijaty jako feSeni s danym krokem a jsou poté
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pouzity pro vypocet dal§iho kroku. V opaéném ptipad¢ je velikost kroku upravena, dokud

podminka tolerance neni splnéna.

Uprava velikosti kroku se pak obecng po&ita v zavislosti na fadu metody. Metoda fadu p +
1 odhaduje feSeni s piesnosti fadu p. V kazdém kroku se pak tedy upravuje velikost kroku

nasledovné pomoci vztahu 3.14. [12]

T =

) (3.14)
ch ch ]5

®» (r+1) Error
yl+1 yl+1 |

hadj =a

Kde a <1 je vhodny ptizpisobovaci faktor a € je pozadovana tolerance. Hodnotu o je vhodné
volit spiSe konzervativnim zptsobem, tzn. konkrétné pro RKF45 metodu se doporucuje na
zaklad¢ experimentl a investigaci volit hodnotu o = 0,84, tzn. pro RKF45 pak plati po do-

sazeni rovnice 3.15. [12]

1 (3.15)

h =0,84 [ ]
adj error

Jak bylo zminéno, rozdil odhada ¢tvrtého a patého fadu ve jmenovateli zlomku v rovnici
3.14 pak dava lokalni chybu metody. Pro zajisténi rozumné miry vypocetni piesnosti k poctu
krokti ohodnoceni je mozné predem definovat povolenou hodnotu pro minimalni krok hmin

a pro maximalni krok hmax.

Pokud hag; spliiuje definované meze, pak je tato hodnota pfijata a pouZzita pro nasledujici

krok.

V piipad¢, kdy hagj je vetsi nez hmax pak hagj = hmax, v opacném piipad¢ je algoritmus neu-
spésn¢ ukoncen, protoZe neni souasné mozné splnit zadanou toleranci pii definovaném mi-

nimalnim kroku. [12]

3.3 Vicekrokové metody

Na rozdil od jednokrokovych metod, které vyuzivaji pouze jednu ptedchozi hodnotu k apro-
ximaci nasledné hodnoty, vicekrokové metody aproximuji numerické hodnoty feSeni pouzi-
tim vice neZ jedné ptredchozi hodnoty. Vicekrokové metody proto mohou casto dosahnout

vEtsi presnosti nez jednokrokové metody, které pouzivaji stejny pocet vyhodnoceni funkece,
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protoze vyuzivaji vétsiho poctu informaci o znamé ¢asti feSeni nez jednokrokové metody.
Zvlastni kategorii vicekrokovych metod jsou linearni vicekrokové metody, kde je numerické
feSeni ODR v urcitém misté vyjadieno jako linedrni kombinace hodnot numerického feseni

a hodnot funkci v pfedchozich bodech. [6]

Z principu této vlastnosti vSak nelze vicekrokové metody startovat samostatné k dosazeni
prvniho odhadu, protoze v ten okamzik je pro nas znama pouze pocatecni podminka, proto

pro start musi byt pouzita libovolna jednokrokova metoda jako napft. klasicka RK.

Vicekrokové metody mizou byt jak explicitni, tak implicitni. Explicitni metody vyuzivaji
explicitni vzorec pro vypocet odhadu. Pro piiklad, vicekrokova explicitni metoda tietiho

fadu vyuziva 2 predchozi kroky, obecny tvar pak pro vypocet odhadu je dan vztahem 3.20.

Yier = F(, Yi Xi—1, Vi1, Xi—2, Vi—2) (3.20)

Timto zplisobem jsou na pravé stran¢ rovnice pouze hodnoty, které zndme. V piipadé impli-
citni metody ttetiho fadu je potieba znat pouze jedné hodnoty z ptfedchoziho kroku, nicméné

nezndmy odhad yi+1 je zahrnuty na obou stranach rovnice, viz rovnice 3.21.

Vi+r = F(Xiv1, Vier, X Vis Xi—1, Vi-1) (3.21)

3.3.1 Metoda Adams-Bashforth

Metoda Adams-Bashforth je explicitni vicekrokova metoda, k ziskani odhadu feSeni yi+
s pouzitim znalosti dvou nebo vice odhadil z ptedchozich kroki. Pocet piredchozich bodi,
které musime znat pro pouziti metody je dan fadem metody, tzn. pro Adams-Bashforth me-
todu druhého tadu je potieba pro interpolaci znat hodnotu v x; a jednu piedchozi hodnotu v

xi-1 a pak analogicky pro vyssi fady metody.

Adams-Bashforth metody maji také tendenci mit malé oblasti absolutni stability, coz inspi-
rovalo konstrukci implicitnich Adamsovych metod (tzv. metod Adams-Moulton), které jsou

popsany v nasledujici kapitole. [12]

Obecn¢ 1ze metodu Adams-Bashforth vyjadfit vztahem 3.22.
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P (3.22)
Yis1 =Yi + hC Z Bif (Xix1-j) Yis1-j)
=1

Kde p je tad metody a pro j pak plati 0 <j < (p-1).

Prvnim tadem je klasickd jednokrokova Eulerova explicitni metoda, pro vypocet vyssich

rada se pouzivaji koeficienty z tabulky 8.

p c B

1 1 1

2 1/2 3 -1

3 1/12 | 23 -16 5

4 1/24 | 55 -59 37 -9

Tabulka 8 Tabulka koeficientii Fadu p pro vypocet metody AB

Pro AB metodu ¢tvrtého fadu pak bude rovnice po dosazeni vypadat dle 3.23.

h 3.23
Yis1 =Yi + o2 (55f(x;, ¥:) — 59f (%1, ¥i—1) + 37f (X2, ¥i—2) (323)

—9f (xi-3,Yi-3))

Pro AB metodu pak plati, ze musi byt inicializovana jednokrokovou metodou, vypoctem

bodd, ktery je roven vztahem p-1.

3.3.2 Metoda Adams-Moulton

Analogicky metoda Adams-Moulton je implicitni vicekrokovou metodou k odhadovani fe-
Seni yi+1. Stejné jako v predchozim piipadé tak i1 zde plati, ¢im vyssi fad metody, tim vic
hodnot z predchozich krokti musi byt pouZzito. Na rozdil od AB metody vSak pfi stejném
fadu staci znat o jeden ptfedchozi bod méng. Diale AM metody pouzivaji mensi konstanty,

vykazuji vétsi oblasti stability a zahrnuji niz8i zaokrouhlovaci chybu nez jejich Adams-
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Bashforth protéjsky (stejného fadu). Metody AM lze popsat nasledovné popsat dle rovnice

3.24.[12]

P
Vi1 =Yi + hC Z Bif (Xiy2—j» Yir2—j)

j=1

Pro vypocet AM metody se pak pouzivaji tyto konstanty koeficienty z tabulky 9.

p c B

1 1 1

2 1/2 1 1

3 1/12 5 8 -1

4 1/24 9 19 -5 1

Tabulka 9 Tabulka koeficientii Fadu p pro vypocet metody AB

Po dosazeni pro AM ¢tvrtého adu pak dostaneme rovnici 3.25

h
Yis1 =Y + o2 OOf (X1, Yi+1) + 19f (x, yi) — 5F (xi—1, ¥i—1)

+ f(xi—2,Yi-2))

(3.24)

(3.25)

Jak bylo zminéno metoda Adams-Moulton poskytuje lepsi vysledky neZ explicitni Adams-

Bashforth metoda stejného fadu. Ackoli tomu tak obecné je, implicitni metody maji tu sla-

binu, Ze je tieba metodu nejprve algebraicky prevést na explicitni reprezentaci pro yi+1. Tento

postup vSak neni vZdy mozny. Proto se implicitni metody prakticky pouzivaji v metodach

tfidy prediktor-korektor.

3.3.3 Metody Prediktor-Korektor

Metody prediktor-korektor je specialni tfida metod a technik, které vyuzivaji kombinaci ex-

plicitnich a implicitnich formuli k feSeni ODR.

V prvnim kroku je vyuZito explicitni rovnice k predikovani hodnoty yi+1. Tato predikovana

hodnota je poté pouZita ke zlepSeni aproximace v implicitni rovnici k ziskani nového, vice
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presného feseni. Nejjednodussi takovou metodou je Heunova metoda, ktera byla predstavena

v kapitole 3.1.2, dalsi takovou metodou je naptiklad metoda Adams-Basfort-Moulton.

Metoda prediktor-korektor Adams-Bashforth-Moulton ¢tvrtého Fadu pouziva rovnici

AB4 tadu jako prediktor viz 3.26 a AM4 jako korektor viz 3.27.

1 3.26
Yprea =Yi + ﬁh(55f(xi:yi) —59f (xi-1,¥i—1) + 37f (xi_2,yi—2) (3-26)

— 9f (xi-3,¥i-3))

(3.27)

1
yi=yi+ ﬁh (9f(xi+1'ypred) + 19f (x;, ¥i) — 5f (xi—1, Yi-1)

+ f(xi—zJ’i—z))

V metodach tiidy prediktor se pak né¢kdy vyuziva toho, Ze se korek¢ni krok opakuje, dokud
neni splnéna podminka pfedem stanovené tolerance. U metody ABM je vSak obvykle efek-
tivnéj$i neprovadeét tyto iterace a namisto toho volit mensi velikost kroku, pokud je potieba

zvysit presnost. [12]

3.4 Zhodnoceni dostupnych nastrojia vyuzivajicich numerické metody

Aktudlné jiz existuje par feSeni, které mizou slouzit k feSeni ODR a demonstrovat principy
numerickych metod. Subjektivnim zhodnocenim za nejvice relevantni 1ze povazovat feSeni
spolecnosti Wolfram [19]. K dispozici je fada numerickych metod, je moZnost fesit ODR
vysSich radi. Nastroj zobrazuje symbolicky prvni iteraci feSeni. Poskytne i analytické feSeni
(jestli jej najde), stabilni oblast metody a srovnani globalni chyby metody s jinymi metody.
Tento nastroj je pomérné pokrocily, chybi vSak prehledné;jsi graf, neni mozZnost srovnat
rizné metody v jednom grafu a také chybi vicekrokové metody. Dalsi obsah je vSak mozné

zptistupnit v placené ¢asti obsahu.

K dispozici jsou i dal8i néstroje, ty uz ale zdaleka nenabizi tolik moZznosti, jako napt. Code-

Sansar [20]


https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/applied-mathematics/numerical-analysis/numerical-differential-equation-solving/
https://www.codesansar.com/numerical-methods/
https://www.codesansar.com/numerical-methods/
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II. PRAKTICKA CAST
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4 UVOD DO PRAKTICKE CASTI

Soucasti praktické ¢asti bylo navrzeni interaktivni webové aplikace, jejiz cilem je na nazor-
nych piikladech demonstrovat principidlni funkcnost numerickych metod, tedy predstaveni
praktického pouziti metod, které byly popsany v teoretické casti. Cilem tedy je usnadnit po-

rozumeéni tomu, jak tyto metody funguji.

V kapitole 5 je popsan nejdiive navrh této aplikace, tedy zvolené technologie a nastroje,
které byly pouzity pii implementaci samotnych numerickych metod a poté technologie s je-
jichz pomoci byla aplikace nasazena na web. Poté je formou dokumentace vysvétlen za-

kladni popis, funk¢nost a struktura aplikace.

V kapitole 6 je vybran realny systém, podle kterého jsou verifikovany jednotlivé numerickeé
modely a podle, kterého pak dojde k porovnani vybranych numerickych metod. V zavéru

prace pak na zdklad¢ téchto informaci budou zhodnoceny metody pro jejich realné nasazeni.
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5 NAVRH A IMPLEMENTACE APLIKACE PRO RESENI ODR

Zékladem celého systému je implementace knihovny vybranych numerickych metod, které
byly piedstaveny v teoretické Casti. Tato knihovna je soucasti ptilohy PI. Nastavbou jsou
pak pouzité systémy slouzici pro manipulaci s dosazenymi vysledky a jejich vizualizaci a

systémy pro vytvoreni webového rozhrani, ptes které uzivatel k aplikaci pfistupuje.

Aplikace je dostupna na adrese: https://num-methods.herokuapp.com/

5.1 Navrh interaktivni aplikace

Interaktivni aplikace jsou vhodnymi prostfedky pro zobrazovani dat, kdy uzivatel ma moz-
nost a urcitou kontrolu vybrat si konkrétni véc, kterd je momentaln€ pfedmétem jeho zajmu
a kterou dana aplikace umoznuje. Prave proto se podobné aplikace ¢asto vyuzivaji k podpote
vyuky. Pro vyucujiciho pfedstavuji podporu vykladu. Pro studenta nabizi interaktivni apli-

kace moznost vizudln€ zobrazit probirané t¢éma a usnadnit tak pochopeni dané problematiky.

5.2 Programovaci jazyk Python

Python je vysokouroviovy interpretovany univerzalni programovaci jazyk. Jedna se o tzv.
hybridni jazyk, coZ znamena4, Ze je multi-paradigmaticky, podporuje objektove orientované
programovani 1 proceduralni a ¢aste¢né funkciondlni a mnoho dalSich paradigmat je pak
podporovanych riznymi rozsitenimi. Klasicky Python je napsany v C, z néhoz pak vychazi
1 syntaxe, ktera je do jisté miry zjednodusSena. Dale na rozdil od klasického C obsahuje
spravu paméti (z angl. tzv. ,,Garbage Collector), dynamickou kontrolu typti, nepodporuje

funkcionalitu ukazatelli, nicméné nevyhodou vsak je, Ze oproti C je pomalejsi.

Jednoduchost Pythonu spocivé v samotné mantte, na kterou je kladen dlraz (tzv.: ,,Zen of

Python) [14]:

- Kirésa je lepsi nez osklivost

- Explicitni je lepsi nez implicitni

- Jednoduché je lepsi nez slozité

- Slozité je lepsi nez komplikované
- Citelnost se po¢ita

- Zvlastni piipady nejsou dost zvlastni na to, aby poruSovala pravidla


https://num-methods.herokuapp.com/
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I proto se v dnes$ni dobé t¢si velké oblibé a fadi se mezi jeden z nejpouzivanéjsSich progra-
movacich jazykl. Z téchto divodu byl tento programovaci jazyk v aktualni verzi 3.8 zvolen

pro implementaci zadana aplikace.

5.3 Moznosti usnadnéni vypocta a prezentovani dosaZenych dat

Protoze je pozadovano fesit obycejné diferencidlni rovnice vyssich adu, tedy po zjednodu-
Seni systém diferencialnich rovnic prvniho fadu, a protoze sami né¢které numerické metody

1ze zjednodusit feSenim pomoci operaci s maticemi, byla vyuzita knihovna NumPy.

Dale dulezitym aspektem aplikace je prezentovani dosazenych vysledki. Cilem je vytvoreni
ptehledné tabulky vypocitanych hodnot a grafického zobrazeni prubéhu téchto hodnot,
ve kterém je mozné interaktivni vybér zvolené metody. Pro splnéni téchto kritérii byly zvo-

leny technologie Pandas a Altair.

5.3.1 Knihovna NumPy

NumPy je fundamentalni balik pro védecké vypocty v jazyce Python. Jedna se o knihovnu,
ktera poskytuje objekt vicerozmérného pole, rizné odvozené objekty (naptiklad maskovana
pole a matice) a fadu rutin pro rychlé operace s poli, véetné¢ matematickych, logickych, ma-
nipulace s tvary, tfidéni, vybéru, I/O, diskrétni Fourierovy transformace, zdkladni linearni

algebru, zakladni statistické operace, ndhodné simulace a mnoho dal$ich. [15]

Vyhodou pouziti je, Ze poskytuje optimalizace operaci n-dimenziondlnich poli homogenniho
typu, a to tak, Ze operace jsou provadény kompilovanym koédem pro zvySeni vykonu. Dalsi
vyhodou je, Ze maticové operace vedou k méné fadkim kodu, coz obecné znamend mensi

riziko chyb.

5.3.2 Knihovna Pandas

Pandas je open-source knihovna postavena nad numpy, kterd poskytuje vysoce vykonné a
snadno pouzitelné datové struktury a nastroje pro analyzu dat v programovacim jazyce Pyt-
hon. Umoznuje rychlou analyzu a Cisténi a ptipravu dat. Vynika vykonem a produktivitou.
Dokaze pracovat s daty z nejriznéjSich zdroji. Pandas se hodi pro mnoho rtznych druht
dat: tabulkové data, data casovych fad, libovolna maticové data s fadkovymi a sloupcovymi
popisky a jakoukoli jinou formu soubort statistickych dat. Dal§im divodem volby této kni-
hovny je, ze pro vizualizaci grafti je pouzit Altair jak bude nize uvedeno, ktery pracuje s da-

tovym typem ,,DataFrame*, ktery Pandas nabizi. [16]
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5.3.3 Knihovna Altair

Altair je deklarativni knihovna pro statistickou vizualizaci v jazyce Python, vychdzi z
knihoven Vega a Vega-Lite, coz jsou vizualiza¢ni gramatiky, které umoziuji popsat vizualni
vzhled a interaktivni chovani vizualizace ve formatu JSON. Altair nabizi vykonnou a struc-
nou vizualizaéni gramatiku, kterd umoziiuje rychle vytvaret Sirokou Skalu statistickych vi-

zualizaci.

Python jiz ma k dispozici spoustu jinych nastroji knihoven pro kol vizualizace dat a mnoho
z nich dokonce podporuje interaktivni vizualizaci. Altair se vSak odliSuje pravé deklarativ-
nim stylem. U imperativnich API se musi soustfedit pozornost spise na ,,jak néco udélat™
nez na ,,co je potieba délat®. Je potieba vice pfemyslet o kodu potfebném k vytvoteni vizu-

alizace a ru¢n¢ zadavat kroky k vykreslovani, k limitam os, velikosti, rotaci, legend¢ atd.

Altair umoziuje soustfedit svilj ¢as a snaZit se vice o sva data, pochopit je, analyzovat a
vizualizovat, spiSe nez na kod, ktery je k tomu potteba. To znamenad, ze je mozno definovat
data a vystup, ktery je ocekavan (jak by méla nakonec vypadat vizualizace), a Altair se uz o

ukon postard automaticky a provede potiebné manipulace.

s 1 "\_;.
P
Dot Dash Plot Multifeature Scatter Polynomial Fit Plot Quantile-Quantile
Plot with Regression Plot
Transform
;'-*. = |
-~ S i L i
=

i [ L AR ERES s =
Scatter Matrix Scatter Plot with Href Scatter Plot with Simple Scatter Plot

Rolling Mean with Errorbars

Obrdzek 3 Priklady grafii vytvorenych knihovnou

Klicovou myslenkou této knihovny je, Ze jsou deklarovany vazby mezi sloupci dat a kanaly
vizualniho kédovani, jako jsou osa x, osa y, barva atd. Zbytek detailti grafu je zpracovan

automaticky. Na zdklad¢ této deklarativni mySlenky vykreslovani lze pomoci relativné
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struéné gramatiky vytvaret piekvapivou skalu jednoduchych az sofistikovanych grafii a vi-
zualizaci. Principialné Altair pouziva k pfevodu kodu pythonu na grafiku Vega-Lite a to tak,
ze Altair v podstaté pievadi kod na objekt JSON, ktery Ize pak vykreslit jako PNG viz pii-
klady na obrazku 3. [17]

5.4 Vytvoreni interaktivniho Fidiciho panelu pomoci Streamlit

Streamlit je open-source webovy aplikacni framework, ktery umoziuje velice snadno vytva-

fet a sdilet vlastni webové aplikace jak pro strojové uceni, tak pro datové védy.

Zjednodusen¢ feceno, Streamlit je jednoduchy nastroj, ktery u¢inné pomtze vytvorit efek-
tivni, ptehledny a vysvétlujici fidici panel tzv. ,,dashboard®. Pro praci s timto nastrojem nej-
sou nutné z4dné znalosti z oblasti front-end vyvoje. Tento framework pievede datové skripty
na webovou aplikaci v n€kolika fadcich kodu a také jen za n€kolik sekund. Streamlit je také
kompatibilni s celou fadou dalSich knihoven, véetn¢ zminénych v predeslych kapitolach.

[18]

Streamlit poskytuje fadu widgetl pro tvorbu interaktivni obsahu, napt pro zobrazovani textu
nabizi, zobrazeni textu v riznych formatech (obycejny text, nadpis, podnadpis, latex).

Dale jak bylo zminéno je moZné zobrazovat data at’ uz ve formatu tabulek, tak interaktivnich
grafll, zobrazovani riiznych stavovych hlaseni, napft. tzv. ,,progress spinnerd* informujici o
probihajicim vypoctu, chybovych a varovnych hlaSeni apod. Je také cela fada klasickych

widgetl na ziskavani vstupu od uzivatele, jako tzv. ,,checkboxy®, ¢iselné vstupy, textové

vstupy, rozbalovaci menu apod.

Dalsimi moznostmi je tvofeni struktury pomoci tzv. ,,layoutii* neboli kontejnert, ktera apli-
kaci ¢leni do logickych ramci, které obsahuji rizné prvky, mize se jednat o bo¢ni panel,
moznost délit hlavni panel do sloupctli s definovanym pomérem, normalni kontejner a kon-

tejner ktery lze expandovat nebo schovat.

Je moZno také zpracovavat data z vlastniho souboru nebo souboru nahranym uZivatelem a
ulozit jej do perzistentni paméti, aby byl optimalizovan béh aplikace.

5.5 Nasazeni Streamlit aplikace na web

Existuje vice moznosti, jak ud¢€lat aplikaci pfistupnou skrz web. Jednou z nejpouzivangjsSich

moznosti je pouZiti systému Heroku.
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Podminkou je, Ze repositat aplikace musi byt vefejné ptistupny na GitHubu. Jakmile je pro-

vedeno, jsou k nasazeni aplikace Streamlit na Heroku potieba tyto tfi soubory:

1. Procfile — informuje Heroku o typu aplikace (v tomto ptipad¢ Python).
2. requirement.txt — obsahuje vSechny knihovny potiebné pro aplikaci.

3. setup.sh — obsahuje informace o konfiguraci aplikace Streamlit.

Po jejich vytvofteni je potieba jit do systému Heroku a ve slozce ,,Deploy* se pfipojit na dany
repositai GitHubu, pokud spojeni probéhne v potadku, Heroku si nacte vySe zminéné kon-
figuracni soubory, pfipravi si deklarované knihovny a poté ze zdrojovych souborti sestavi

webovou aplikaci.

5.6 Zakladni vlastnosti aplikace

Uz pfi otevieni je proveden analyticky vypocet predem definovaného systému, za pfedem
definovanych parametrti, prubéh analytického vypoctu je vykreslen do grafu. Od tohoto oka-
mziku si uzivatel mize zvolit v bo¢nim panelu z vybéru definovany systém, aplikace mu
dynamicky podle konkrétniho vybéru nabidne parametry diferencidlni rovnice, které lze me-
nit, jedna se napf. o vstupni podminky a pak v zévislosti na fyzikalni tiloze parametry jako

hmotnost, délka pruziny apod.

Uzivatel ma také moznost zobrazit si zakladni popis algoritmu jednotlivé numerické metody.
Pfirozbaleni liSty na hlavnim panelu, je moZnost zvolit si jednotlivou metodu, ktera je v apli-
kaci implementovana. Algoritmus je v pseudo-matematickém zapisu vygenerovan ve for-

matu LaTex.

Dalsi vlastnosti je zobrazeni vybrané diferencialni rovnice, analytického feSeni, definova-

nych parametrl a poc¢atec¢nich podminek rovnéz ve formatu LaTex.

Dal8im parametrem, ktery Ize ménit uZivatelem je velikost intervalu, na kterém se dany vy-
pocet provadi. Z toho diivodu, aby bylo uzivateli nejprve ukazano v grafu, jak vypada prabeh
analytického feSeni, pro ktery se rozhodne spustit vypocet numerickymi metody. Pro prove-
deni vypoctu numerickymi metodami je potieba kliknout na tlacitko ,,Calculate by numerical
methods®, v tu chvili se zahaji vypocet. Uzivatel také mlize predem zménit pocet krok,
ktery je omezen v rozsahu 5 az 100. Po zvoleni poctu krokl se pod timto vstupem vypise

vysledna velikost kroku.

Béhem vypoctu je zobrazen informacni status, ktery po dokonceni zmizi, po uspésném do-

konceni se prubéhy numerickych metod vykresli do existujiciho grafu, odkud je mozné
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filtrovat pouze tu metodu, ktera nés zajima. Dale jsou vysledky pod grafem vepsany do ta-
bulky, ktera ma omezenou velikost (tzn. 1ze v ni ,,scrollovat* az na konec, aniz by bylo po-
tteba sjet s celou webovou strankou dola a pak dlouze se vracet nahoru na graf. Tabulku je
mozné stahnout ve formatu csv. Pod touto tabulkou je zobrazen dalsi graf, ktery udava ve
formé sloupcovych grafii srovnéani presnosti jednotlivych metod formou sumy kvadratickych

odchylek jednotlivych metod.

5.7 Struktura aplikace

Na obrazku 4 je vidét uzivatelské rozhrani stranky. Stranka je rozélenéna do 5 logickych

panel:

1. Hlavicka a informacni panel

Boc¢ni panel

2
3. Panel pro definovani intervalu a poctu krok
4. Panel vystupu aplikace

5

Rozcestnik

User Input Parameters

Numerical Methods for solving ODE

NONE

Selected Equations
Selected ordinary differential equation: Analytic solution of selected ODE:

nitlal conditions:

C1 = 0.10471975511965978 radians, C2 = 0.017453292519943295 radians/s g=98

Obrazek 4 Uzivatelské rozhrani aplikace

5.7.1 Hlavicka a informacni panel

V hlavni ¢asti hlavicky je nadpis a podnadpis aplikace, hned pod nim je rozbalovaci lista,
kde si uzivatel mize vybrat jednu z pouzitych metod, kterd mu zobrazi postup algoritmu
v symbolickém zéapisu ve formatu LaTex. Na obrazku 5 je pak mozné vidét zobrazeni po-

stupu pro metodu RK4.
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Numerical Methods for solving ODE

Interactive application for solving Ordinary Diffsrential Eguations...

Show me the basic principle of the calculation (select the algorithm) :

Runge-Kutta 4 -

'1/6 0 0 0 0
1/3 {12 0 00 B
¢= 1/3 A= 0 1/2 0 0 B=(0 1/2 1/2 1)
1/6 0 0 1 0
k= f(i‘-.:i‘J.-y.:i‘J)

ko = f(z(i) + hCa,y(s) + h(Aarkr))
ks = f(z@) + hCs, y(i) + h(Aaiki) + h(Axnks))
ky = f(z(i) + hCyyn) + h(Agky + Agky + Aggks))
1
Yir) = Y@ +h Y Bjk;
=1
Obrazek 5 Vyber metody RK4 se symbolickym popisem algoritmu

Pod touto rozbalovaci listou se nachazi zvolena diferencialni rovnice a jeji obecné fesent,
spole¢n¢ se zvolenymi pocatecnimi podminkami a hodnoty veli¢in, které jsou v uloze pou-

Zity, viz obrazek 6.

Selected Equations

Selected ordinary differential equation: General solution of selected ODE:
291 (: - NP, Y S . O o )
295;!(@ + dd sy(z) =0 y(x) = Cre Y5V T + CoeV™iV
Y

. . Parameters:
Initial conditions:

y(0) = 0.2, y'(0) = 0.0 g ms 2 "
Obrazek 6 Prehled diferencialni rovnice, analytické reseni a parametry

5.7.2 Boc¢ni panel

Boc¢ni panel obsahuje vybér tillohy, kterou aplikace nabizi. Hned pod timto vybérem je také

odkaz na strucny popis jednotlivych tiloh, tento popis je soucasti ptilohy PII této prace. Po
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vybéru metody se dynamicky zobrazi vstupy pro parametrizaci ulohy, tedy dany pocet po-
catecnich podminek k vybrané diferencidlni rovnici a ddle parametry, které dana loha na-
bizi, napi hmotnost apod. Soucasné s tim se i méni omezeni pro dany vstup. Tento panel je
mozné vidét na obrazku 8, ktery tvoti vrch bo¢niho panelu a spodni ¢ast na obrazku 7. V ¢asti
na obrazku 7 je vidét interval velikosti kroku pro algoritmus RKF45, tedy hranici, kterou
numerickd metoda s adaptivni velikosti kroku nesmi ptekrocit a pod tim ptesnost, se kterou
algoritmus adaptuje velikost kroku, oba vstupy jsou definovany formou posuvného jezdce,

tedy maji sva definovana omezeni.

User Input Parameters

RKFA45
Explanation of exercises
Size of the step:
Select equation: 188 . @0 TAE. B0
L 9
Manometer - 0.10 1600 .80
Parameters: Tolerance:
4
length = ®
-5 16

0,50 - +

step_interval = [0.1, 0.7]
Initial conditions:

tolerance = 0.0001
OB
0,20 - +
Vo=
0,00 - Obrazek 7 Bocni panel cast 2

Obrazek 8 bocni panel cast 1
5.7.3 Panel volby zkoumaného intervalu a poc¢tu kroki pro numerické reSeni

Pod informaénim panelem se v hlavni ¢asti nachazi moznost vybéru intervalu, viz obr. 9,
pro feSeni zadané ulohy. Tento interval se voli ¢iselné a neni mozné zadat konec intervalu
mensi, neZ je hodnota zac¢atku. Numerické metody se aplikuji pro feSeni az po stisknuti tla-

¢itka ,,Calculate by numerical methods®.
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Start of the interval:

End of the interval:

0 = + 10
Number of steps:
9
5
Step size! ©.3333333333333333

Calculate by numerical methods

Obrazek 9 Volba intervalu reseni a pocet krokii

5.7.4 Panel Vystupu aplikace

Vystup je rozdélen do nékolika Casti:

10a

1. Grafické zobrazeni pribéhi umoziuje vybirat jednotlivé metody a odfiltrovat tak

tedy metody, které nebyly schopny pfi zadanych podminkach fesit ilohu dostate¢né

ptresné, graf automaticky pifizplsobi velikosti os, aby byl detail co nejvétsi. Vybirani

je mozné poklikem na danou metodu v legendé¢. Pti stisku tlacitka ,,shift* a poklikem

na metody je pak mozné vybrat vicero metod soucasné. Piiklad grafu je na obrazku

10.

Results
0.025

0.020+
0015+ % 7

0.010
0.005 \
0.000 \ 18
' \
-0.005 ,:':
] ¢
-0.0104 [ f

-0.015+

-0.020+

-0.025 T T T T T T T T T T T T T T
oo 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Note: You can select methods in the legend (for multiple selection hold SHIFT and click)

Obrazek 10 Grafické zobrazeni pritbehu hodnot

AEZ
AEZ

AB4
ABMZ_PC
Euler

Heun

Poyow
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2. Tabulka vyslednych hodnot se nachdzi hned pod grafem, je mozné ji maximalizo-
vat pro ptipad, kdy velikost pfesahne omezenou velikost na daném panelu. Déle je

mozné pak hodnoty exportovat do souboru formatu csv (viz obr. 11).

Analytical Euler Heun RK2 RK3 RK4 AB2 R

<] 0.8175 0.09175 0.0175 0.8175 0.08175 0.0175 0.0175 0]
0.1471 0.8226 0.0200 0.0188 0.@183 0.0187 0.0187 0.0187 0]
0.2941 0.0247 g.0201 0.0174 0.0174 0.0174 0.0174 B.0188 c]
0.4412 0.8232 0.90174 0.0134 0.0134 0.08136 0.9136 0.0146 0]
0.5882 09.0136 0.0118 0.0075 0.0875 0.0079 0.0030 0.0075 c]
0.7352 9.0113 B.0038 0.o0B4 0.0004 B.0012 g.0012 -0.0803 -0
0.8824 0.0025 -0.0059 -0.0068 -0.0068 -0.0058 -0.0058 -0.0085 -0
1.0294 -0.0067 -0.0162 -0.0130 -0.0138 -0.0119 -0.0119 -0.0154 -0
1.1765 -0.0158 -0.0256 -0.0173 -0.0173 -0.0163 -0.0164 -0.0200 -0
1.3235 -0.0211 -0.08327 -0.0191 -0.60191 -0.0185 -0.0186 -0.0214 -0
1.4706 -0.0243 -0.0362 -0.0182 -0.0182 -0.0120 -0.0182 -0.0195 -0

Download csv file

Obrazek 11 Tabulka s vyslednymi hodnoty

3. Graf porovnani metod je zobrazen jako poslednim vystupem aplikace a udava tedy
primérnou presnost metody. Na pravé strané je opét moznost v legend¢ si vyselek-
tovat metody, které chceme porovnat, miiZe se totiZ stat, Ze jedna metoda se odchyli
daleko vice, coz by pak mélo za nasledek, ze ostatni metody by nebyly v grafu viibec
viditelné.

Sum of the quadratic deviations

Eular

Heun

RK4

Heun -

F T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00000 0.00004 0.00008 0.00012 0.00016 0.00020 0.00024 0.00028 0.00032 0.00036 0.00040 0.00042
¥

Obrazek 12 Priklad porovnani sumy jednotlivych kvadratickych odchylek

AEMA_PC

»
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5.7.5 Rozcestnik

V poslednim panelu aplikace nabizi par zajimavych odkazi s podobnou problematikou a

verzi aplikace knihovny streamlit.
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6 SIMULACE A ANALYZA REALNEHO SYSTEMU

Pro ucel verifikace implementace jednotlivych numerickych metod a nasledného porovnani,
je modelovana soustava pruzina-hmota-tlumic, ktera mize odpovidat systému odpruzeni
napt. u motocyklu. Pro motokrosové jezdce jsou systémy odpruzeni motocykla velmi dule-
zité. Terénni traté, na kterych jezdi, ¢asto zahrnuji skoky a odpruzeni hraje velice dilezitou
roli pro pohodli 1 bezpecnost jezdce a pro snizeni negativniho silového naméhani kompo-

nent.

6.1 Popis systému

Na&s vztazny rdmec definujme vzhledem k rdmu motocyklu. Pfedpokladejme, ze konec tlu-
mice je pevné pfipojeny k ramu motocyklu. Méfime pak polohu kola vzhledem k ramu mo-
tocyklu. Dale definujeme, zZe smér vzhuru je kladny. Model naseho systému je ilustrovan na

obrazku 13.

Kdyz je motocykl zvednut za ram, kolo volné visi a pruZina neni stlaéend. To je pfirozena
poloha pruziny. Kdyz je motocykl poloZzen na zem a jezdec na néj nasedne, pruzina se stlaci

a systém je v rovnovazné poloze.

I T
¥(1)

Obrazek 13 Soustava hmota-pruzina-tlumic
Nas systém pak mtizeme popsat diferencidlni rovnici 4.1.
my" + by +ky =0 4.1)
Kde

m ... hmotnost télesa
b ... koeficient utlumu

k ... tuhost pruziny
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6.2 Modelovy priklad

Ptredpokladejme, ze hmotnost motocyklu je 101 kg, hmotnost jezdce 95 kg. Kdyz jezdec
nasedne na motocykl, odpruzeni se stlaci o 10 cm. Definujme, Ze v této pozici je rovnovazny
stav. Systém odpruzeni poskytuje tlumeni 420krat vétsi, nez je okamzita vertikalni rychlost

motocyklu.

6.2.1 Pocatecni aloha

Predpokladejme, ze motocykl spolu s jezdcem dopadé na zem, cilem je popsat chovani pti
dopadu motocyklu spolu s jezdcem na zem. Definujme tedy, ze v ¢ase t = 0 dochazi ke kon-
taktu kola se zemi. Pro ur¢eni pocate¢nich podminek polohy a rychlosti kola uvazujme, ze
kolo bylo pfed dopadem ve vzduchu, a tedy voln€ viselo tzn. pruzina byla nestlacena, takze
poloha je 10 cm pod rovnovaznou polohou vzhledem k rdmu motocyklu. Vertikdlni rychlost

motocyklu je 3 ms™!, respektive -3 ms™ protoZe se jedna o pohyb smérem k zemi,

mg = ks 4.2)
196 = 0,1k
k = 1960
c =420
M =mg
m= ﬂ = 196 =20
g 98

Po vypoctu rovnic 4.2 a nasledném dosazeni do rovnice 4.1. pak dostdvame diferencidlni

rovnici 4.3.

20y" + 420y’ + 1960(x)y = 0 (4.3)

A tpravou pak rovnici 4.4
y'(t)+21y'(t) +98y(t) =0 (4.4)
Obecné feseni této rovnice pak je popsano rovnici 4.5

16 23 (4.5)
— _ -7t __ ,—14t
y(t) = =0 e 't + =0 e
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Graf pohybové rovnice y(t) pak vypada dle obrazku 14.

0.10 ' LA A L B AL B AL R B B

0.08|

0.06 |

0.04 |

y(m)

0.02}

0.00
-0.02 .

-0.04 .

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

x(s)

Obrazek 14 Graf pohybové rovnice v case

6.2.2 Reseni pomoci numerickych metod

K teseni definovaného modelu pouzijeme vytvoieny néstroj pro feSeni ODR pomoci nume-
rickych metod. Na obrazku 14 je vidét, ze hodnota se ustalila nékde v ¢ase t = 1 s. Interval,
na kterém budeme tedy zkoumat zvolené numerické metody, necht’ je x € [0, 1]. Je zvoleno

10 kroki vypoctu. Velikost kroku tedy bude 0,1.

Results
0104

ABMA_PC
0.06+ Euler

poyew

¥l

o V
-0.04

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.00 005 040 045 020 0.25 0320 038 0.40 045 0.50 0.55 060 0.65 0.70 078 020 085 090 095 4.00
x[-]

Obrazek 15 Priibeh dosazenych vysledkii numerickych metod, krok h = 0,1
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S takto definovanymi parametry odhady feSeni u vétSiny metod nejsou pfili$ presné, tfi me-

v

tody, které byly nejptesnéjsi jsou RK4, RK3 a ABM4. Vysledek je mozno vidét na obr. 15.
Ostatni prubéhy jsou odfiltrovany pro piehlednost. Celkovy vysledek je pak mozné vidét na
v tabulce 10, metoda AB2, AB3 a AB4 neni uvedena, pti zadanych parametrech byla nesta-

bilni a nekonvergovala k feseni.

x [s] Analytické Euler Heun RK2 RK3 RK4 ABM4_PC
0 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000
0,1 -0,0325 -0,2000 0,0660 0,0660 -0,0712 -0,0209 -0,0209
0,2 -0,0364 0,0320 0,0426 0,0426  -0,0495 -0,0304 -0,0304
0,3 -0,0231 -0,0272  0,0271 0,0271 -0,0259 -0,0208 -0,0208
0,4 -0,0127 0,0066 0,0170 0,0170 -0,0129 -0,0119 -0,0356
0,5 -0,0066 -0,0039  0,0106 0,0106  -0,0063 -0,0064 -0,0382
0,6 -0,0034 0,0012 0,0065 0,0065 -0,0031 -0,0033 -0,0018
0,7 -0,0017 -0,0006  0,0040 0,0040 -0,0015 -0,0017 0,0226
0,8 -0,0008 0,0002 0,0024 0,0024 -0,0007 -0,0008 -0,0056
0,9 -0,0004 -0,0001  0,0015 0,0015 -0,0004 -0,0004 -0,0317
1 -0,0002 0,0000 0,0009 0,0009 -0,0002 -0,0002 -0,0001
Tabulka 10 Vysledky jednotlivych metod, krok h = 0,1

Nyni budeme pokus opakovat, tentokrat ale zvolime velikost kroku h = 0,5. Prib¢hy ti nej-
lepSich metod je pak mozno vidét na obrazku 16 (opét RK4, RK3 a ABM4)

Results

0.104
-AEZ

LaEs
0.0 |aEa
- AEMA_PC

- Euler
0.064

P

Heun

Rk

|
.0\l RK3

-

0.024

-0.02-] \ |t —

-006

¥yl

T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.00 0.05 0.0 045 020 025 030 035 0.40 0.45 0.50 0.55 060 065 o070 0.75 0.80 0.85 090 095 1.00

Obrazek 16 Pribeh dosazenych vysledkit numerickych metod, krok h = 0,1

V tomto piipadé jiz i metoda AB2 konvergovala k feSeni, AB3 a AB4 vSak potéad ne a proto

nejsou zahrnuty v tabulce 11 mezi vysledky jednotlivych metod.
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x[s] Analytické Euler Heun RK2 €] RK4 AB2

0,00 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000 0,1000
0,05 0,0021 -0,0500 0,0165 0,0165 -0,0006  0,0025 0,0025
0,10 -0,0325 -0,0670 -0,0180 -0,0180 -0,0351 -0,0321 -0,0097
0,15 -0,0398 -0,0539 -0,0291 -0,0291 -0,0416 -0,0395 -0,0316
0,20 -0,0364 -0,0381 -0,0295 -0,0295 -0,0376 -0,0362 -0,0253
0,25 -0,0298 -0,0257 -0,0258 -0,0258 -0,0305 -0,0297 -0,0267
0,30 -0,0231 -0,0170 -0,0210 -0,0210 -0,0234 -0,0230 -0,0197
0,35 -0,0173 -0,0111 -0,0164 -0,0164 -0,0174 -0,0172 -0,0171
0,40 -0,0127 -0,0073 -0,0124 -0,0124 -0,0128 -0,0127 -0,0123
0,45 -0,0092 -0,0047 -0,0093 -0,0093 -0,0092 -0,0092 -0,0099
0,50 -0,0066 -0,0031 -0,0068 -0,0068 -0,0066 -0,0066 -0,0070
0,55 -0,0047 -0,0020 -0,0050 -0,0050 -0,0047 -0,0047 -0,0054
0,60 -0,0034 -0,0013 -0,0036 -0,0036 -0,0033 -0,0034 -0,0039
0,65 -0,0024 -0,0008 -0,0026 -0,0026 -0,0024 -0,0024 -0,0029
0,70 -0,0017 -0,0005 -0,0019 -0,0019 -0,0017 -0,0017 -0,0021
0,75 -0,0012 -0,0004 -0,0013 -0,0013 -0,0012 -0,0012 -0,0015
0,80 -0,0008 -0,0002 -0,0010 -0,0010 -0,0008 -0,0008 -0,0011
0,85 -0,0006 -0,0002 -0,0007 -0,0007 -0,0006 -0,0006 -0,0008
0,90 -0,0004 -0,0001 -0,0005 -0,0005 -0,0004 -0,0004 -0,0006
0,95 -0,0003 -0,0001 -0,0003 -0,0003 -0,0003 -0,0003 -0,0004
1,00 -0,0002 0,0000 -0,0002 -0,0002 -0,0002 -0,0002 -0,0003

Tabulka 11 Vysledky jednotlivych metod, krok h = 0,05

V tomto ptipad¢ si nevedly pfili§ Spatné ani zbylé metody (Euler, Heun, RK2, AB2), viz
obrazek 17 (Pozn.: RK2 a Heun se piekryvaji).

Results
0104
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0.00 0.05 0.10 045 020 025 030 035 0.40 0.45 0.50 0.55 050 0.65 070 0.75 0.80 0.85 090 095 1.00

Obrazek 17 Pritbeh odhadi metod Euler, Heun, RK2, AB2, h = 0,05
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6.2.3 Srovnani vysledki

Pro porovnani metod pouzijeme dosazenych vysledkii. Jako ukazatel ptesnosti pocitejme
sumu kvadratickych odchylek od analytického feSeni. Metody, které nekonvergovaly k fe-
Seni vynechame. V tabulce 12 je pak vidét vysledek, hodnoty jsou normalizované (podélené
nejveétsi odchylkou).

Euler Heun RK2 RK3 RK4 ABM4_PC
1,0000 0,5966 0,5966 0,0506 0,0053 0,0992

Tabulka 12 Srovnani metod, h = 0,1

Pti srovnani 3 nejlepSich dosazenych odhadti (viz obr. 18) je zfetelné vidét, ze RK4 si vedla

vyrazné l1épe.

= RK4 3
[e]
B RK3 o]
=
m ABM4_PC

0,0000 0,0200 0,0400 0,0600 0,0800 0,1000 0,1200

Obrazek 18 Srovnani metod, h = 0.1

V tabulce 13 miizeme vidét srovnani tentokrat pii pouzité velikosti kroku h = 0,01.

Euler Heun }{ ¢ {1 €] RK4 ABM4_PC
1,0000 0,1401 0,1401 0,0047 0,0001 0,0015
Tabulka 13 Srovnani metod, h = 0,05

Metoda RK4 je opét nejlepsi, tentokrat vSak nutno podotknout, ze ABM4 si vedla mnohem

1épe nez v predchozim ptipadé a poskytla odhady piesnéjsi nez RK3, viz obrazek 19.
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m RK4 o
o
® RK3 I
=
m ABM4_PC

0,0000 0,0010 0,0020 0,0030 0,0040 0,0050

Obrazek 19 Porovnani metod, suma kvadratickych odchylek, krok h = 0,05

Doposud byla brana v potaz pouze pfesnost jako takova, na obrazku 20 je vidét pomérné
rozdeleni celkového Casu, ktery dand metoda potiebovala pro poskytnuti odhadt (Pozn.: pro
ucel méfeni byla pouzita funkce méfeni systémového ¢asu béhem vykonavani jednotlivych
funket, pro statistickou validnost bylo méfeni 30krat opakovano a poté zprimerovano). Je
ziejmé, ze RK4 sice poskytuje nejlepsi odhad, ale také stoji nejvice casu. Otdzkou nyni je,

zda bude RK4 potad nejpiesnéjsi i v piipadé, kdy napt. snizime velikost kroku pro metodu

ABM4 tak, aby méla k dispozici stejné mnozstvi vypocetniho ¢asu.

MEuler mHeun WRK2 ®WRK3 mWRK4 mWAB2 EMAB3 mEAB4 mABM4_PC

Obrazek 20 Priimérna proporcionalni doba vypoctu jednotlivych metod
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Experimentalné pak bylo zjiSténo, ze pii nastaveni kroku h = 0,0223 metoda ABM4 trva
pfiblizné stejné mnozstvi ¢asu jako RK4 s krokem h = 0,05 a zaroven dosahuje ptesnéjsich
vysledki, coz z ni déla efektivné;jsi. Nutno ale podotknout, ze tento vysledek plati pouze pro
nas piipad a neda se generalizovat, protoze jsou tady urcité charakteristické vlastnosti ODR
jako tuhost a stabilita, které pak maji vliv na vykonnost jednotlivych metod. Neexistuje tedy
metoda, o které by se dalo fict, Ze je nejptresnéjsi. Za velmi ucinné vsak lze oznacit v ptipadé
metody ABM4 pouziti kombinace explicitni a implicitni rovnice (popsano v kapitole 3.3,

nebot’ samotna metoda AB4 nevykazovala pfili§ pfesnych feseni.

Pokud do porovnani zapojime metodu RKF45, pak adaptabilni velikosti krokd mizeme zis-
kat v porovnani ptesnost/Casova naroc¢nost lepsi vysledek. Na obrazku 21 je vidét pribch

odhadu metodou RKF45.

Results

Results

poyiow

vyl

N

050 055
x[-]

Obrazek 21 Prubéh odhadit metodou RKF45

V tabulce 14 je mozné vidét, Ze metodou RKF45 bylo provedeno celkem 8 odhadi.

x [s] Analyticka  RKF45
0,0000 0,1000 0,1000
0,0568 -0,0052 -0,0054
0,1159 -0,0367 -0,0369
0,1879 -0,0377 -0,0379
0,2756 -0,0263 -0,0265
0,3874 -0,0137 -0,0139
0,5384 -0,0051 -0,0052
0,7689 -0,0010 -0,0008
1,0000 -0,0002 -0,0002
Tabulka 14 Vysledky metodou RKF45
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Sumou kvadratickych odchylek a podélenim maximalni ziskané hodnoty je pak vidét v ta-
bulce 15. Je ziejmé, Ze s pomoci RKF45 bylo mozné ziskat nejpiesnéjsi odhad. Casové na-
rocnost pak byla ve vSech tfech ptipadech ptiblizné stejna.

RK4 ABM4_PC RKF45
1,0000 0,0029 0,0001

Tabulka 15 Porovnani prenosti metod RK4, ABM4 A RKF45
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ZAVER

V ramci této diplomové prace byla vypracovana literarni reSerSe na dané téma a byly pied-
staveny fundamentéalni metody, jakozto zastupci odlisSnych pfistupli, v otazce feSeni pro-
blémi s pocatecni podminkou. Ackoliv existuje fada jinych metod, byly ptedstaveny prave
tyto, protoze spliuji hned nekolik kritérii. Jsou dostatecné jednoduché na pochopeni k zis-
kani vhledu do problematiky. Jsou schopné dosahnout uspokojivych vysledkt. A maji sviij
prakticky pfinos. Zde je vSak nutné fict, ze se v dnesni dob¢ prakticky sami o sob¢ nevyuzi-
vaji, nicmén¢ vétsina pokrocilych a komplexnich metod je zaloZena na podobném postupu

nebo kombinaci n¢kolika postupti zminénych metod.

Popsané metody byly implementovany a byla vytvofena knihovna v programovacim jazyce
Python, kterd teoreticky umoziiuje aplikovat jednotlivé metody pro libovolnou soustavu
obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Knihovna tvoti zaklad interaktivni webové
aplikace, ktera jednotlivé metody aplikuje a skrz ni uzivatel miize ménit definované vstupy.
Uzivatel této aplikace ma tedy moznost se, pomoci demonstrativnich piikladl, seznamit s
elementarni funk¢nosti jednotlivych metod a mé moznost srovndni piesnosti jednotlivych
metod na zékladé prehlednych grafickych vystupt aplikace. Tato aplikace tak ma slouzit
jako podpora vyuky predmétu Simulace systémi na Fakult¢ Aplikované Informatiky UTB.
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PRILOHA PI: ZDROJOVY KOD KNIHOVNY FUNKCI
VYBRANYCH NUMERICKYCH METOD, PRO RESENi SOUSTAVY
DIFERENCIALNICH ROVNIC

import numpy as np
# TABLEAU FOR RK FAMILY METHODS #
def get_tableau_rkx(x):

if 2 == x:
A= (0, 1/ 2)
B =1[(0, 0), (1/ 2, 0)]
C= (o, 1)
elif 3 == x:
A=(0,1/2,1)
B = [(0, 0, 9): (1 / 2, 0, 0): ('1) 2, 9)]
c=((1/6,2/3,1/6)

elif 4 == x:

A=(0,1/2,1/2,1)
B =1[(0, 0, 0, 0), (1/ 2, 0, 0,0), (6, 1/ 2, 0,0), (0, 0,1, 0)]
c=(1/6,1/3,1/3,1/6)

return A, B, C

# TABLEAU FOR RKF45 METHODS #
def get tableau_rkf45():

# Coefficients used to compute the independent variable argument of f
A=¢(0,1/4, 3 /8, 12/ 13, 1, 1/ 2)
# Coefficients used to compute the dependent variable argument of f
B=1[(0, 0, 0, 0, 0, 9),

(1/ 4,0, 0,0,0,0),

(3/ 32,9/ 32, 0, 0, 0, 0),

(1932 / 2197, -7200 / 2197, 7296 / 2197, @, @, @),

(439 / 216, -8, 3680 / 513, -845 / 4104, 0, 9),

(-8 / 27, 2, -3544 / 2565, 1859 / 4104, -11 / 40, 0)]
# Coefficients used to compute 4th order RK estimate
C = (25 / 216, 0, 1408 / 2565, 2197 / 4104, -1 / 5)
# Coefficients used to compute local truncation error estimate. These
# come from subtracting a 4th order RK estimate from a 5th order RK
# estimate.

CT = (1 / 360, 0, -128 / 4275, -2197 / 75240, 1 / 50, 2 / 55)
return A, B, C, CT

# TABLEAU FOR ADAM'S FAMILY METHODS #
def get_tableau_abx(x):

if 2 == x:

A=1/2

B = [3, -1]
elif 3 == x:

A=1/ 12

B = [23, -16, 5]
elif 4 == x:

A=1/ 24

B = [55, -59, 37, -9]
return A, B

def get_tableau_abc4():



A=1/24

B_PRED = [55, -59, 37, -9]
B_COR = [9, 19, -5, 1]
return A, B_PRED, B_COR

# SINGLE-STEP METHODS #
def euler(f, yo0, x, h):
# """Euler's method to solve system of ODE
# USAGE:
# y = euler(f, yo9, x, h)
# INPUT:
# f - function equal to dy/dx = f(y,x)
# yo - Array of initial conditions
# X - Array of independent variable values
# h - Step size
# OUTPUT:
# y - NumPy array of corresponding solution function values
# NOTES:
# This function implements singlestep Euler's method
# to solve the initial value problem

ode_system = len(y@) # if more then one init condition -> system of ODE's
n = len(x) # number of required steps

# init variables for calc
y = [[@] * ode_system for i in range(n)]
y[e] = ye

for i in range(®, n - 1):

y[i + 1][:] = np.add(y[i], np.multiply(f(x[i], y[i]), h))
return y

def heun(f, yo, x, h):

# """Heun's method to solve system of ODE

# USAGE:

# y = heun(f, y0, x, h)

# INPUT:

# f - function equal to dy/dx = f(y,x)

# yo - Array of initial conditions

# X - Array of independent variable values

# h - Step size

# OUTPUT:

# y - NumPy array of corresponding solution function values
# NOTES:

# This function implements singlestep Heun's method
# to solve the initial value problem

# initialization of variables

ode_system = len(y@) # if more then one init condition -> system of ODE's
n = len(x) # number of required steps

y = [[0] * ode_system for i in range(n)]

yle] = ye

for i in range(@, n - 1):
# Explicit Euler's formula - PREDICTOR
y_pred = np.add(y[i], np.multiply(f(x[i], y[i]), h))
# Implicit Euler's formula and usage of the trapezoidal rule - CORRECTOR
# Correction of the approximation from explicit formula



y[i + 1][:] = np.add(y[i], np.multiply(np.add(f(x[i], y[i]), f(x[i+1],

y_pred)), h/2))
return y

def rkx(f, yo, x, h, order):

# """RUNGE-KUTTA method to solve system of ODE

# USAGE:

# y = rkx(f, yo, x, h, order)

# INPUT:

# f - function equal to dy/dx = f(y,x)

# yo - Array of initial conditions

# X - Array of independent variable values

# h - Step size

# order - Order of the method - states the accuracy of the approximation
& how many coefs will be needed

# OUTPUT:

# y - NumPy array of corresponding solution function values

# NOTES:

# This function implements singlestep RK method of nth order

# to solve the initial value problem

# initialization of variables

ode_system = len(y@) # if more then one init condition -> system of ODE's
n = len(x) # number of required steps

y [[@] * ode_system for i in range(n)]

k [[@] * ode_system for i in range(order)]

kB = np.empty(ode_system, float)

y[e] = ye

# get coefficients for calculation
A, B, C = get_tableau_rkx(order)

# calculation, until the end point b is reached
for i in range(®, n - 1):
for o in range(@, order):
# calculate of coefficients k
kB = np.multiply([*zip(*k)], B[o])
sumkB = sum(np.array([*zip(*kB)]))
y_curr = np.add(sumkB, y[i])
x_curr = x[i] + h * Afo]
if 1 == ode_system:
y_curr = [y_curr]
k[o][:] = np.multiply(f(x_curr, y_ curr), h)

y[i + 1][:] = np.add(y[i], sum(np.multiply([*zip(*k)], C).T))
return y

# MULTI-STEP METHODS #

def abx(f, yo@, x, h, order):

# """ADAMS -BASFORTH method to solve system of ODE
# USAGE:

# y = abmx(f, yo@, x, h, order)

# INPUT:

# f - function equal to dy/dx = f(y,x)

# yo - Array of initial conditions

# X - Array of independent variable values



# h - Step size

# order - Order of the method - states how many previous solutions
y(i) are needed for approximation

# OUTPUT:

# y - NumPy array of corresponding solution function values

# NOTES:

# This function implements multistep AB method of nth order

# to solve the initial value problem

def

# initialization of variables

ode_system = len(y@) # if more then one init condition -> system of ODE's
n = len(x) # number of required steps

tmp = np.empty(ode_system, float)

y m = [[@] * ode_system for i in range(n - order)]

# Initialization of calculation by RK4 method

y_s = rkx(f, yo, x[:order], h, 4)

y = np.vstack((y_s, y_m))

# get coefficients for calculation

A, B = get_tableau_abx(order)

# calculation, until the end point b is reached
for i in range(order - 1, n - 1):
for j in range(©, order):
tmp = np.add(tmp, np.multiply(f(x[i - j]l, y[i - 31), B[3]))
y[i + 1][:] = np.add(y[i], np.multiply(np.multiply(A, h), tmp))
# Clear support variable for next iteration
tmp = ©
return y

PREDICTOR-CORRECTOR METHODS #

abm4_pc(f, y0, x, h):

# """ADAMS -BASFORTH-MOULTON method to solve system of ODE

# USAGE:

# y = abm4_pc(f, yo, x, h)

# INPUT:

# f - function equal to dy/dx = f(y,x)

# yo - Array of initial conditions

# X - Array of independent variable values

# h - Step size

# OUTPUT:

# y - NumPy array of corresponding solution function values
# NOTES:

# This function implements multistep Predictor-Corector method ABM

of 4th order

# to solve the initial value problem

# initialization of variables
ode_system = len(y®) # if more then one init condition -> system of ODE's

is expected

n = len(x) # number of required steps
order = 4

tmp = np.empty(ode_system, float)

y m = [[@] * ode_system for i in range(n - order)]
tmp_pred = 0

tmp_kor = 0

# Initialization of calculation by RK4 method

y s = rkx(f, y9, x[:order], h, 4)



y = np.vstack((y_s, y_m))
# get coefficients for calculation
A, B_PRED, B_COR = get_tableau_abc4()

# calculation, until end the point b is reached
for i in range(order - 1, n - 1):
# Calculation of explicit AB formula of 4th order - PREDICTOR
for j in range(©, order):
tmp_pred = np.add(tmp_pred, np.multiply(f(x[i - 3jI, y[i - 3]),
B_PRED[]]))
y[i + 1][:] = np.add(y[i], np.multiply(np.multiply(A, h), tmp_pred))
# Calculation of implicit AM formula of 4th order - CORRECTOR
# Correction of the approximation from explicit formula
for k in range(@, order):
tmp_kor = np.add(tmp_kor, np.multiply(f(x[i - k + 1], y[i - k + 1]),
B_COR[k]))
y[i + 1] = np.add(y[i], np.multiply(np.multiply(A, h), tmp_kor))
# Clear support variables for next iteration

tmp_pred = ©
tmp_kor = ©
return y
#  ADAPTIVE-STEP METHODS #

def rkf45(f, yo, a, b, tol, h_max, h_min):

# """Runge-Kutta-Fehlberg 45 method to solve system of ODE

# USAGE:

# t, X, e = rkf45(f, y0, a, b, tol, h_max, h_min)

# INPUT:

# f - function equal to dy/dx = f(x,t)

# yo - Array of of initial conditions

# a - left-hand endpoint of interval (initial condition is here)

# b - right-hand endpoint of interval

# tol - maximum value of local truncation error estimate

# h_max - maximum step size

# h_min - minimum step size

# OUTPUT:

# X - NumPy array of independent variable values

# y - NumPy array of corresponding solution function values

# e - Return status ( @ == successful, -1 == failure => tolerance
not possible to reach)

# NOTES:

# This function implements 4th-5th order Runge-Kutta-Fehlberg method

# to solve the initial value problem

# initialization of variables

order = 6

e =20

ode_system = len(y®) # if more then one init condition -> system of ODE's
is expected

kB = np.empty(ode_system, float)

# Set x and y according to initial condition and assume that h starts with
h_max

X_cur = a
y_cur = np.array(ye)
h = h_max

# Initialize arrays that will be returned
X = np.array([x_cur])



np.array([y_cur])

= [[@] * ode_system for i in range(order)]
get coefficients for calculation

A, B, C, CT = get_tableau_rkf45()

H A

# calculation, until the end point b is reached
while x_cur < b:
# Adjust step size when we get to last interval
if x_cur + h > b:
h =b - x_cur
# calculation of coefficients k and their sum with B
for o in range(@, order):
kB = np.multiply([*zip(*k)], B[o])
sumkB = sum(np.array([*zip(*kB)]))
if 1 == ode_system:
k[o][:] = np.multiply(f(x_cur + h * A[o], np.add(sumkB,
[y_cur])), h)
else:
k[o][:] = np.multiply(f(x_cur + h * A[o], np.add(sumkB, y cur)),
h)
# Calculate the estimate of the local truncation error
r = max(abs(sum(np.multiply([*zip(*k)], CT).T)) / h)
# Null check to avoid division by zero
if @ == r:
e = -1
break
# If local truncation error fulfil expected tolerance, 4th estimate of
solution and step h are accepted
if r <= tol:
X_cur = x_cur + h
y_cur = np.add(y_cur, sum(np.multiply([*zip(*k[:5])], C).T))
X = np.append(x, x_cur)
y = np.vstack((y, y_cur))
# adjust size of the step
h = h * min(max(0.84 * (tol / r) ** (1 / 4), 0.1), 4.90)
# check if required constraints are not exceeded
if h > h_max:
h = h_max
elif h < h_min:
# Stop algorithm with failure
# Could not converge to the required tolerance with chose minimum
step size
e = -1
break
return x, y, e



PRILOHA P II: DOPROVODNY MATERIAL OBSAHUJICI ULOHY
RESENE V APLIKACI

Popula¢ni model

Rust populace je dynamicky proces, ktery 1ze jednoduse popsat diferencialni rovnici. Jednim
z modelq, které existuji pro tento jev je popsan rovnici 1. Tento model je nékdy téz nazyvan
jako ,,logisticky model®. Pti riistu populace dochézi v ur¢itém bod¢ ke zpomaleni, resp. k sa-

turaci, napi. z divodu nedostatkl zdroj1, a tak se v urcité fazi rst zpomaluje.

C
" N2 (1)
y g my
Obecné feseni pak je pak dano rovnici 2.
N = CMe® (2)
- M+ Cet

Matematické kyvadlo

Diferencialni rovnice jednoduchého matematického kyvadla (viz obr. 1) je popsana rovnici

3. Jedna se pouze o teoretického kyvadlo, kde vliv tfeni neni bran v potaz:

n

__9. (3)
y' = Lsm(y)

Obecné teseni je pak dano rovnici 4:

4
y = Clsin\/%t+62cos\/%t @

Kde:

0 ...ahlové posuni z klidového stavu
g ... gravitacni zrychleni

l...délka kyvadla
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Parasutista

Parasutista o hmotnosti m padéa volnym vertikalnim padem a pocit’uje aerodynamicky odpor,
y udava vzdalenost urazenou ve sméru nahoru. Diferencialni rovnice popisujici pad je dana

rovnici 5.

" ¢ 12 (5)

Kde:

c ...soucinitel odporu
g ... gravitacni zrychleni

m ... hmotnost

Kapalinového manometr

M¢jme kapalinovy manometr, ktery pracuje pod tlakem p. Sloupec kapaliny manometru zis-
kava vlivem pusobeni tlaku polohu zobrazenou na obr 2. Celkova délka sloupce kapaliny

v manometru je 1.

\mi Pohybova rovnice je dana rovnici 6.

29 (©6)

T =t

Obecn¢ feseni pak je dano rovnici 7:

N/ 5 . (7
y = C;cos Tgt + Cycos Tgt
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Soustava pruzina-hmota-tlumié

M¢jme soustavu pruzina-hmota-tlumic, kde je pohyb hmotného bodu brzdén dalsi silou. Pro-
toze toto tlumeni je primarné tfeci silou, predpokladejme, ze je imérna rychlosti hmotného

bodu.

m

(1)
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Tento systém lze pak popsat diferencialni rovnici 8.
my"” +bx" + kx =0 (5)

Charakteristicka rovnice pak je:

mi2+bA+k=0 (5)
Vb2 — 4mk
A=—bi——r—

Zde rozliSujeme tii ptipady (viz obr4):
1. Nadkriticky atlum — je-li b> > 4mk a rovnice tedy ma 2 redlné kofeny. Obecné feseni
pak je:

y = CieMt + Cyet2t (5)

2. Kriticky atlum — je-li b> = 4mk a rovnice ma tedy jeden dvojnasobny kofen. Obecné
feSeni pak je:

y = e*(C; + Cyt) (5)



3. Tlumeny oscilétor je-li b> < 4mk a rovnice pak ma tedy komplexné& sdruzeny kofen.

Obecné tfeseni pak je:

y = e t(C; cos(Bt) + C,sin (Bt)) (5)

tlumeneé oscilace

kriticky Otlum

nadkriticky Gtlum
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