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ABSTRAKT

Cilem této diplomové prace je seznamit se s problematikou tykajici se algoritmti a metod
vhodnych pro vypocet odhadu vykonovych spektralnich hustot ndhodnych signala. Studi-
em odborné literatury je tfeba ziskat znalosti potfebné k volbé metod vhodnych k odhadu
spektra. V teoretické Casti popsat tyto metody a provést jejich rozdé€leni dle obvyklych pra-
videl. Nasledné¢ je zpracovat a vybrané algoritmy realizovat v prostredi
MATLAB/Simulink, coz se provede v ¢asti praktické. Zde se vyhodnoti tyto algoritmy z
hlediska vypocetni naro¢nosti, ptesnosti, rozliSeni spektra a dalSich statistickych aspekti.
Nakonec se navrhne a zformuluje zadani vhodné tilohy pro pfedmét Identifikace a modelo-

vani nahodnych signall a vypracuje vzorovy protokol.

Kli¢ova slova: vykonova spektrdlni hustota, Fourierova transformace, periodogram,

MATLAB, Identifikace a modelovani nahodnych signali

ABSTRACT

The aim of this master’s thesis is to learn the problems related to algorithms and methods
suitable for calculating the estimation of power spectral densities of random signals. Based
on learning a specialised literature gain the knowledge needed to select methods suitable
for spectrum estimation. In the theoretical part describe these methods and divide them
according to the usual rules. Subsequently, they are processed and the selected algorithms
are implemented in the MATLAB / Simulink environment, which is done in the practical
part. Here, these algorithms are evaluated in terms of computational complexity, accuracy,
spectrum resolution and other statistical aspects. Finally, the assignment of a suitable task
for the subject Identification and modeling of random signals is designed and formulated

and a sample protocol is developed.

Keywords: power spectral density, Fourier transform, periodogram, MATLAB, Identifica-

tion and modeling of random signals
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UvVOD

Zpracovani signalit ma za sebou dlouhou a bohatou historii. Tento obor vzdy tézil z uzkého
propojeni teorie, aplikaci a technologii pro implementaci systémii zpracovani signalu.
Zpracovani signalli se zabyva zobrazenim, transformaci a Upravou signali a informaci,
které obsahuji. Patii sem napf. vylepSeni nekteré ze slozek signalu nebo oddéleni dvou a
vice signall, které¢ byly néjakym zpisobem zkombinovany. K ziskani ptivodnich slozek
slozeného nebo tfeba zasumeéného signalu, slouzi prave jedna z Casti tohoto oboru, ktera se
zabyva spektralni analyzou. Sem patfi i vSe, co se tykd vykonové spektralni hustoty, algo-
ritmi a metod, které slouzi k jejimu odhadu. Cilem této diplomové prace je seznamit ctena-
fe s danou problematikou a ukézat praci s metodami, které slouzi k odhadu vykonové spek-

tralni hustoty.

Teoreticka ¢ast diplomové prace se zabyva zaklady zpracovani signald, Fourierovou trans-
formaci (Fourier Transform - FT), diskrétni Fourierovou transformaci (Discrete Fourier
Transform - DFT) a jeji implementaci — algoritmy rychlé Fourierovy transformace (Fast
Fourier Transform - FFT). Déle pak deterministickymi a ndhodnymi signaly, pfechodem
z Casove do frekvencni oblasti, autokorela¢ni funkci a kone¢né vykonovou spektralni hus-
totou (Power Spectral Density - PSD). Druhd cast teorie se pak pfimo vénuje metodam,
které slouzi k odhadu PSD. Patii sem metoda periodogramu, Bartlett, Blackman-Tukey,
metoda nezkresleného odhadu, Blackman-Tukey 2, Welch, metoda minimalniho rozptylu,

metoda DFT a Burg.

V praktické Casti jsou zpracovany vSechny vySe zminéné metody, v prostiedi MATLAB
jsou naprogramovany jejich algoritmy a zobrazeny jejich vysledky v podobé PSD. Algo-
ritmy jsou porovnany z hlediska vypocetni naro€nosti, presnosti, rozliSeni spektra, zkresle-
ni a dalSich statistickych aspektl jako je tieba rozptyl. Zavér praktické ¢asti obsahuje navrh
a formulaci zadani vhodné ulohy pro predmét Identifikace a modelovani nahodnych signa-

14 a je vypracovan vzorovy protokol.
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I. TEORETICKA CAST
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1 ZAKLADY ZPRACOVANI SIGNALU

Signal miize byt definovan jako jakékoli fyzikalni veliCina, kterd se méni v zavislosti na
Case, prostoru nebo jakékoli jiné proménné nebo proménnych. Signaly zprostiedkovava;ji
informace o hodnotéach fyzikalnich veli¢in. Prace s témito informacemi zahrnuje ziskavani,

ukladani, pfenos a transformaci signala.

Signaly napiiklad pienaseji informace o stavu nebo chovani systému. Pro zjednoduSeni
analyzy a navrhu systémi zpracovani signali je témét vzdy nutné reprezentovat signaly
pomoci matematickych funkci jedné nebo vice nezavislych proménnych. Napiiklad zvuko-
vy signal mize byt modelovan pomoci matematické funkce ¢asu. Nezavislé proménné
v matematickych modelech signalti mohou byt spojité nebo diskrétni. Spojité signaly jsou
spojité v Case. Nezavisle proménna je tedy spojitd. Signdly diskrétni jsou definovany v
diskrétnich ¢asech a nezavisla proménna nabyva diskrétnich hodnot v ur€itych diskrétnich
casech. To znamena, ze diskrétni Casové signdly tvoii posloupnost ¢isel. Rozdil mezi sig-
nalem spojitym a diskrétnim ma velky vyznam v matematickych nastrojich pouzivanych

pro jejich reprezentaci a analyzu. [5]

1.1 Spojité a diskrétni signaly

Kromé& nezéavislych proménnych, které mohou byt spojité nebo diskrétni, také amplituda
signalu muze byt diskrétni nebo spojitd. Digitalni signaly jsou tfidou, ktera je diskrétni jak
v Case, tak v amplitudé. Podobné jako signaly je mozné kategorizovat také systémy. Spoji-
té Casoveé systémy zahrnuji systémy, jejichZ vstup a vystup jsou spojité a analogicky plati,
ze diskrétni Casové systémy jsou systémy, které maji vstup 1 vystup diskrétni. Podobné pro

digitalni systémy plati, Ze jejich vstupem a vystupem jsou digitalni signaly. [5]

Zpracovani diskrétnich casovych signalti v pritbéhu casu znacné pokrocilo. Tento pokrok
nepfisSel ze dne na den, ale byl ucinén postupné. V 17. stoleti vyvinuli védci a inzenyfi fy-
zikalni modely pro fyzikalni jevy zaloZené na diferencidlnich rovnicich a spojitych pro-
ménnych. V nasledujicich stoletich vyvoj v této oblasti pokracoval a posléze v roce 1965
dva ameri¢ti matematici James William Cooley a John Wilder Tukey navrhli sadu opti-

malnich algoritmil pro vypocet Fourierovy transformace zvané FFT. [4]

Diskrétni casové signaly jsou matematicky znazornény pomoci posloupnosti ¢isel. Po-

sloupnost ¢isel x, ve které x[n] predstavuje n — ty vzorek této posloupnosti je nasledujici:

[4]
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x={x[n]}, —oco<n<oo,

N je celé¢ Cislo. V praxi Ize tyto posloupnosti Cisel ziskat periodickym vzorkovanim analo-
gového signdlu. To znamend, ze Ciselna hodnota n — tého vzorku této posloupnosti se

rovna hodnoté analogového signalu v ¢ase nT': [4]
x[n] =x(nT), —oo<n<oo.

T je perioda vzorkovani a pievracena hodnota vzorkovaci frekvence. Aby bylo mozné spo-
jity Casovy signal zpétné zrekonstruovat po jeho pievodu na Cas diskrétni, je nutné, aby
frekvence vzorkovéni byla vyss$i nez dvojnasobek nejvyssi harmonické slozky vzorkova-
ného signalu a frekvence rovna poloviné vzorkovaci frekvence se nazyva Nyquistova frek-

vence. [4]

1.2 Fourierova transformace

Jiz bylo tfeCeno, ze je velmi bézné zndzornovat signaly pomoci ¢asové funkce nezavislé
proménné. V souladu s tim lze tuto funkci prevést do frekvencni oblasti. To jako prvni
provedl francouzsky matematik Joseph Fourier. Fourierovou transformaci funkce je funkce
komplexni, jejiz amplituda pfedstavuje hodnotu funkce na dané frekvenci a jeji argument

pak udava fazi sinusového signalu na této frekvenci.

K dispozici je také zpétna Fourierova transformace, ktera rekonstruuje ¢asovou funkci sig-
nalu z jeho kmitoétovych slozek. Pokud nazveme X (jw) Fourierovou transformaci spojité-
ho ¢asového signalu x(t), pak Fourierova transformace a inverzni Fourierova transformace
jsou nasledujici: [5]

+00

X(jw) =J x(t)e J@tdt, (1)
+oo 2)
x(t) = %f X(jw)e/“tdw.

Dvé vyse uvedené rovnice (1) a (2) se nazyvaji Fourierova transformacni dvojice, funkce
X(jw) se nazyva Fourierova transformace nebo Fourierv integral funkce x(t) a syntézni

rovnice (2) se nazyva inverzni Fourierova transformace. Syntézni rovnice pro periodické
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signaly je rovna Fourierové fad€. Jak pro Fourierovu transformaci, tak pro Fourierovu fadu

plati, ze jsou linearni kombinaci komplexnich exponencialnich funkci.

Transformace X (jw) aperiodického signalu se nazyva spektrum x(t). Informace potiebné
k jeho popisu jsou k dispozici jako naptiklad linearni kombinace sinusovych signalt s rtz-

nymi kmitocty. [5]

K lepsimu porozuméni principim Fourierovy transformace poslouzi nésledujici ptiklad.

Vezme se v Givahu signal x(t) = e~ u(t) a vzhledem k rovnici (1) plati [5]

[c9) 0

X(jw) = f e~ gmiwtgr — — __ep—(atjw)t
0 a+tjw

0

Pak

a> 0.

X(w) = a+jw

Protoze je tato Fourierova transformace komplexni, ziské se amplituda a faze:

, <[X(a)] = —tan™?! (ﬂ)

a

1
= T

Na obrazku (Obr. 1) a (Obr. 2) je vidét graf amplitudy (sudé funkce) a faze (liché funkce)
pro a = 10.

Fourierova transformace
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Obr. 1. Amplituda FT.
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Fourierova transformace

1.5 ——
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(=}

05

\\\
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Obr. 2. Faze FT.

Dalsim ptikladem mize byt ziskani spektra jednotkového impulsu:
x(t) = 6(¢).

Pak
X(jw) = J S(t)e‘j“’tdt =1.

To znamend, Ze Fourierova transformace jednotkového impulsu je tvotena ze slozek stejné

velikosti na vSech frekvencich. [5]

Spektrum diskrétnich ¢asovych signald a stejné tak i1 spojitych, lze zobrazit ve frekvenéni
oblasti pomoci Fourierovy transformace. Rovnéz Fourierova transformace signalu diskrét-

niho pfedstavuje rozklad signalu na nekone¢nou sumu komplexnich diskrétnich sinusovek.

1.3 Diskrétni a rychla Fourierova transformace

Pro N po sobé¢ jdoucich vzorkt x(n), 0 < n < N — 1 periodické nebo aperiodické po-
sloupnosti je N- bodova diskrétni Fourierova transformace (DFT) X(k),0 < k < N — 1
definovana jako [3]

N-1

X(k) = z x(n) eI TKN. 3)

n=0
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Dano N DFT koeficienti X(k), 0 < k < N — 1, N hodnot vzorki x(n), 0 < n <

N - 1 mohou byt ziskdny pomoci N — bodové inverzni DFT (IDFT) dané [3]

x(n) =

N-1
'z—nkn
Z X(k) /N, )

k=0

2|

Protoze X (k) je funkci diskrétniho frekven¢niho indexu k, ktery odpovida diskrétni sadé¢
frekvenci wk = (2m/N),k = 0,1,...,N — 1, tvoti rovnice (3) a (4) diskrétni Fouriero-
vu transformacni dvojici. Tento ndzev se pouziva k zdiraznéni skutecnosti, ze mame Fou-

rierovu transformaci, kterd je diskrétni jak v Case, tak ve frekvenci. [3]

DFT je mocny reverzibilni nastroj pro kone¢ny pocet prvki diskrétni casové posloupnosti.
DFT a jeji inverze lze efektivné spocitat pomoci rodiny algoritmii znamych jako rychla
Fourierova transformace neboli FFT. Objeveni algoritml FFT stanovilo DFT jako jeden ze

zakladnich néstrojli v oblasti digitalniho zpracovani signalil. [3]

Vypodetni sloZitost piimého DFT algoritmu je N2 nebo O(N?). Landauova notace (téz
notace velké O nebo notace omikron) je notace pouzivana v matematické informatice pro
porovnani asymptotické ¢asové nebo prostorové slozitosti algoritmtll. ProtoZe vypocetni Cas
pro O(N?) algoritmy velmi rychle nariistd pro velké hodnoty N, bylo nutno se zabyvat
vyvojem algoritmt, které snizuji pocet operaci a tim vypocetni Cas. Z tohoto divodu se

zacala pouzivat metoda FFT namisto algoritmu DFT. Joseph Fourier s vyuZitim periodicity

2T
a komplexné sdruzenych symetrickych vlastnosti e/ "™ zalozil rodinu O(N log, N) algo-

ritmil, znamych jako algoritmy rychlé Fourierovy transformace (FFT). [3]

1.4 Deterministické a nahodné signaly

Zatim byly zminény pfedevsim deterministické signdly. Existuji 1 jiné typy signali, které
spadaji do kategorie ndhodnych procest. Pojem ndahodného procesu vychdzi z pojmu na-
hodné proménné. Nahodna proménna je zobrazeni vysledku experimentu do mnoziny real-
nych ¢isel. Timto zplisobem lze ziskat ¢iselné informace o daném problému. Nahodny pro-
ces je pak usporadana mnozina ndhodnych proménnych. Nejbéznéjsim zpilisobem uspota-
dani mnozZiny ndhodnych proménnych je pfifazeni kazdé z nich k odliSnému casovému
okamziku, coz vede ke spolecné interpretaci ndhodného procesu jako mnoziny nahodnych

proménnych uspotadanych v Case. [3]
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Hlubsi implikace plyne z rozdilu mezi deterministickymi a ndhodnymi signdly. Chovani
deterministickych signalt je zcela pfedvidatelné, zatimco chovani ndhodnych signalt je
spojeno s urcitou mirou nejistoty. Aby byl tento rozdil zietelnéjsi, je tfeba vyjit z predpo-
kladu, ze zname vSechny minulé hodnoty signalu az do soucasnosti. Pokud je mozno po-
moci minulych hodnot ptesné predpovédét budouci hodnoty signalu, pak takovy signal je
deterministicky. Na druhou stranu, pokud nelze piesné predpovédét budouci hodnoty sig-
nalu, oznacuje se takovy signal jako ndhodny. V praxi neni rozdil mezi témito dvéma typy
signalu pfili§ ztetelny, protoze kazdy signal je zkreslen uréitym mnozstvim nezadouciho
nahodného Sumu. Nicméné pro Setfeni matematické reprezentace signalti bylo Siroce pfi-
jato déleni na deterministické a nahodné signaly. Deterministické signaly mohou byt

popsany, alespoil v zasadé, matematickymi funkcemi. Tyto funkce mohou mit Casto tvar

explicitnich matematickych vzorci. [3]

Existuji vSak deterministické signaly, které nelze popsat jednoduchymi rovnicemi. V zasa-
d¢ lze fict, Zze kazdy deterministicky signdl je popséan funkci x(t), 1 kdyz neni k dispozici
explicitni matematicky vzorec. Naproti tomu ndhodné signaly nemohou byt popsany ma-
tematickymi funkcemi, protoZe jejich budouci hodnoty nejsou znamy. Matematické nastro-
je pro reprezentaci a analyzu ndhodnych signald se proto liSi od nastrojli pouzivanych pro
deterministické signdly. Pfesnéji feCeno, ndhodné signaly jsou studovany pomoci pojmu a

technik z teorie pravdépodobnosti a statistiky.

Reprezentace nahodného procesu v transformacni (frekvencni) doméné neni pfimocara.
Piimé pouziti Fourierovych transformaci na ndhodny proces nedava velky smysl, protoze v
takovém ptipad¢ je tvar viny x(n) z definice neznamy. Kromé toho nékteré z nahodnych
procest (napf. ndhodny staciondrni signal) ptedstavuji nekonecnou energii, coZ vyzaduje
urcité specifické matematické zpracovani. To vSak neznamend, Ze neexistuji zadné trans-
formacni néstroje pro analyzu ndhodnych signali. Analyza ndhodnych signdlti mize vyu-
zivat transformacni nastroje mezi ¢asovou a frekvencni oblasti. Frekven¢ni reprezentace

autokorelacni funkce se pouziva k popisu vztahu vstup — vystup u linearniho systému, kde

je zpracovani ndhodnych signali velmi uZzitecné. [1]

1.5 Vykonova spektralni hustota

Tzv. funkce vykonové spektralni hustoty (PSD) S,,(w) je definovana jako Fourierova
transformace autokorelacni funkce daného nahodného procesu {X}. Pro proces WSS (wi-

de-sense stationary) plati [1]
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Sex(@) = fooRxx (T)e_ijdT: (5)

pak

Ryux(7) = %Joosxx((‘)) e/ dw. (6)

Vykonova spektralni hustota se pouziva k popisu ndhodného procesu — udava rozlozeni
energie na jednotlivé frekvence harmonickych slozek obsazenych v realizaci ndhodného

procesu.

@,
S(@)} ijs“(m)dmp(mvwz)

@,

plocha je iméma
stfednimu vykonu
prenadeném na
frekvencich 0, <w<w,.

Obr. 3. Vykonova spektralni hustota.

Rovnice (5) a (6) jsou spole¢n€ oznacovany jako Wiener-Khinchinlv teorém pro signély s
diskrétnim Casem. Nahodny proces se nazyva wide-sense stationary (WSS), pokud jeho

stiedni hodnota a autokorela¢ni funkce maji nasledujici vlastnosti: [1]
EX(mW}=c, Vn, (7

R, (m,n+71) =R, (1), Vn,r. (8)

Z rovnice (7) plyne, ze stfedni hodnota vSech nahodnych proménnych X (n) je béhem celé-
ho procesu konstantni. Vztah v rovnici (8) poskytuje informaci o tom, Ze autokorela¢ni
funkce procesu WSS zavisi pouze na casovém intervalu mezi dvéma nahodnymi promén-

nymi, nikoli na jejich absolutnich ¢asech. Celkové tyto dva vztahy ukazuji, ze statistiky
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prvniho a druhého fadu ndhodného procesu se v pritbé¢hu ¢asu neméni, coz ukazuje na (wi-
de-sense) staciondrni povahu procesu z hlediska statistiky. Pokud jsou vSak statistiky vSech
rada casoveé neménné, je tento proces oznaCovan jako striktné stacionarni (strict-sense).
Procesy SSS jsou tedy také WSS, zatimco opak nemusi byt nutné¢ pravdivy. Protoze je
velmi obtizné ovéfit vlastnost neménnosti pro vSechny fady, v praxi se ¢asto pracuje s cha-
rakterizaci WSS, ktera vyzaduje pouze neménnost prvniho a druhého fadu. Proces WSS lze

dobfe charakterizovat také ve frekvenéni oblasti.

Odhad PSD se pouZziva v mnoha piipadech, jako napt. u radaru, sonaru nebo modelovani
zvuku atd. Obecné je problém odhadu nejprve feSen odhadem autokorelacni funkce z do-
stupnych dat a poté Fourierovou transformaci. Tato metoda je zalozena na Wiener-
Khinchinové teorému. Existuji rizné algoritmy pro odhad spektra. Kazdy z nich mé odlis-
né charakteristiky, pokud jde o vypocetni slozitost, pfesnost, frekvencni rozliSeni a dalsi
statistické aspekty. VSechny metody Ize rozdélit do dvou tfid: parametrické a neparame-
trické. Obecné parametrické metody vychdzi z toho, ze signal 1ze popsat pomoci parame-
trického modelu. V nasem piipadé¢ budeme déale uvazovat parametricky autoregresni mo-
del. Nejprve jsou odhadnuty parametry tohoto modelu (slouzi k modelovani signalu) a pak
se provede odhad spektra. Neparametrické metody odhaduji vykonové spektrum piimo z

navzorkovaného signalu, odhad je zalozen na kone¢ném poctu vzorkt signalu.

1.6 Okénkovani

Pomoci DFT lze zpracovat N hodnot vzorki ¢islicového signalu a ziskat N hodnot vzorkt
spektralni funkce. Je-1i originalni posloupnost delsi nez N, pak se da fict, ze vybérem N
vzorkll pro DFT dochézi k nasobeni plivodni del§i posloupnosti obdélnikovym oknem,
¢imz ve spektru vznika konvoluce mezi spektrem originalni posloupnosti a spektrem okna.
Disledkem je zkresleni, tzv. prosakovani ve spektru (spectral leakage). Nasobeni obdélni-
kovym oknem neni z hlediska frekven¢nich vlastnosti vhodné, proto byla navrZena jina
okna (véhovaci funkce), které maji lepsi spektralni vlastnosti a jejich nadsobenim s ptivodni
posloupnosti (pfipadné také zvySenim poctu N) je mozné dosahnout potlaceni prosakovani

ve spektru.
Nasleduje prehled nejvyznamnéjSich nebo v této praci pouzitych oken.

Obdélnikové okno



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 19

1 ne<ON-1>,
win] = {O pro ostatni n. )

Bartlettovo (trojuhelnikové) okno

2n E<O N >
n ]
_ N-1 2

virl = . e 1N 1S o

N-1 " ' '

Hannovo okno
2nn

w[n]=0,5[1—cos _1] ne<O,N—-1>. (11)

Hammingovo okno
(12)

2nn
w[n] = 0,54 — 0,46 COS 7 ne<ON-—-1>.

Blackmanovo okno

[n] =0,42—-10,5 ann + 0,08 A E<O,N—> (13)
win| =0, , cosN_1 , COSN—ln , .
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2 METODY PRO ODHAD SPEKTRA - TEORIE

2.1 Spektralni analyza

Tato kapitola se zabyva problémem odhadu PSD daného diskrétniho signalu s diskrétnim
¢asem x(n). Potieba odhadu vykonové spektralni hustoty vyvstava v celé fad¢ aplikaci,
vcetné méieni korelaci a vykonovych spektralnich hustot pro navrh optimalnich filtri, de-
tekce uzkopasmovych signali v Sirokopasmovém Sumu, odhad parametrti systémt LTI
(linearni ¢asové invariantni) pomoci pouziti excitace bilého Sumu a extrakce informaci o
fyzickém systému sledovanim nepfitomnosti nebo pfitomnosti energie ve specifickych
frekvencnich pasmech. [3] Obecné je problém casto vyieSen nejprve odhadem autokore-
lacni funkce spojené s daty, které mame tzv. po ruce, nasledovan Fourierovou transformaci
pro ziskani pozadovaného spektralniho popisu procesu. [1] Fourierova fada a Fourierova
transformace ndm umoziuji zobrazit deterministické¢ ¢asové funkce jako vazeny soucet
nebo integral sinusovych funkci. U ¢asové funkce, kterd se méni pomalu, maji vyssi vahy
nizkofrekvenc¢ni sinusové slozky. U ¢asové funkce, kterd se méni rychle, maji vySsi vahy
slozky s vy88imi frekvencemi. Rychlost, s jakou se deterministickd ¢asova funkce méni,
tedy souvisi s vdhovou funkci Fourierovy fady nebo transformace. Tato vdhova funkce se

nazyva ,,spektrum* ¢asové funkce. [2]

Existuje né€kolik algoritm@ pro ziskani spektralniho odhadu. Kazdy z nich ma odli$né
vlastnosti s ohledem na vypocetni sloZitost, pfesnost, rozliSeni kmito¢tu nebo jiné statistic-
ké aspekty. VSechny algoritmy lIze klasifikovat jako neparametrické nebo parametrické
metody. Neparametrické metody neptedpokladaji zadnou konkrétni strukturu za dostup-
nymi daty, zatimco parametricka schémata jsou zalozena na ptedpokladu, Ze proces sleduje
urcity vzorec charakterizovany specifickou sadou parametrti vztahujicich se k danému mo-
delu. Obecné¢ plati, ze parametrické ptristupy byvaji jednodussi a piesnéjsi, ale zalezi na a

priori informacich tykajicich se daného problému. [1]

2.2 Neparametrické metody pro odhad spektra

Neparametricky odhad spektra se opira o Wiener-Khinchiniv teorém, ktera definuje vztah
mezi autokorelacni funkci procesu a jeho Fourierovou transformaci, ktera odpovida PSD
procesu. Tato ¢ast vysvétluje, jak odhadnout PSD nebo autokorela¢ni sekvenci ergodické-
ho procesu WSS (wide-sense stationary) {X} z omezeného poctu namétenych dat. Takovy

odhad je ve skutecnosti ndhodny proces {P}, odlisny od ptivodniho ndhodného procesu
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{X}. V praxi, kdykoli je proveden odhad, je vypocitana realizace tohoto nahodného proce-
su {P} pomoci dostupné realizace nahodného procesu {X}. Ke zdliraznéni jsou pouzita ma-

14 pismena x(n) k reprezentaci vzorkt procesu {X}. [1]

2.2.1 Metoda periodogramu

Necht’ x(0),x(1), ...,x(L — 1) jsou L pozorovani diskrétniho, nulové stfedniho, Siroko-

pasmového stacionarniho procesu. Odhad periodogramu pro S, (w) je definovan jako: [2]

A 1 5
Sux(w) = ZIXL(w)l )

kde x;(w) se ziska jako Fourierova transformace sekvence pozorovani:

L-1

% (w) = Z x(n)e /o,

n=0
To je ekvivalentni pouziti obdélnikového okna na signal x(n) pro Casovy interval 0 <
n < (L —1), umocnéni absolutni hodnoty Fourierovy transformace zkracené sekvence a
normalizace vysledku prvkem L, pro ziskdni miry hustoty spektralni energie. Na druhé
strané¢ Fourierova transformace S,,(w) autokorela¢ni funkce R,,(7) Sirokospektralniho

stacionarniho procesu (WSS) x(n) se nazyva vykonova spektralni hustota (PSD) procesu.
[3]

Je tfeba odhadnout funkci S,,(w) z koneéné sady pozorovani {x(n),0 < n < L —1}
jedné realizace. Pfirozeny odhad PSD lze ziskat nahrazenim skutecné R,,(7) odhadem

R, (1), pro viechna dostupna zpozdéni. Vysledkem je nasledujici odhad [3]

L-1
SAxx(w) = Z ﬁxx(T) e—jwr’ (14)
7=—(L-1)
kde odhad autokorelac¢ni funkce je
1 L-1—|7|
Ree(D) = 7 Z x(m)x(n + |z]. (15)
n=0

ProtoZe R, () v nedostupnych zpozdénich je libovolné nastavena na nulu, tento odhad

bude davat velké chyby v ptipade, kdy se R,,(7) vyrazné lisi od nuly pro || > L [3].
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Ocekavalo by se, ze pifi zvySovani poc¢tu vzorkil L odhad periodogramu bude konvergovat
k S, (w). K tomu vSak nedojde. Misto toho bylo zji§téno, ze prudce kolisa okolo skute¢né

spektralni hustoty a Ze tento ndhodny rozptyl neklesa s rostoucimlL.

2.2.2 Metoda Bartlett

Zakladnim vysledkem v teorii pravdépodobnosti je to, ze primér sekvence nezavislych
realizaci ndhodnych proménnych se piiblizuje skutecnému priméru s pravdépodobnosti
jedna. Je ziskan odhad pro S, (w) ktery sméfuje k nule s poctem pozorovani K = L/k tak,

Ze se vezme pramér k nezavislych periodogrami na vzorcich velikosti K: [2]

k
A 1 A
(See@ie =7 ) Sexi(@).

Sada vzorkt o velikosti L je rozdélena na k bloki a pro kazdy blok je vypocitan samostat-
ny periodogram. Tzv. vyhlazeny (smoothed) odhad je pak primér z k periodogrami. Tato
metoda se nazyva Bartlett’s smoothing procedure. Zde je nutno pfipomenout, Zze obecné
nejsou vysledné periodogramy nezavislé, protoze zakladni bloky nejsou nezavislé. Tento
vyhlazovaci postup je tedy tfeba chapat jako aproximaci vypoctu a primérovani nezavis-
lych periodogramii. [2] Tento pfistup vSak snizuje mnozstvi dat pouzitych v kazdém odha-
du a snizuje souvisejici spektralni rozliSeni. V tomto smyslu pak metoda primérovaného
periodogramu vyméni sniZzeni rozptylu na tkor niz$iho rozliSeni ve vysledném odhadu

PSD. [1]

2.2.3 Metoda Blackman-Tukey

Protoze pro kazdou hodnotu w ptedstavuje odhadce Sy, (w) ndhodnou proménnou, mize
byt nepravidelné chovani periodogramu vysvétleno pomoci jeho priiméru, rozptylu a kova-

riance. [3]

Pokud se vezmou v uvahu rovnice (14) a (15), pak pro sttedni hodnotu odhadu plati: [3]

L-1 L-1

ElSu@]= . ERu@ero = Y (l_%Rm@e-jm_

T=—(L-1) =—(L-1)

Protoze E[Syyx(w)] # Syx(w), periodogram dava zkresleny odhad S, (w). Nicméné, pro
kazdé |t| vSak prvek (1 — |[L|/N) — 1 stejné jako N — oo. Vysledkem je
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Igl_fg) E[Sxx ((‘))] = Sex(w),

to znamena, Ze periodogram je asymptoticky nezkresleny odhadce S, ().

Pokud je definovano trojuhelnikové nebo Bartlettovo okno (10) s nulovou fazi a je pouzit

teorém kmitoctové konvoluce, pak

L-1 -
BlSu@]= Y ws(@Ru@e" = [ s@Wy(w—0)ao.
=—(L-1) -
Ocekéavana hodnota periodogramu se tedy ziska konvoluci skute¢né PSD S, (w) s Fourie-
rovou transformaci Wz (w) Bartlettova okna. Aby E[S,,(w)] byl co nejblize k S, (w),
Wg(w) by mél byt blizkou aproximaci k jednotkovému impulzu 6(w). Hlavni lalok
Wg(w) ma piibliznou $itku pasma 3 dB pti 2 /N rad. Proto Wy (w) je pomérné Spatna
aproximace §(w) pro malé hodnoty L; nicmén¢ Wg(w) se blizi k periodickému sledu im-
pulst, kdyz L se blizi nekonecnu. Primérny periodogram E[S,,(w)] se pfiblizuje

asymptoticky, kdyz L — oo, skute¢né PSD S, (w). [3]

K pochopeni toho, jak Bartlettovo okno vstupuje do vypoctu E[S,,(w)], se definuje modi-

fikovany periodogram

~

-1
| ) w(mx(n)e 7" |?, (16)
0

e~ =

‘SA‘xx (w) =

S
Il

kde w(n) je datové okno s dobou trvani L. Ucelem pouZiti datového okna je snizeni prosa-
kovani ve spektru zplisobeného silnymi Gzkopasmovymi soucastmi snizenim urovné po-

strannich lalokl. Pokud je signal v okné definovan

v(n) = w(m)x(n),

1ze rovnici (16) vyjadrit jako

L-1
va (w) = Z ﬁvv (T) e—jwr’
t=—(L-1)

kde
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=T

L-7-1
R,,(v) = % wn +D)wn)x(n + 17)x(n),

n

coz je zobecnéni rovnice (14) na libovolné okna.

2.2.4 Metoda nezkresleného odhadu

Je mozné se vyhnout zkresleni v autokorelaci periodogramu pouzitim (L — |t|) namisto L
ve jmenovateli rovnice (15), ¢imz se ziskd novy odhad autokorelace [1]

L-1—|7|

z x(m)x(n + |t]).

n=0

ﬁxx(T) = L— 7|

2.2.5 Metoda Blackman—Tukey 2

Zaklad této metody je podobny jako metoda Blackman — Tukey, ale v této metod€ namisto
vynasobeni vzorkli oknem a poté ziskanim autokorelacni funkce, se nejprve ziska autoko-

relacni funkce vzorki signélu a az poté se vysledna funkce vyndsobi oknem.

2.2.6 Metoda Welch

Metoda Welch rozsitfuje Bartlettiv pfistup prekryvanim segmentd a okénkovanim kazdého
segmentu. Ugelem pouziti datového okna je sniZeni spektralniho priisaku zptisobeného
silnymi Uzkopasmovymi soucdstmi snizenim urovné postrannich lalokl. Piekryvajici se
segmenty piinaseji dalsi redukci rozptylu kvili zvySenému poctu primérovanych periodo-
gramil. M (mozné prekryvajici se) segmenty jsou definovany pomoci [3]

Xm(m) =x(n+(m—-1)D), 0<n<L-1,
kde D je offsetovd vzdalenost. Pokud D < L, pak se segmenty piekryvaji; a pro D = L
segmenty sousedi. Upravené periodogramy jsou dany
2

Sum(@) =7 , (17

Z w(n)x,,(n)e /"
n=0

kde w(n) je datové okno s dobou trvani L, které nemusi byt symetrické. Welchtiv odhad je

déan primérem M modifikovanych periodogramt
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L-1

A 1 ~

Sxx(a)) = MZ Smm(w) . (18)
n=0

Welch ukazal, ze tvar okna mutize snizit prusak, ale nema vliv na rozptyl. Prekryvani seg-
mentl o padesat procent vSak snizuje rozptyl asi dvakrat a to v dusledku zdvojnasobeni
poctu segmentti. Dalsi prekryvani nevede k dalsi redukci rozptylu, protoze datové segmen-
ty jsou stdle méné nezavislé. Je ziejmé, ze nepiekryvajici se segmenty mohou byt zcela
nekorelované (linedrné nezavislé) pouze pro procesy s bilym Sumem. Datové segmenty
vSak lze povaZzovat za ptiblizné nekorelované, pokud nemaji ostré spektralni vrcholy nebo

pokud jejich autokorelaéni sekvence rychle klesa. [3]

2.2.7 Metoda minimalniho rozptylu

Dosud prezentované metody neparametrického spektralniho odhadu jsou zalozeny na peri-
odogramu popsaném v rovnici (14). Tato rovnice naznacuje, ze na signal x(n) umistény v
casovém intervalu 0 < n < (L — 1), se aplikuje obdélnikové okno, poté se vypocita

jeho Fourierova transformace a nasledn¢ se provede kone¢ny vypocet. [1]

Pfistup s minimalnim rozptylem odhaduje spektrum pii frekvenci w, filtrovanim signéalu
uzkym pasmovym filtrem vystfedénym na w, a odhadovanim vykonu na vystupu z filtru.

Filtr by mél byt optimalizovan tak, aby mél minimalni energii mimo pteloZené pasmo. [1]
Podle zdroje [1] vypadd metoda MV nasledovné

L

S..(w) = . —
x(00) e’ (eJ®)Ryte(e/®)

kde v
e(e/®) = [1e /@ g7j2wc  g=/L-Dwc]T,
x(n) =[x(n) x(n—1) ... x(n—L+ 1],

Ry = E[x(n)x*T(n)].

Jak je zndmo z vySe uvedenych rovnic, pro odhad vykonové spektralni hustoty je zapotiebi
inverzni matice Ry . Ale protoze matice Ry je velka s ohledem na pocet vektori x, vyza-
duje jeji inverzni vypocet velké mnozstvi vypocetnich prostiedkili. Proto se pouziva néasle-

dujici metoda, ve které se nemusi pocitat inverzni matice
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L
. 2 ’
e’ (e/)aql|" /A

§xx (w) = (19)

L-1
=0

kde Ry

Ryl =

=0

2.2.8 Metoda diskrétni Fourierovy transformace

Teorie potiebna k pochopeni metody DFT jiz byla probrana v piedchozich castech této

prace a to predevsim v sekci (1.3).

2.3 Parametrické metody pro odhad spektra

Spektralni odhady zalozené na periodogramu provadeji primarni odhad autokorelacni
funkce pomoci Wiener-Khinchinova teorému. V takovém piipad¢ je odhad autokorelace
omezen na interval zpozdéni vymezeny mnozstvim dostupnych dat. Mimo tento interval se

odhad stdva nulovym, coz vede k zkreslenému odhadu PSD.

Pomoci parametrického spektrdlniho odhadu se nejprve modeluje ndhodny proces a vy-

sledny odhad PSD se zisk4 jako vykonové spektrum tohoto modelu. [1]

Tato Cast popisuje klasicky ptistup, béZné oznacovany jako linearni predikce (LP), k odha-

du parametriit AR (autoregresniho) modelu pro konkrétni datovy soubor.

2.3.1 Metoda Burg

Zde se vyjde ze znalosti souboru diskrétnich dat {x(0) x(1) ...} z konkrétniho procesu.
Tato data mohou pochazet z méteni ceny akcii, n€které populace bakterii nebo naptiklad
feGového signalu. Myslenkou problému LP je odhadnout hodnotu x(n) jako linearni kom-
binaci N minulych vzorkt procesu; to je:

N
£() = Gyx(n — 1) + @yx(n—2) + - + dyx(n — N) = Z ax(n — D),
i=1
kde a; proi = 1,2, ..., N, jsou tzv. LP koeficienty a N je pofadi modelu LP. Pro odhad a;

se pouzije Burgova metoda.
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Chyba odhadu mezi x(n) a optimalnim odhadem LP je také znama jako chyba doptedného

odhadu N — tého tadu a je vyjadiena

N
xr, v (n) = x(n) — z a; yx(n — 0).
i=1

Pokud je model LP naplnén verzi procesu {X } v pfevraceném cCase, budou budouci vzorky
zkombinovany a vytvoii odhad x(n — N). Protoze Ry (t) je suda funkce, odpovidajici
Wiener-Hopfova rovnice a nasledné optimalni LP model zGstavaji stejné. V takovém pii-
padé se chyba mezi minulym vzorkem x(n — N) a jeho odhadem nazyvé jako zpétna

chyba LP a oznacuje se jako [1]

N
xpnj(n) = x(n = N) — z a;yx(n— N + ).
i=1

Burgova metoda urcuje koeficienty odrazu k;, Po tpravé se ziska

2 Y xp im1)(n — Dxg -1 (n)

ki = : (20)
nei (xg,[i—l] (n—1) +xf;_y (n))
Tento odhad se pouziva pii Levinson-Durbin rekurzich nasledujicim zptisobem
ar. o —k.a .. =12,..,(i—-1)
~x o Y1) i%i—jli-1] ] 1Ly weey
%1l —{ k; i=i (21)

k ur€eni odpovidajiciho LP modelu a poZadovaného odhadu PSD. K simulaci této metody
je tteba upravit odhady vztaht d;,[i] a k; do vektorové formy a pouzit nasledujici algorit-

mus
1. Inicializace.
i =0,
xfo = xby = [x(1), x(2), ..., x(L)].
2. Proi = 1:N.
3. Odhadne se @;; s vyuzitim rovnice (20).

4. Odstrani se posledni prvek xf; a prvni prvek xb;
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xf; = xf;(1: L — 1),
Xbl' = Xbi(i + 1: L)
5. Vypocitaji se koeficienty odrazu

2 xb! xf;
xbf xb; + xfH xf;

ki=

6. Aktualizuji se chyby predikce
xfiv1 = Xfi + kixb;,
X'bi+1 = X'bi + kinl'.

7. Zpétna krok 2.
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II. PRAKTICKA CAST
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3 METODY PRO ODHAD SPEKTRA - ALGORITMY

V této Casti jsou v kompaktni formé zobrazeny a popsany algoritmy, které slouzi pro vypo-
¢et odhadu PSD v prostiedi MATLAB. Zaroven jsou zobrazeny prubéhy odhadu PSD pro

kazdou metodu.

3.1 Metoda periodogramu

Existuje n¢kolik zpasobu, jak vypocitat periodogram. Zde jsou vypocitany rovnice (14) a
(15) potiebné pro ziskani periodogramu, tj. odhad vykonové spektralni hustoty pomoci
autokorelacni funkce. K tomu je nejprve teba ziskat autokorelacni funkci (15), a protoze
autokorela¢ni funkce je suda — symetrie kolem vertikalni osy (R, (t = 0) (tato vlastnost je
z davodu |t| v rovnici (15)), pokud je vypoétena jedna strana, je druha ziskana symetricky.

Z tohoto ditvodu je vypoctena v MATLAB kodu pouze prava strana autokorelacni funkce a

nasledné je ziskana levé strana pomoci symetrie.

Je tedy potieba smycka for, kterd posune vzorek x(n + |t|) pro T = 1: L a poté vypocita
autokorelacni funkci pro tuto hodnotu t (ve skute¢nosti by 7 méla byt 0: L — 1, ale v pro-

gramu MATLAB zacinaji proménné od 1). To se provede pomoci nésledujiciho kodu:

for i = 1:L % vypocet pravé strany AF
% posun signédlu doleva (sloZeni signdlu z puvodniho signédlu a nul)
xtau = [x(i:end) zeros(l,i-1)1;
% soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signéalu

rx = xtau .* Xx;

end

Kod je mozné psat bez pouziti piikazu sum:

for i = 1:L % vypocet pravé strany AF
% posun signédlu doleva (sloZeni signdlu z puvodniho signdlu a nul)
Xxtau = [x(i:end) zeros(l,i-1)];
% soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signélu
rx = xtau .* x;

s = 0;
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for j = 1:L % suma rx
s = s + rx(j);

end

Rx (1) = s;

Nyni je tfeba zrcadlit pravou stranu autokorelac¢ni funkce, aby se ziskala leva strana funkce

a pak se spoji ob¢ strany a vyd¢li pomoci L. To se déje pomoci nasledujicich piikazi:

for 1 = 1:L-1
Rx1 (i) = Rx(L-i+1l); % ziské&ni levé strany AF ze strany pravé
end

Rx = [Rxl Rx] ./L; % vytvofeni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L

Byla ziskéna autokorelacni funkce a nyni je mozné se dostat k periodogramu pomoci Fou-
rierovy transformace (14). K ziskdni Fourierovy transformace lze pouzit vestavénou

MATLAB funkei £ ft, ale misto toho se vyuzije nasledujici kod, ktery déla totéz.

for i = l:length(w) % smycka pro frekvenci
psd = 0;
for j = 1:2*L-1 % smycka pro sumu

psd = psd + Rx(j) * exp(-1li*w(i)*nu(3j));
end
PSD(i) = abs(psd)/pi;

End

Tento kod v rovnici (14) pro kazdé w, (w = 0:0.01: pi), vynasobi autokorela¢ni funkci s
e /9T 3 sete vysledné vzorky. Vnéj§i for smycka se pouziva pro vypoéet hodnot Sy, (w)
v daném w a vnitini for smycka pro soucet vzorkil. Zde je nutno pfipomenout, Ze pomoci
tohoto kodu se ziskd prava strana Fourierovy transformace (w = 0:0.01:pi), protoze
Fourierova transformace je také symetrickd kolem vertikalni osy, takze ziskani jedné stra-

ny je dostatecné pro zjisténi vSech frekvenc¢nich slozek.
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Obr. 6. Pritbeh PSD s vyuzitim metody periodogramu.

3.2 Metoda Bartlett

Pro simulaci této metody je tieba jednodusSe rozd¢lit vzorek signalu x do nb bloki a vypo-
¢itat autokorelaéni funkci pro kazdy z téchto blokili a poté ziskat Fourierovu transformaci,
nasledné zprimérovat odhady vykonové spektralni hustoty kazdého bloku. Nakonec se
odhadne vykonové spektrum signalu x. To se provede pifidanim smycky for pro bloky

signalu nasledovné:

for j = 1l:nb % rozdéleni signédlu na bloky

X = x((j-1)*Lb+1l:j*Lb);
Vypocet autokorelacni funkce bloku x
Rxb(:,J) % autokorelac¢ni funkce bloku j

end

Pak je nutné vypocitat Fourierovu transformaci kazdého bloku. Protoze je autokorela¢ni
funkce blokli zabudovana do sloupci proménné Rxb, je mozné postupovat jako diive a

ukladat ziskané Fourierovy transformace do sloupcti matice PSD.
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for i = l:length(w) % smycka pro frekvenci

psd zeros (1,4);
for j = 1:2*Lb-1 % smycka pro sumu
psd = psd + Rxb(j,:) * exp(-1li*w(i)*nu(j)):;
end
% i-ty psd vzorek kazdého bloku uloZeny ve sloupcich PSD
PSD(i,:) = abs(psd)/pi;

end

Nyni se pro kazdou frekvenéni slozku w vypocita primérny odhad PSD bloki a je pova-

zovan za odhad PSD signalu x(n).
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Obr. 7. Pritbeh PSD s vyuzitim metody Bartlett.

3.3 Metoda Blackman—Tukey

Ve dfive zminénych vztazich bylo zjiSténo, Ze na vzorky signdlu je mozno pouzit okno a
poté aplikovat na periodogram pro odhad spektralni hustoty. TakZe v simulaci provedené v
tomto kédu se vybere Hammingovo okno, je jim vynasoben signdl a kéd pokracuje podob-
n¢, jako tomu bylo u periodogramu. Vytvotfeni okna a jeho pouziti na signal se provadi
pomoci nésledujicich ptikazi:

win = 0.54 - 0.46*cos (2*pi*(0:L-1)/L); % Definice Hammingova okna

X = X .* win; % aplikace Hammingova okna na simulovany signal - okénko-
vani
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Obr. 8. Priibéh PSD s vyuzitim metody Blackman-Tukey.

3.4 Metoda nezkresleného odhadu

K provedeni této metody se pouzije v simulaci namisto ptikazu

Rx

[Rx1 Rx]

./L; % vytvoreni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L

ktery byl pouzit v metod¢€ periodogramu, nasledujici ptikaz:

o

°

Rx

vytvoreni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L-abs (nu)

[Rx1 Rx]

./ (L-abs (tau)) :
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Obr. 9. Pribeh PSD s vyuzitim metody nezkresleného odhadu.

3.5 Metoda Blackman—Tukey 2

Pro simulaci je tieba ziskat autokorela¢ni funkci podobné¢ jako je tomu v metodé Blackman

— Tukey, ale Hammingovo se neaplikuje na signal, ale az na autokorelacni funkci a poté je

pouzita Fourierova transformace. Provede se pfikazem:

RX = Rx .* win; % nésobeni AF Hammingovym oknem
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Obr. 10. Prubeh PSD s vyuzitim metody Blackman-Tukey 2.
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3.6 Metoda Welch

Podle diive uvedeného vysvétleni Welchova metoda nejprve rozdéli vzorek signalu x na k
segmentil. Kazdy segment se z padesati procent prekryva se sousednimi segmenty. Vybra-

né okno je Hannovo.

Simulace metody probihd néasledovné. Nejprve se vybere délka okna a poté se vytvori

Hannovo okno nésledujicimi ptikazy.

N = 32; % Délka Hannova okna

win = 0.5*% (1-cos (2*pi* (0:N)/N)); % Definice Hannova okna

Dale se ziska pocet segmentl, je definovana indexova proménnd, kterd se bude pohybovat
po vzorcich. Indexova proménna ma pocatecni hodnotu 1:32 a méni svou hodnotu ve
smycCce for. Pokud tedy N = 32, indexova proménna bere v prvnim kroku 32 prvnich
vzorkd, vynasobi s oknem a v dalSim kroku oddéli vzorky 17: 48 a opét vynasobi s oknem.

A tak dale az do poslednich vzorkt (vzorky 49: 80).

= 1:k

-

for

o\©

postupné néasobeni vzorkl x s Hannovym oknem

XW = win.*x (index) ;

index = index + N/2; % pokracovani do dalsiho okna (50% prekryti)
% rovnice (17), jde o vypocet periodogramu xw

PSD = PSD + XW/k; % rovnice (18)

end

K vypoctu sumy v rovnici (17) je vnitini smycka zapsana nasledovné:

for j = l:length(w) % smycka pro frekvenci
Xw = 0;
for n = 1:N $ smycka pro sumu
Xw = Xw + xw(n) * exp(-1li*w(3j)*(n-1));
end
XW(j) = abs(Xw)/pi;

end
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Obr. 11. Pritbéh PSD s vyuzitim metody Welch.

3.7 Metoda minimalniho rozptylu

K simulovéani metody minimalniho rozptylu je tfeba nejprve ur€it funkci Ry, takze pro vy-
pocet prvniho fadku je tfeba posunout vektor vzorku x(n) z 0: L — 1 a vyndasobit jej se

vzorkem x(n). K posunu vzorkl se musi vytvofit nasledujici vektor

% sestaveni vektoru z nul a vektoru wx a zpétnd transpozice

wx pad = [zeros(L-1,1);wy;zeros(L-1,1)]."';

Novy vektor obsahuje nuly délky L na zacatku a na konci, a vzorky x uprostied. V kazdé

iteraci smyCky for se odfizne vzorek L vektoru wx pad a vysledkem je matice s 0: L — 1

posuny vektoru x.

for 1 = 1:L

o)

s vytvoreni matice XU z vektoru wx pad (matice s posuny vektoru x)
XU(:,1) = wx pad(L-1i+1:3*L-1i-1);

end

Pokud je XU ndsoben sam sebou, bude vysledkem matice Ry

3 vytvoreni matice Rwx nasobenim matic XU s XU'

Rwx = XU'*XU /(L-1);
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Nyni se pomoci piikazu eig ziskaji vlastni vektory (eigenvectors) a vlastni hodnoty (ei-
genvalues) matice Ry a nahradi se rovnici (19). Pro vypocet rovnice (19) se zapisi tfi
smy¢ky for. Vnitini for smycka nize spodité e*' (e/¢)q,
for k = 1:L

% vypocet e(e”jw)*gq 1 z rovnice (19)

u = 1u + eigvec(k,1l) * exp(li*(k-1)*w(]j));

end

A prostiedni for smycka vypocita jmenovatel rovnice (19).

for 1 = 1:L
u = 0;
for k = 1:L
% vypocet e(e”jw)*qg 1 z rovnice (19)
u = u + eigvec(k,1l) * exp(li* (k-1)*w(j));
end
% vypoCet jmenovatele z rovnice (19): |e(e”jw)*g 1|"2/lambda 1

U = abs(u).”2 ./ (eigval(l,1l) + eps);

PSD(J) = PSD(J) + U;

end

Tento postup se opakuje pro rtizné frekvence vnéjsi for smyckou.

% rovnice (19) pro rtzné frekvence

for j = l:numel (w)

end
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Obr. 12. Prubéh PSD s vyuzitim metody minimalniho rozptylu.

3.8 Metoda Diskrétni Fourierovy transformace

K simulaci metody DFT podle rovnice (1) je potfeba pro kazdou frekvenci (vnéjs$i smycka)

L2TC 2T
. . i e y w, . 2m , 2, o
ziskat sumu vzorkd a e/~ (vnitini smycka). Cast ~k z vyrazu eV tvofi w

v MATLAB kodu. L je pocet pozorovani diskrétniho procesu, w pifedstavuje frekvencéni

slozku.
tau = 0:L-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti L-1
w = -0:0.01l:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD

o)

% vypocet DFT

for i = l:length(w) % smycka pro frekvenci
psd = 0;
for j = 1:L-1 % smycka pro sumu

psd = psd + x(3j) * exp(-li*w(i)*tau(j));
end

DFT (i) = psd;

end
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Obr. 13. Prubeh PSD s vyuzitim metody DFT.

3.9 Metoda Burg

Simulace provadéné v programu MATLAB v kazdém kroku algoritmu jsou nasledujici.

Krok 1 a2 pro i = 0 a vypocet ky:

xf = y(l:end-1); % x_f[0]

xb = y(2:end); % x b[0]

k(1) = -2*(xf * xb")/(xb*xb' + xf*xf'); % rovnice (20)
krok 3:

% rovnice (21)
if i==j
Aest (j,1) = k(i);
else
RAest (j,1i) = Rest(j,i-1) + k(i)*Aest(i-j,1i-1);

end

krok 4:

xf = xf(l:end-1); % x f[i] (n)
xb = xb(i+l:end); % x b[i] (n)

krok 5:
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k(i+l) = -2*(xf * xb')/ (xb*xb' + xf*xf'); % rovnice (20)
krok 6:
xf = xf + k(i) * xb;

xb xb + k(i) * xf;
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Obr. 14. Prubéh PSD s vyuzitim metody Burg.
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4 METODY PRO ODHAD SPEKTRA - VYHODNOCENI

4.1 Individualni vyhodnoceni metod

V této sekci budou vyhodnoceny vSechny vyse popsané metody slouzici k odhadu PSD a
to predev§im s ohledem na jejich zkresleni a rozptyl. Simulovany signal je pro vSechny
metody stejny:

x(t) = sin(2ntf;) + sin(2ntf,) + 5sin(2mtf3), (22)

kde t je diskrétni cas. Definice Casové osy je nasledujici

1
t=0:—:10xT,,
7. 1

cvwr

fs = 400 Hz je vzorkovaci frekvence a T; = — Je perioda harmonického signélu s nejnizsi
frekvenci. Jednotlivé frekvence jsou f; = 45 Hz, f, = 55 Hz, f3 = 75 Hz.

Na nasledujicich obrazcich jsou uvedeny vysledky simulaci. Pro lepsi ptehlednost jsou na
vSech obrézcich vyznaceny teCkovanou ¢arou frekvence, na kterych maji byt pozorovany

vSechny frekvencni vrcholy, tzn. na frekvencich ptivodnich slozek signalu.

Na obrazku (Obr. 15) je patrno, Ze odhad ziskany metodou periodogramu vykazuje jen
mirné zkresleni, ale ptedev§im vyrazny rozptyl. Pokud se vezme v uvahu odhad frekvenc¢-

nich vrcholil (anglicky ,,peak®), ten je pomérné piesny.
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Obr. 15. Vyhodnoceni metody periodogramu.
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Metoda Bartlett (prumérného periodogramu), kde se zpriméruji ¢tyii bloky o velikosti
44 vzorkd, je znazornéna na obrazku (Obr. 16). Zde je ndzorné vidét vysledné snizeni roz-
ptylu a zaroven ztrata spektralniho rozliSeni, ktera vedla k tomu, Ze neni pozorovéan frek-
venéni vrchol pii 55 Hz. Primérny periodogram Ize chapat jako asymptoticky nezkresleny.
V tomto piipad¢ by periodogram pii dané vzorkovaci frekvenci potieboval vétsi pocet

vzorkli, aby mohly byt pozorovany vSechny frekven¢ni vrcholy.
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Obr. 16. Vyhodnoceni metody Bartlett.

Jak je vidét na obrazku (Obr. 17), pomoci metody Blackman-Tukey 2 1ze dosahnout
kompromisu mezi zkreslenim a rozptylem tak, Ze dojde ke zptesnéni odhadu PSD. Nicmé-
né zlepSeni kvality jde na ukor vypocetni sloZitosti. ProtoZe autokorelacni funkce musi byt
nejprve vynasobena oknem (zde se jedna o Hammingovo okno), dojde tak ke zvySeni po-

¢tu krokli ndsobeni. Piesto se da fict, Ze vysledek této metody je nad oc¢ekavani dobry, pro-

toze jak rozptyl, tak zkresleni jsou velmi nizké.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 45

25 T T T T T T T T

20+ : f 4
5 S

10r o _

PSD [dB]

z \\
10k : ]

A5F

A
o
\/\""Vv\;v s

‘2D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200

frekvence [Hz]

Obr. 17. Vyhodnoceni metody Blackman-Tukey 2.

Na obrazku (Obr. 18) je zobrazen odhad PSD pomoci metody Blackman-Tukey. Prib¢h
PSD je pomérné hladky. Je ale patrné, ze doslo témét ke splynuti frekvenénich vrcholt
frekvenci 45 a 55 Hz. Moznost splynuti vrcholii frekvenci, které jsou blizko u sebe je sla-

bou strankou této metody. Na zaklad¢ simulace 1ze tedy konstatovat, Ze tato metoda vyZa-

duje vétsi frekvencni rozliSeni.
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Obr. 18. Vyhodnoceni metody Blackman-Tukey.

Na obrazku (Obr. 19) je odhad PSD ziskany pouzitim metody minimalniho rozptylu.

Z obrazku je zfejmé, ze kiivka je hladkad, cehoz je dosazeno zvysenim vypocetni slozitosti.
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Zvyseni vypocetni slozitosti je dano tim, ze je nutné

vlastni vektory (eigenvectors) korela¢ni matice.
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Obr. 19. Vyhodnoceni metody minimalniho rozptylu.

Fourierova fada a Fourierova transformace nam umoznuji zobrazit deterministické ¢asové

funkce jako vazeny soucet nebo integral sinusovych funkci. Proto je uzite¢né pouzit DFT k

ziskani frekvencniho spektra deterministického signalu. Prubéh amplitudového spektra

jako vysledek DFT signdlu je zndzornén na obrazku (Obr. 20). Jak je vidét na obrazku,

sinusovy signal vykazuje tf1 vrcholy pfi tfech frekvencich. Pfi porovnani tohoto pribéhu s

prubéhem ziskanym metodou periodogramu je mozno pozorovat zna¢nou podobnost téchto

dvou pribéht. Tato podobnost je dana tim, ze signal je deterministicky. U deterministické-

ho signalu se periodogram signalu a jeho DFT lisi velmi nepatrné, a to konkrétn€ v ampli-

tud¢ frekven¢niho vrcholu. U ndhodného signalu by se prubeh periodogramu a DFT lisil

znacné.
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Obr. 20. Vyhodnoceni metody DFT.

Na obrazku (Obr. 21) je znazornén odhad vykonového spektra sinusového signalu pomoci
metody Burg. Jak je vidét, ze tii frekvencnich vrchold vykazuje sinusovy signél pouze
vrcholy dva a i ty jsou nepfesné. Je tieba poznamenat, Ze tato metoda je parametrickd a

vhodna pro signdly, které 1ze modelovat jako AR model.
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Obr. 21. Vyhodnoceni metody Burg.

Pouzitim (L — |t|) namisto L ve jmenovateli vypocétu autokorelacni funkce se Ize vyhnout

zkresleni v autokorelaci periodogramu, ¢imz se ziska novy autokorela¢ni odhad
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L—1—|7|

~ 1
Ru(D) = =7 ), xx(n+ Iel)

n=0

Tato zména miize zplsobit negativni hodnoty ve vysledné funkci PSD. To lze odstranit
zavedenim okénkové funkce w(n) délky (2K + 1) pii K < L. Ponechanim K < L
odstranime zaSuméné vzorky autokorelacni funkce pifi vypoctu PSD, ¢imz se zmensi roz-
ptyl ve vysledném odhadu na tkor mirného nariistu zkresleni, coz plyne ze skutecnosti, ze
bylo pouzito méné¢ dat. Tyto zmeény ve srovnani s metodou periodogramu zpusobily, ze
jsou zfetelné vidét vSechny tii frekvencni vrcholy. Odhad PSD sinusového signalu pomoci
metody nezkresleného odhadu je vidét na obrazku (Obr. 22). Prubé¢h grafu je pomérné

hladky a zarovei je vidét, Ze 1 zkresleni je nizké.
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Obr. 22. Vyhodnoceni metody nezkresleného odhadu.

Pro vyhodnoceni metody Welch byly vybrany tfi rizné hodnoty pro ty ¢asti rozsahti frek-
venci, které pii vypoctu zasahuji do sousednich segmentli. Délku segmentu ozna¢me jako
N; Postupné bylo voleno N = 30, N = 50a N = 100. Vysledky zndzornéné na obraz-
ku (Obr. 23) jasn¢ ukazuji kompromis mezi zkreslenim a rozptylem. Jak rozptyl klesa,
zkresleni se zvySuje. Pokud se vezme v uvahu tvar kiivky, tak zvySeni rozptylu znamena
zuzeni lalokti okolo urcité frekvence (protoZe v ¢asové oblasti se graf autokorelacni funkce
roz§iti). Je tfeba zdlraznit, ze vybér délky segmentu N je pomérné narocny ukol, ktery

vyzaduje praktické zkuSenosti 1 dobrou znalost teorie.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 49

PSD

20

10F

A0r

PSD [dB]

200

=30

_40 1 1 1 il 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
frekvence [Hz]

Obr. 23. Vyhodnoceni metody Welch.

4.2 Vzaijemné srovnani metod

Zde bude provedeno srovnani riiznych metod odhadu PSD. Srovnani je provedeno tak, Ze
jedna metoda je zvolena jako tzv. referen¢ni a vzhledem k ni jsou porovnany dals$i metody
podle raznych kritérii. Zde je vybrana metoda periodogramu, ze které vychazi cela fada
dalsich metod diskutovanych v této praci. Metoda periodogramu je nejznaméjsi metodou
pro vypocet vykonového spektra a je v literatufe Casto citovani a je Casto aplikovana.
Dtivodem je jeji pomérné mala vypocetni narocnost a ve vét§iné ptripadid dobra presnost.

Jsou brana v uvahu nasledujici kritéria: zkresleni, rozptyl a vypocetni slozitost.

Jak jiz bylo feceno, odhad PSD pomoci metody periodogramu mé zna¢né zkresleni, ale
pokud je pocet dostupnych vzorkid velmi vysoky, dojde k vyraznému sniZzeni tohoto
zkresleni. To znamend, ze frekvencni vrcholy se vyskytuji pfesné na frekvenci, na které
jsou oc¢ekavany. Jeho vypocetni slozitost s vyuzitim Casovani pomoci MATLAB funkce

tic-toc je 0,0211 sekund.

Dalsi metodou je metoda Bartlett (primérny periodogram). V této metodé se rozdéli
dostupna data do blokli a poté se odhadne PSD pro kazdy blok zvlast' a nasledné se
vysledky zpriméruji. Z obrazku (Obr. 24) nize je vidét, Ze ¢im vétsi je pocet bloktl, tim
pokud jsou data rozdélena do péti blokt, odhad frekvenéniho vrcholu je velmi zkresleny.

Funkce tic-toc (0,1101 sekund) také ukazuje, Ze doba zpracovani této metody je vyssi nez
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je tomu u metody periodogramu, zatimco kvalita odhadu neni lepsi nez u metody

periodogramu (méteni ¢asu je zvoleno pro 4 bloky).
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Obr. 24. Vyhodnoceni metody Bartlett s vice bloky.

Dalsi metodou je Blackman-Tukey. Tato metoda nejprve vyndsobi data oknem (v
simulaci je pouzito Hammingovo okno) a poté pracuje s daty prochazejicimi oknem jako
metoda periodogramu. Z obrazku (Obr. 18) je ziejmé, Ze ma mirn€ vyhlazené;$i odhad
nez metoda periodogramu. Lze tedy fici, Ze pokud se bere v potaz rozptyl, dava tato
metoda lepsi vysledky nez periodogram. Vypocetni sloZitost se mirn¢ zvysi, protoze

primérny vysledek funkce tic-toc je 0,0248 sekund.

Pokud se v metod¢ Blackman-Tukey vlozi (L — |7]) do jmenovatele vztahu pro vypocet
odhadu, bude tato metoda nezkreslena, ale jeji rozptyl se zvysi. Tato metoda se nazyva
metodou nezkresleného odhadu. Jak je vidét z obrazku (Obr. 22), tento graf je méné
zkresleny a ma hladsi pribeh nez pribeh ziskany z odhadu pomoci metody periodogramu.
Primérny €as ziskany z funkce tic-toc je podobny jako u metody Blackman-Tukey 0,0247

sekund.
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Dalsim zptsobem jak odhadnout PSD, je metoda Blackman-Tukey 2. Tato metoda
nejprve vypocita autokorelacni funkci a poté ji vynasobi oknem. Tato metoda ve srovnani
se dvéma predchozimi metodami, které nejprve vynasobily vzorky oknem a poté ziskaly
autokorelacni funkci, mé velmi podobnou vypocetni slozitost, kdy primérny ¢as pro béh
metody je 0,0245 sekund. Vysledek metody Blackman-Tukey 2 je v§ak mnohem lepsi nez
u obou ptedchozich metod, protoze jak je ziejmé z obrazku (Obr. 17), ma nizky rozptyl i
zkresleni a frekvencni vrcholy jsou zietelné vidét u odpovidajici frekvence. Tato metoda

také poskytuje lepsi vysledek ve srovnani s metodou periodogramu.

Welchova metoda spociva v rozdéleni vzorkli na segmenty a jejich vyndsobeni oknem o
délce mensi, nez je celkovy pocet vzorka. Piekryvani téchto segmenti je obvykle padesat
procent, ale tato metoda vyzaduje hodné zkuSenosti, aby bylo mozné najit spravnou délku
a prekryti dat, coz je jeji slabou strankou. Na obrazku (Obr. 23) je vidét, Ze pro spravny
odhad musi byt pocet vstupnich vzorkii mnohem vétsi, nez pocet vzorka potiebnych pro
metodu periodogramu. Konkrétné pocet vzorkli pouzitych v metodé periodogramu byl
L = 177, ale v obrazku (Obr. 23) se pocet vzorkl zvysil desetkrat (N = délka segmentu).
Kone¢né, s odpovidajici délkou okna je mozné dosdhnout pozadovaného tvaru. Vypocetni

sloZitost metody Welch je v priméru 0,0259 sekund.

Dalsi metodou, kterd patii mezi neparametrické, je metoda minimalniho rozptylu. Tato
metoda, jak jeji ndzev napovida, méa nejmensi rozptyl a jeji kiivka ma velmi hladky priibéh
(Obr. 19) ve srovnani s tvarem ziskanym metodou periodogramu a frekvencni vrcholy
jsou odhadnuty naprosto spravné. Cenou za toto zlepSeni je vypocetni slozitost. Primérna
doba potiebna pro béh této metody je 1,042 sekund, coz je ptiblizné padesatkrat vic nez u

metody periodogramu.

Pokud je pro deterministicky signal pouzita metoda DFT (Obr. 20), jeji prubéh je podob-
ny jako u metody periodogramu. U metody DFT je brana v tvahu amplituda a u metody
periodogramu ¢tverec amplitudy. Primérna doba pro béh metody DFT je mensi neZ u peri-

odogramu a jeji hodnota je 0,02 sekund.
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Posledni je metoda Burg, kterd je parametrickd, coz znamen4, ze jsou k dispozici infor-
mace o signalu, napiiklad f4d AR modelu. Tato metoda byla pouzita k odhadu PSD nahod-
ného signalu, ale jak je patrné z obrazku (Obr. 21), frekvencni vrcholy nejsou dobie defi-
novany. Pfitom v metodé periodogramu byly zfetelné. Vypocetni slozitost metody Burg je
0,0022 sekund. Coz je mensi hodnota nez u metody periodogramu, ale toto snizeni také

vedlo ke ztraté kvality.

4.3 Srovnani vypocetni sloZitosti a presnosti

Jak jiz bylo feCeno, vypocetni slozitost byla vyhodnocena pomoci MATLAB funkce tic
toc, kterd méti dobu provedeni operaci. Vysledné hodnoty byly ziskany primérem z deseti
meéfeni za srovnatelnych podminek (pouziti stejného HW a SW, HW nebyl ptipojen k siti

internet) pro kazdou metodu a jsou zobrazeny vzestupné v tabulce (Tab. 1) nize.

Tab. 1. Cas béhu metod pomoci funkce tic toc

Nézev metody Funkce tic toc / sekunda

Burg 0,0022
DFT 0,0200
periodogram 0,0211
Blackman-Tukey 2 0,0245
nezkresleny odhad 0,0247
Blackman-Tukey 0,0248
Welch 0,0259
Bartlett 0,1101
minimalni rozptyl 1,0420

Dal8i moZznosti jak porovnat metody mezi sebou, je vyuzit kritérium piesnosti. ProtoZe
vSechny metody pouzitelné pro zjisténi PSD jsou pouhym odhadem, je nutné zvolit jednu
metodu jako referen¢ni a s touto metodou pak zbylé porovnavat. Na zéklad¢ teoretickych
predpokladli a vyhodnoceni simulaci vyse byla jako nejvhodnéjsi metoda vybrana metoda

minimalniho rozptylu. Pfesnost je pak statisticky vyhodnocena jako odchylka od PSD pro
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jednotlivé frekvence (suma Ctvercii odchylek). Hodnoty jsou uvedeny v tabulce (Tab. 2)

nize.
Tab. 2. Suma c¢tvercii odchylek.

Néazev metody Suma c¢tverct odchylek / tisice
DFT 54,90
periodogram 82,57
Blackman-Tukey 2 122,69
nezkresleny odhad 243,17
Blackman-Tukey 281,44
Bartlett 296,03
Welch 314,58
Burg 429,51

4.4 Vyhodnoceni metod - zavér

V této Casti bylo zkouméno devét riznych algoritma pro odhad PSD. Byly ziskany vysled-
ky simulaci. Vysledky ukazuji, Ze s ohledem na kritéria zkresleni a rozptylu by nejlepsi
metodou byla metoda minimalniho rozptylu, ale tato metoda ma nejvyssi vypocetni slozi-
tost. To znamen4, Ze pokud nemame omezeni, pokud jde o vypocetni slozitost, nejlepSim
zpusobem odhadu PSD je metoda minimalniho rozptylu. Na druhou stranu metoda Burg
ma zdaleka nejnizSi vypocetni slozitost, ale zaostava v kritériu piesnosti. Velmi nizké
zkresleni a rozptyl vykazuje také metoda Blackman-Tukey 2 a na rozdil od metody mini-
malniho rozptylu ma vyrazné nizsi vypocetni sloZitost. TakZe pfedstavuje vhodnou alterna-

tivu s ohledem na zminiovana kritéria.

Je nutné poznamenat, Ze i jiné metody maji své vyhody. Napiiklad metoda periodogramu, i
kdyz neni tak pfesnd jako metoda minimalniho rozptylu, pokud jde o zkresleni a rozptyl,
tak poskytuje ptijatelnou presnost s nizkou vypocetni slozitosti. Pokud je pocet vstupnich

vzork pftili§ velky, 1ze pouzit metodu Bartlett (primérny periodogram).
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Metody, které pouzivaji okénkovani pro data nebo pro autokorela¢ni funkci (Blackman-
Tukey a Blackman-Tukey 2), poskytuji dost odlisné vysledky. Metoda Blackman-Tukey
nedava tak dobry vysledek jak metoda periodogramu ve smyslu zkresleni, ma piiblizné
stejnou vypocetni slozitost a horsi pfesnost (suma ¢tvercli odchylek). To znamend, Ze nema
ptfesnost metody minimalniho rozptylu. Na druhou stranu napi. metoda Blackman-Tukey 2
ptili§ nezaostava v presnosti za metodou periodogramu, narlst vypocetni slozitost neni
velky a jeji vysledek s ohledem na kritéria rozptylu a zkresleni je srovnatelny s metodou

minimalniho rozptylu.

Obecné lze fict, ze z metod zalozenych na periodogramu (vyuzivajicich autokorelacni
funkci pro odhad PSD), mezi které patii pravé metody periodogramu, Bartlett, nezkresle-
ného odhadu, Blackman-Tukey a Blackman-Tukey 2, davé nejlepsi vysledek metoda Blac-
kman-Tukey 2.

Je tfeba poznamenat, ze u velké ¢asti metod existuje kompromis mezi piesnosti a vypocet-
ni slozitosti.

Pokud se bere v tivahu frekvencéni rozliSeni, tak se studované metody pfili§ nelisi, a pokud

Blackman-Tukey se da fict, ze pro ziskani odpovidajicich vysledkid potiebuji vyssi frek-
vencni rozlisent.
Vysledky vSak neni mozné zobecnit tak, aby bylo mozné vybrat jednu metodu, ktera by

byla vhodna pro v§echny mozné situace.
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5 NAVRH VZOROVEHO PROTOKOLU

5.1 Zadani

1.

Definujte diskrétni signal s ttemi harmonickymi slozkami. Frekvence slozek budou
fi =45Hz f, = (% +55) Hz, f; = (a, + 75) Hz. Koeficient a, volte jako mé&sic

narozeni a koeficient a, jako den narozeni. Vysledné frekvence zaokrouhlete na ce-
la ¢isla. Tedy napiiklad datum 7. fijna znamena, ze jednotlivé frekvence budou ve

tvaru:
10
f1 = 4‘5 HZ,fZ = (7"’ 55) HZ,f3 = (7 + 75)HZ,

fi = 45Hz, f, = 60 Hz, f; = 82 Hz.

Vzorkovaci frekvenci zvolte jako ¢tyfnasobek nejvyssi ze tii zadanych frekvenci a
zaokrouhlete na desitky. Tedy pro vySe zminény ptiklad bude vzorkovaci frekvence
nasleduyjici:

fs =4 %82 =328 = 330 Hz.
V prosttedi MATLAB vytvoite programy pro vypocet vykonového spektra simulo-
vaného diskrétniho signalu dle algoritmi metody periodogramu a metody Blac-
kman-Tukey (vyucujici miize zadat jiné¢ metody).
Zobrazte vykonova spektra ziskana jednotlivymi metodami.
Vysledky ziskané jednotlivymi metodami porovnejte navzajem. Berte v Givahu na-

sledujici kritéria: zkresleni, rozptyl a vypocetni sloZitost.

5.2 Metoda periodogramu

Periodogram se zisk4 jako odhad vykonové spektralni hustoty (PSD) pomoci autokorelacni

funkce (pouZiti Fourierovy transformace na autokorela¢ni funkci). Vysledkem je néasleduji-

ci odhad:

L-1
Sul@) = ) Ru(@e o, (23)
7=—(L-1)

kde odhad autokorela¢ni funkce je
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L—1-|7|

~ 1
Ree@ =7 ) x(mx(n+ e
n=0

L jsou pozorovani diskrétniho procesu (pocet vzorki), T predstavuje zpozdéni.

5.3 Metoda Blackman-Tukey

(24)

Odhad PSD pomoci metody Blackman-Tukey se ziska podobné jako u metody periodo-

gramu. Nejprve se vSak na vzorky signalu aplikuje Hammingovo okno, az poté se ziska

autokorelacni funkce a na ni aplikuje Fourierova transformace. Signal v okné je definovan:

v(n) = w(n)y(n),
pak odhad lze vyjadfit:

L-1
§vv(w) = z R\vv(T) e—jw‘r'
T=—(L-1)

kde odhad autokorelac¢ni funkce je

R,,(v) = % wn + t)wn)x(n + )x(n).
=0

n

Pro Hammingovo okno plati:

2mn
w[n] = 0,54 — 0,46 cosN

ne<ON-—-1>.

(25)

(26)

27)
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6 VYPRACOVANI VZOROVEHO PROTOKOLU

6.1 Metoda periodogramu

6.1.1 Definice signalu
Simulovany signal je ve tvaru:

x(t) = sin(2ntf;) + sin(2nwtf,) + 5sin(2ntf3),
kde t je diskrétni Cas.

Kod v programu Matlab pro definici signélu:

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin(2*pi*f2*t); % definice druhé sloZky simulovaného signalu
signal3 = 5*sin(2*pi*f3*t); % definice tfeti sloZky simulovaného signalu

Vysledny simulovany signal je souctem tii harmonickych slozek:

x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

Definice ¢asové osy je nasledujici:

1
t=0:—:10xT;.
7. 1

Frekvence slozek jsou: f; = 45 Hz, f, = 55 Hz, f; = 75 Hz.

fs = 400 Hz je vzorkovaci frekvence a T; = fi je perioda harmonického signdlu s nejnizsi
1
frekvenci.

Kod pro vykresleni simulovaného signalu:

figure (1) ;
plot (t, x)
title('signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')
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simulovany signal
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Obr. 25. Pritbéh simulovaného signalu.

6.1.2 Algoritmus vypoctu

Nejprve se pomoci rovnice (24) vypocita autokorelacéni funkce, a protoze autokorelacni
funkce je sudd — symetrie kolem vertikdlni osy, pokud je vypoctena jedna strana, je druha
ziskana na zakladé symetrie. Z tohoto diivodu je vypoctena v MATLAB kodu pouze prava

strana autokorelacni funkce a nésledné je ziskdna leva strana pomoci symetrie.

Je tedy potieba smycka for, kterd posune vzorek x(n + |t|) pro T = 1: L a poté vypocita
autokorelacni funkci pro tuto hodnotu 7 (ve skute¢nosti by 7 méla byt 0: L — 1, ale v pro-
gramu MATLAB zacinaji proménné od 1). To se provede pomoci néasledujiciho kodu:

for i = 1:L % vypocet pravé strany AF
% posun signédlu doleva (sloZeni signadlu z puvodniho signdlu a nul)
Xxtau = [x(i:end) zeros(l,i-1)];

% soucin puvodniho a posunutého (zpoZdéného) signélu

rx = xtau .* x;

s = 0;

for j = 1:L $ suma rx
s = s + rx(j);

end

Rx (1) = s;

end
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Nyni je tfeba zrcadlit pravou stranu autokorelacni funkce, aby se ziskala leva strana funkce

a pak se spoji ob¢ strany a vyd¢li pomoci L. To se déje pomoci nasledujicich piikazi:

for i = 1:1L-1
Rx1 (i) = Rx(L-i+1); % ziskani levé strany AF ze strany pravé
end

o)

Rx = [Rx1l Rx] ./L; % vytvofreni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L

Kod pro vykresleni autokorelacni funkce:

[o)

% vykresleni autokorelac¢ni funkce
figure (2);

plot (tau, Rx)

title('AF'), xlabel('L'), ylabel('amp')

15 T T T T T T T T T

amp
=]
T
2

'
o
T
_

—‘l 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Obr. 26. Prubéeh autokorelacni funkce.

Byla ziskéna autokorelacni funkce a nyni je mozné se dostat k periodogramu pomoci Fou-
rierovy transformace (23). K ziskdni Fourierovy transformace lze pouZit vestavénou

MATLAB funkci f ft, ale misto toho se vyuZzije nasledujici kod, ktery déla totéz.

for i = 1l:length (w) % smycka pro frekvenci
psd = 0;
for j = 1:2*L-1 % smycka pro sumu

psd = psd + Rx(j) * exp(-li*w(i)*nu(j));

end
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PSD(i) = abs(psd)/pi;
End

Tento kod v rovnici (23), pro kazdé w, (w = 0:0.01: pi), vyndsobi autokorelacni funkci
e /v a seéte vysledné vzorky. Vnéjsi for smycka se pouziva pro vypodet hodnot S, (w)
v daném w a vnitini for smycka pro soucet vzorkl. Zde je nutno pfipomenout, Ze pomoci
tohoto kodu se ziska prava strana Fourierovy transformace (w = 0:0.01:pi), protoze
Fourierova transformace je také symetrickd kolem vertikalni osy, takze ziskani jedné stra-

ny je dostatené pro zjisténi vSech frekvencnich slozek.

Kod pro vykresleni PSD:

% vykresleni PSD

figure (3);

plot(w,10*1ogl0 (PSD))

title('PSD'"), xlabel('frekvence [Hz]'), ylabel ('PSD [dB]")
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Obr. 27. Prubeh PSD periodogramu.
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6.2 Metoda Blackman-Tukey

6.2.1 Definice signalu
Simulovany signal je ve tvaru:

x(t) = sin(2mntfy) + sin(2ntf,) + S5sin(2ntf3),
kde t je diskrétni Cas.

Kod v programu Matlab pro definici signalu:

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni sloZky simulovaného signalu
signal2 = sin(2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signalu
signal3 = 5*sin(2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signéalu

Vysledny simulovany signal je souctem tii harmonickych slozek:

x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

Definice ¢asové osy je nasledujici:

1
t=0:—:10xT;.
7. 1

Frekvence slozek jsou: f; = 45 Hz, f, = 55 Hz, f; = 75 Hz.

fs = 400 Hz je vzorkovaci frekvence a T; = % je perioda harmonického signalu s nejnizsi
1
frekvenci.

Kéd pro vykresleni simulovaného signalu:

figure (1) ;
plot (t,x)

title('signal'), xlabel('cas [s]'"), ylabel('signal')



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 62
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T T

3]

signal
(=]
T

i
—_

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25
¢as [s]

Obr. 28. Pritbeh simulovaného signalu.

6.2.2 Algoritmus vypoctu

Ve vyse zminénych vztazich bylo zjisténo, Zze na vzorky signalu je mozno pouzit okno a
poté aplikovat na periodogram pro odhad spektralni hustoty. TakZe v simulaci provedené v
tomto algoritmu se nejprve vybere Hammingovo okno a je jim vynasoben signal. Vytvore-

ni okna a jeho pouziti na signal se provadi pomoci nasledujicich ptikazt:

win = 0.54 - 0.46*cos (2*pi* (0:L-1)/L); % Definice Hammingova okna
% aplikace Hammingova okna na simulovany signal - okénkovani
X = x .* win;

Kéd pro vykresleni simulovaného signalu po aplikaci Hammingova okna:

[o)

% vykresleni simulovaného signalu po aplikaci Hammingova okna
figure (2);
plot (t, x)

title('simulovany signdl po aplikaci Hammingova okna'), xlabel('cCas
[s]1"), ylabel('signal')
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simulovany signal po aplikaci Hammingova okna
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Obr. 29. Prubéh simulovaného signdlu po aplikaci Hammingova okna.

Nyni se pomoci rovnice (24) vypocita autokorelacni funkce, a protoze autokorelaéni funk-
ce ma vlastnost symetrie kolem nulového bodu, pokud je vypoctena jedna strana, je druha
ziskana symetricky. Z tohoto diivodu je vypoctena v MATLAB kdédu pouze prava strana

autokorelacni funkce a nasledné je ziskéna leva strana pomoci symetrie.

Je tedy potieba smycka for, kterd posune vzorek x(n + |t|) pro T = 1: L a poté vypocita

autokorelacni funkeci pro tuto hodnotu 7. To se provede pomoci nasledujiciho kodu:

for i = 1:L % vypocet pravé strany AF
% posun signédlu doleva (sloZeni signdlu z puvodniho signé&lu a nul)
xtau = [x(i:end) zeros(l,1i-1)];

$ soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signalu

rx = xtau .* x;

s = 0;

for j = 1:L $ suma rx
s = s + rx(j);

end

Rx (1) = s;

end

Nyni je tieba zrcadlit pravou stranu autokorelacni funkce, aby se ziskala leva strana funkce

a pak se spoji ob¢ strany a vydeli pomoci L. To se déje pomoci nasledujicich ptikazii:

for 1 = 1:L-1
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Rx1 (i) = Rx(L-i+1); % ziskani levé strany AF ze strany pravé
end

Rx = [Rx1l Rx] ./L; % vytvofreni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L

Kod pro vykresleni autokorelacni funkce:

o)

% vykresleni autokorelac¢ni funkce
figure (2);

plot (tau, Rx)

title('AF'"), xlabel('L'), ylabel('amp')

6
-100 -80 60 40 -20 0 20 40 60 B0 100

Obr. 30. Prubéh autokorelacni funkce.

Byla ziskana autokorela¢ni funkce a nyni je mozné vypocitat PSD pomoci Fourierovy
transformace (23). K ziskani Fourierovy transformace lze pouZzit vestavénou MATLAB

funkci £ ft, ale misto toho se vyuZzije nasledujici kod, ktery déla totéz.

for i = 1l:length (w) % smycka pro frekvenci
psd = 0;
for j = 1:2*L-1 % smycka pro sumu

psd = psd + Rx(j) * exp(-li*w(i)*nu(j));
end
PSD(i) = abs(psd)/pi;
End
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Tento kod v rovnici (23), pro kazdé w, (w 0:0.01: pi), vynasobi autokorelacni funkci

e ~/®V a sette vysledné vzorky. Vnéjsi for smycka se pouziva pro vypocet hodnot S, (w)
v daném w a vnitini for smycka pro soucet vzorkll. Zde je nutno pfipomenout, ze pomoci

tohoto kodu se ziska Fourierova transformace pro kladné hodnoty frekvenci (w

0:0.01: pi), protoze Fourierova transformace je také symetrickd kolem vertikalni osy, tak-

ze ziskani jedné strany je dostatecné pro zjisténi vSech frekvencnich slozek.
Kod pro vykresleni PSD:

% vykresleni PSD
figure (3);
plot(w,10*1ogl0 (PSD))

title('PSD'"), xlabel('frekvence [Hz]'), ylabel ('PSD [dB]")
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Obr. 31. Prubeh PSD Blackman-Tukey.

6.3 Vyhodnoceni metod periodogramu a Blackman-Tukey

Zde budou vyhodnoceny ob¢ vyse popsané metody slouzici k odhadu PSD. Jsou bréana

v uvahu nésledujici kritéria: zkresleni, rozptyl a vypocetni sloZitost.
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Obr. 32. Vyhodnoceni metody periodogramu.

Jak jiz bylo feceno, odhad PSD pomoci metody periodogramu miZze mit znacné zkresleni,
ale pokud je pocet dostupnych vzorkd velmi vysoky, dojde k vyraznému snizeni tohoto
zkresleni. To znamend, ze frekvencni vrcholy se vyskytuji presné na frekvenci, na které
jsou o¢ekavany. Na obrazku (Obr. 32) je patrno, ze odhad ziskany touto metodou vykazuje
jen mirné zkresleni, ale pfedev§im vyrazny rozptyl. Jeho vypocetni sloZitost s vyuzitim

casovani pomoci MATLAB funkce tic-toc je 0,0211 sekund.
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Obr. 33. Vyhodnoceni metody Blackman-Tukey.
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Na obrazku (Obr. 33) je zobrazen odhad PSD pomoci metody Blackman-Tukey. Tato me-
toda nejprve vynasobi data oknem (v simulaci je pouzito Hammingovo okno) a poté pracu-
je s daty prochézejicimi oknem jako metoda periodogramu. Z obrazku (Obr. 33) je ziejmé,
ze prubéh PSD je pomérné hladky. Lze tedy fici, ze pokud se bere v potaz rozptyl, dava
tato metoda mirné lepsi vysledky nez periodogram. Je ale patrné, Ze doslo téméf ke splynu-
ti frekvenénich vrchola frekvenci 45 a 55 Hz. Moznost splynuti vrchola frekvenci, které
jsou blizko u sebe je slabou strankou této metody. Na zdkladé simulace 1ze tedy konstato-
vat, ze tato metoda vyzaduje vétsi frekvenéni rozliSeni. Vypocetni slozitost se mirn€ zvysi,

protoze prumérny vysledek funkce tic-toc je 0,0248 sekund.

6.4 Zavér

Pro obé metody byly vypracovany algoritmy v prosttedi MATLAB, provedeny simulace a
ziskany odhady PSD. Odhad ziskany metodou periodogramu vykazuje o néco lepsi vy-
sledky s ohledem na kritéria zkresleni nebo vypocetni slozitosti. Naopak odhad pomoci

metody Blackman-Tukey se jevi 1épe, pokud se bere v tivahu rozptyl.

6.5 Zdrojovy kod

Kod programu sa nachazi v ptiloze ¢. [ a IIL.
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ZAVER

Diplomova prace se zabyva problematikou algoritmti a metod vhodnych pro vypocet od-
hadu vykonovych spektralnich hustot nahodnych signalii. Odhady vykonovych spekter
jsou dulezitou ¢asti spektralni analyzy ndhodnych signalti, 1ze pomoci nich urcit dominant-

ni slozky signalu.

Soucasti teoretické ¢asti je reSerSe metod, které se pouzivaji k odhadu vykonovych spekter.
Byly zpracovany jak metody parametrické, tak neparametrické. Byly pfedstaveny nepara-
metrické metody zalozené na periodogramu a to konkrétné metoda periodogramu, metoda
Bartlett, metoda Blackman-Tukey, metoda nezkresleného odhadu a metoda Blackman-
Tukey 2. Nasledovala metoda Welch, metoda minimalniho rozptylu a metoda DFT.

Z parametrickych metod byla zpracovdna metoda Burg.

V praktické casti byly ziskané teoretické poznatky zpracovany do algoritmi, které byly
realizovany v prosttedi MATLAB. Implementované algoritmy byly simulacné testovany
na signdlu tvofeném tfemi harmonickymi slozkami. Dv¢ frekvence byly voleny v malé
vzajemné vzdalenosti na frekvencni ose, aby bylo mozno vyhodnotit zkresleni vysledného
vykonového spektra. Byly ziskany vysledné prubéhy PSD a vSechny metody byly vyhod-
noceny z hlediska vypocetni naro€nosti, piesnosti, rozliSeni spektra, zkresleni a rozptylu.
Nakonec byla navrzena vhodné uloha pro predmét Identifikace a modelovani ndhodnych
signalt a byl vypracovan vzorovy protokol. S ohledem na naro¢nost algoritmu a vyznam

metod byla zvolena metoda periodogramu a jako dopliitkovd metoda Blackman-Tukey.

Neexistuje metoda, kterd by pfedcila vSechny ostatni metody ve vSech sledovanych para-
metrech. Napiiklad metoda Burg byla nejlepsi z hlediska vypocetni narocnosti, ale vyrazné
zaostala v pfesnosti. Metoda minimalniho rozptylu, jak uZ jeji nazev napovida, se predsta-
vila jako dobry odhadce PSD, vykazovala maly rozptyl, zkresleni a byla tedy vybrana jako
refernéni metoda pro kritérium ptesnosti. Na druhou stranu vykazovala nejvétsi vypocetni
slozitost. Solidni vysledek méla metoda periodogramu v oblastech pfesnosti, vypocetni
sloZitosti, mén¢ vSak jiz v rozptylu. Celkové se da fict, Ze z metod zaloZenych na periodo-
gramu, se nejlépe jevila metoda Blackman-Tukey 2, kterd pfili§ nezaostala za metodou
minimalniho rozptylu v parametru rozptylu, zkresleni a ptesnosti a zaroveit méla solidni
vypocetni sloZitost. Metoda DFT vykazovala velmi podobné vysledky jako metoda peri-
odogramu. Pomérné¢ obtiznou na hodnoceni se ukazala metoda Welch, kde velmi zélezi na

vybéru délky segmentu N, coz neni snadny ukol, ktery vyzaduje znacné zkuSenosti.
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Zavérem se da fict, Ze vysledky neni mozné zobecnit tak, aby bylo mozné vybrat jednu

metodu, kterd by byla vhodné pro v§echny mozné¢ situace.
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SEZNAM PRILOH

PI Algoritmus metody periodogram.

P II Algoritmus metody Bartlett.

P III Algoritmus metody Blackman-Tukey.
PIV Algoritmus metody nezkreslené¢ho odhadu.
PV Algoritmus metody Blackman-Tukey 2.

P VI Algoritmus metody minimalniho rozptylu.
P VIl Algoritmus metody Welch.

P VIII Algoritmus metody DFT.

P IX Algoritmus metody Burg.



PRILOHA C I: ALGORITMUS METODY PERIODOGRAM

clc, clear, close all

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s vyu-
itim metody periodogramu

N

o\

% generovani signalu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signédlu
f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu
£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu
Tl = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/fs:10*T1; % definice Casové osy

Q

L numel (t); % poclet prvkld pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-
zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% autokorelac¢ni funkce AF

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

Rx = zeros(l, L); % vytvoreni a naplnéni pole Rx nulami
for i = 1:L % vypocet pravé strany AF

% posun signdlu doleva (sloZeni signdlu z puvodniho signdlu a nul)
xnu = [x(i:end) zeros(l,i-1)1;

% soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signélu

rx = xnu .* X;



s = s + rx(j);

o)

Rx1l = zeros(l, L-1); % vytvoreni a naplnéni pole Rxl nulami
for i = 1:1L-1
Rx1 (i) = Rx(L-i+1l); % ziskéni levé strany AF ze strany pravé

end

Rx = [Rxl Rx] ./L; % vytvofeni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L

tau = -(L-1):L-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti 2* (L-
1)+1

w = 0:0.01:pi; % vytvotreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD

[}

% vykresleni autokorelacni funkce
figure (2);

plot (tau, Rx)

title('AF'), xlabel('L'), ylabel('amp')

o
o

PSD
% rovnice (14)
PSD = zeros(l, length(w)); % vytvofeni a naplnéni pole PSD nulami
for i = l:length(w) % smycka pro frekvenci

psd = 0;

for 7 = 1:2*L-1 % smycCka pro sumu

psd = psd + Rx(J) * exp(-li*w(i)*tau(j)):

end

PSD(i) = abs (psd) /pi;
end

Q

toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

w = w./pi/2*fs; % prevod Jjednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni PSD

figure (3);

plot (w,10*1ogl0 (PSD))

title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C II: ALGORITMUS METODY BARTLETT

clc, clear, close all

[}

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

[}

% vyuzitim metody Bartlett - prumérny Periodogram

o\
o\

generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signéalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

Tl = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/£fs:20*T1; % definice Casové osy

L = numel (t); % pocCet prvkd pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-

zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% autokorelac¢ni funkce AF

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

nb = 4; % 4 bloky délky L/nb

Lb = fix(L/nb); % délka bloku (zaokrouhlend na celéd ¢isla dolu)
tau = - (Lb-1):Lb-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti
2* (Lb-1)+1

% vypocet AF pro kazdy blok
Rxb = zeros(length(tau), 4); % vytvoreni a naplnéni pole Rxb nulami

for j = 1l:nb % rozdéleni signdlu na bloky



X = x((3-1)*Lb+1:J*Lb);

Rx = zeros(l, length(Lb)); % vytvoreni a naplnéni pole Rx nulami
for k = 1:Lb % vypocCet pravé strany AF danného bloku

Q

% posun signédlu doleva (sloZeni signadlu z pUvodniho signélu a

nul)
Xtau = [X(k:end) zeros(l,k-1)1;
% soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signélu
rx = Xtau .* X;
s = 0;
for 1 = 1:1b % suma ry
s = s + rx(l);

end
Rx (k) = s;

end

Rxl = zeros(l, length(Lb)-1); % vytvofeni a naplnéni pole Rxl nulami

for 1 = 1:Lb-1 % smycka pro kazdy blok
Rx1 (i) = Rx(Lb-i+1); % ziskani levé strany AF ze strany pravé
end

$ vytvoreni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci Lb

Rxb(:,j) = [Rxl Rx] ./Lb;

end

w = -0:0.01l:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD

o)

% vykresleni autokorelac¢ni funkce pro kazdy blok
figure (2);

plot (tau, Rxb)

title('AF'"), xlabel('L'), ylabel('amp')

oe
o©
e}
n
O

o)

% rovnice (14)

PSD = zeros(length(w), nb); % vytvoreni a naplnéni pole PSD nulami
for i = 1l:length(w) % smycka pro frekvenci
psd = zeros(1l,4);

for j = 1:2*Lb-1 % smycka pro sumu
psd = psd + Rxb(j,:) * exp(-li*w(i)*tau(j));

end



% i-ty psd vzorek kazdého bloku uloZeny ve sloupcich PSD

PSD(i,:) = abs(psd)/pi;

end

PSDa = zeros(length(w), 1); % vytvoreni a naplnéni pole PSDa nulami
for 1 = 1l:length(w) % prumér PSD z bloku

avg = 0;

for j = 1l:nb

avg + PSD(i,J);

Q
<
Q
Il

end

PSDa (i)

avg; $ vysledny zprumérovany periodogram
end

toc % konec funkce "tic toc" pro métreni doby provedeni operaci

[}

w = w./pl/2*fs; % prevod Jjednotek z rad/sec na Hz

o

% vykresleni PSD
figure (3);
plot (w,10*1ogl0 (PSDa))

title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C III: ALGORITMUS METODY BLACKMAN-TUKEY

clc, clear, close all

[}

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

% vyuzitim metody Blackman-Tukey

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signéalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

Tl = 1/£f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/fs:10*T1; % definice Casové osy

L = numel (t); % pocCet prvkd pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-

zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% autokorelac¢ni funkce AF

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

win = 0.54 - 0.46*cos (2*pi* (0:L-1)/L); % Definice Hammingova okna
x = x .* win; % aplikace Hammingova okna na simulovany signdl - okénko-
vani

% vykresleni simulovaného signdlu po aplikaci Hammingova okna
figure (2);
plot (t,x)



title('simulovany signédl po aplikaci Hammingova okna'), xlabel ('cas
[s]"), ylabel('signal'")

Q

Rx = zeros(l, L); % vytvofeni a naplnéni pole Rx nulami
for 1 = 1:L % vypocet pravé strany AF

% posun signdlu doleva (slozZzeni signalu z pUvodniho signdlu a nul)
xtau = [x(i:end) zeros(l,i-1)1;

% souclin puvodniho a posunutého (zpoZdéného) signélu

rx = xtau .* x;

H
o
[n}

.
Il

1:L % suma ry

%)
Il

s + rx(j);

end

Rxl = zeros(l, L-1); % vytvofeni a naplnéni pole Rxl nulami
for i = 1:1L-1

Rx1 (i) = Rx(L-i+1l); % ziské&ni levé strany AF ze strany pravé

end

Rx = [Rxl Rx] ./L; % vytvofeni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L

tau = -(L-1):L-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti 2* (L-
1)+1

w = 0:0.01l:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD

% vykresleni autokorelac¢ni funkce
figure (3);

plot (tau, Rx)

title('AF'"), xlabel('L'"), ylabel('amp')

o\°
o\
g
n
O

o)

% rovnice (14)

PSD = zeros(l, length(w)); % vytvoreni a naplnéni pole PSD nulami
for i = l:length(w) % smycka pro frekvenci

psd = 0;

for j = 1:2*L-1 % smycCka pro sumu

psd = psd + Rx(J) * exp(-li*w(i)*tau(j));



end
PSD(i) = abs(psd)/pi;
end

toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

w = w./pi/2*fs; % prevod jednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni PSD

figure (4);

plot (w,10*1ogl0 (PSD))

title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C IV: ALGORITMUS METODY NEZKRESLENEHO
ODHADU

clc, clear, close all

Q

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s
% vyuzitim metody nezkresleného odhadu

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl = 45; % frekvence prvni sloZzky simulovaného signalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZzky simulovaného signalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

T1L = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/£fs:10*T1; % definice casové osy

L = numel (t); % pocCet prvka pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-

zovaného signéalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin(2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signalu
signal3 = 5*sin(2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu

)

x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal
% vykresleni simulovaného signélu

figure(1l);

plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% autokorelac¢ni funkce AF

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

tau = -(L-1):L-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti 2* (L-
1)+1

win = 0.54 - 0.46*cos (2*pi* (0:L-1)/L); % Definice Hammingova okna

x = x .* win; % aplikace Hammingova okna na simulovany signédl - okénko-
vani

% vykresleni simulovaného signdlu po aplikaci Hammingova okna



figure (2);
plot (t, x)

title('simulovany signadl po aplikaci Hammingova okna'), xlabel ('cCas
[s]'), ylabel('signal")

Rx = zeros(l, L); % vytvoreni a naplnéni pole Rx nulami
for 1 = 1:L

% posun signdlu doleva (sloZeni signdlu z puvodniho signdlu a nul)
xtau = [x(i:end) zeros(l,i-1)];

% soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signélu

rx = xtau .* x;

h
o
[n}

.

Il

1:L % suma ry

[0)
Il

s + rx(3);

end

Rxl = zeros(l, L-1); % vytvofeni a naplnéni pole Rxl nulami
for i = 1:1L-1

Rx1 (i) = Rx(L-i+1l); % ziské&ni levé strany AF ze strany pravé
end

% vytvoreni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L-abs (nu)

Rx = [Rx1l Rx] ./ (L-abs(tau)):;

w = -0:0.01l:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD
% vykresleni autokorelac¢ni funkce

figure (3);

plot (tau, Rx)

title('AF'"), xlabel('L'), ylabel('amp')

oe
o
e}
n
O

Q

% rovnice (14)

PSD = zeros(l, length(w)); % vytvoreni a naplnéni pole PSD nulami
for i = 1l:length(w) % smycka pro frekvenci

psd = 0;

for 3 = 1:2*L-1 % smycka pro sumu

psd = psd + Rx(J) * exp(-li*w(i)*tau(j)):;



end
PSD(i) = abs(psd)/pi;
end

toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

w = w./pi/2*fs; % prevod jednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni PSD

figure (4);

plot (w,10*1ogl0 (PSD))

title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C V: ALGORITMUS METODY BLACKMAN-TUKEY 2

clc, clear, close all

[}

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

% vyuzitim metody Blackman-Tukey 2

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signéalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

Tl = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/fs:10*T1; % definice Casové osy

L = numel (t); % pocCet prvkd pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-

zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% autokorelac¢ni funkce AF

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

tau = -(L-1):L-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti 2* (L-
1)+1

win = 0.54 - 0.46*cos(2*pi*(0:2*L-2)/2/L); % Definice Hammingova okna

Rx = zeros(l, L); % vytvofeni a naplnéni pole Rx nulami

for i = 1:L % vypocet pravé strany AF

[}

% posun signdlu doleva (sloZeni signdlu z puvodniho signdlu a nul)

xtau = [x(i:end) zeros(l,i-1)1;



Q

% soucin puvodniho a posunutého (zpozdéného) signélu

rx = xtau .* x;

for j = 1:L % suma ry

s = s + rx(j);

end

Rxl = zeros(l, L-1); % vytvofeni a naplnéni pole Rxl nulami

for 1 = 1:L-1

Rx1 (i) = Rx(L-i+1l); % ziské&ni levé strany AF ze strany pravé
end
Rx = [Rxl Rx] ./L; % vytvofeni AF z pravé a levé strany a déleni pomoci L
Rx = Rx .* win; % néasobeni AF Hammingovym oknem
w = -0:0.01:pi; % vytvotreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD

% vykresleni autokorelac¢ni funkce
figure (2);

plot (tau, Rx)

title('AF'), xlabel('L'), ylabel('amp')

o°
o°
g
n
O

o)

% rovnice (14)
PSD = zeros(l, length(w)); % vytvofeni a naplnéni pole PSD nulami
for i = 1l:length(w) % smycka pro frekvenci

0;

psd
for j = 1:2*L-1 % smycCka pro sumu
psd = psd + Rx(J) * exp(-li*w(i)*tau(j)):;
end
PSD(i) = abs(psd)/pi;
end

o)

toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

w = w./pl/2*fs; % prevod Jjednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni PSD



figure (3);
plot (w,10*1ogl0 (PSD))
title('PSD'), xlabel('frekvence [Hz]'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C VI: ALGORITMUS METODY MINIMALNIHO
ROZPTYLU

clc, clear, close all

Q

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

% vyuzitim metody minim&lniho rozptylu

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl = 45; % frekvence prvni sloZzky simulovaného signélu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZzky simulovaného signalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

T1L = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/£fs:10*T1; % definice casové osy

L = numel (t); % pocCet prvka pole "t" = pocet prvkad simulovaného diskreti-

zovaného signéalu

signall
signal?2
signal3

sin (2*pi*fl*t); % definice prvni slozZzky simulovaného signéalu
sin(2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signédlu

5*sin (2*pi*f3*t); % definice tfeti slozky simulovaného signalu

x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu

figure(1l);

plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% metoda minima&lniho rozptylu

o)

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

avg = 0;
for 3 =
avg

end

Q

wxX = xX.'

1

: L

o)

avg + x(3)/L; % vypocet prumérné hodnoty signalu

% transpozice vektoru signdlu a odecCteni primérné hodnoty signdlu od né&j

- avg;



Q

% sestaveni vektoru z nul a vektoru wx a zpétnd transpozice

wx pad = [zeros(L-1,1);wx;zeros(L-1,1)].";

XU = zeros (2*L-1, L); % vytvoreni a naplnéni pole XU nulami
for i = 1:L

% vytvoreni matice XU z vektoru wx pad (matice s posuny vektoru x)
XU(:,1) = wx pad(L-i+1:3*L-i-1);

end

o

% vytvoreni matice Rwx nasobenim matic XU s XU'
Rwx = XU'*XU /(L-1);

% ziskani vlastnich vektorl (eigenvectors) a vlastnich hodnot (eigenvalu-
s)

()

% matice Rwy s vyuzitim prikazu eig

[eigvec, eigval] = eig(Rwx);

w = 0:0.01:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD
U = zeros(L,1);

Q

PSD = zeros (numel (w),1l); % vytvoreni a naplnéni pole PSD nulami

)

% vypocet rovnice (19) pro ruzné frekvence
for j = l:numel (w)
for 1 = 1:L
u = 0;
for k = 1:L
% vypocet e(e”jw)*g 1 z rovnice (19)
u = u + eigvec(k,l) * exp(li*(k-1)*w(3));
end
% vypocCet jmenovatele z rovnice (19): |e(e”jw)*qg 1|"2/lambda 1

U = abs(u).”2 ./ (eigval(l,1) + eps);

PSD(j) = PSD(j) + U;
end
end
PSD = L ./ PSD;
toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

w = w./pl/2*fs; % prevod Jjednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni PSD

figure (2);



plot (w,10*1ogl0 (PSD))
title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C VII: ALGORITMUS METODY WELCH

clc, clear, close all

[}

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

% vyuzitim metody Welch

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signéalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

Tl = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/£fs:20*T1; % definice Casové osy

L = numel (t); % pocCet prvkd pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-

zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% metoda Welch

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

N = 30; % délka Hannova okna
win = 0.5* (1-cos (2*pi* (0:N-1) /N)); % definice Hannova okna
k = fix(length(x)/(N/2))-1; % pocCet segmentl k

Q

% definice indexové proménné, kterd se bude pohybovat po vzorcich

index = 1:N;

w = 0:0.01:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD

o)

PSD = zeros(l, numel (w)); % vytvoreni a naplnéni pole PSD nulami



XW = zeros(l, numel (w)); % vytvoreni a naplnéni pole XW nulami

for i = 1:k
% postupné néasobeni vzorkl x s Hannovym oknem
XW = win.*x (index) ;
index = index + N/2; % pokracovani do dals$iho okna (50% prekryti)

[}

% rovnice (17), jde o vypocet periodogramu xw

for 3 = 1l:length(w) % smycka pro frekvenci
Xw = 0;
for n = 1:N % smycka pro sumu

Xw = Xw + xw(n) * exp(-1li*w(j)*(n-1));

end

XW(73) abs (Xw) /pi;

end

PSD = PSD + XW/k; % rovnice (18)

end

% vypocet PSD pomoci vestavéné funkce pwelch
[PSDwelch, F] = pwelch(x, win, 9);

toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

w = w./pi/2*fs; % prevod Jjednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni PSD

figure (2),

plot(w, 10*1loglO (abs (PSD)))

title('PSD'"), xlabel('frekvence [Hz]'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C VIII: ALGORITMUS METODY DFT

clc, clear, close all

[}

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

% vyuzitim metody DFT

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signéalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

Tl = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/fs:10*T1; % definice Casové osy

L = numel (t); % pocCet prvkd pole "t" = pocet prvka simulovaného diskreti-

zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('cas [s]'), ylabel('signal')

%% metoda DFT

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

tau = 0:L-1; % vytvoreni pole posunuti (zpozdéni) o velikosti L-1
w = -0:0.01:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD
DFT = zeros (numel (w),1); % vytvoreni a naplnéni pole DFT nulami

[}

% vypocet DFT
for i = l:length(w) % smycka pro frekvenci

psd = 0;



for j = 1:L-1 % smycka pro sumu
psd = psd + x(j) * exp(-li*w(i)*tau(j));
end
DFT (i) = psd;
end

toc % konec funkce "tic toc" pro méfeni doby provedeni operaci

w = w./pi/2*fs; % prevod Jjednotek z rad/sec na Hz

% vykresleni DFT

figure (2),

plot (w, 20*1oglO (abs (DFET)))

title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")



PRILOHA C IX: ALGORITMUS METODY BURG

clc, clear, close all

[}

% Odhad vykonové spektralni hustoty (Power Spectral Density - PSD) s

% vyuzitim metody Burg

%% generovani signélu

fs = 400; % vzorkovaci frekvence

fl1 = 45; % frekvence prvni slozky simulovaného signéalu

f2 = 55; % frekvence druhé sloZky simulovaného signéalu

£f3 = 75; % frekvence treti slozky simulovaného signéalu

Tl = 1/f1;

T2 = 1/£2;

T3 = 1/£3;

t = 0:1/fs:10*T1; % definice Casové osy

L = numel (t); % pocCet prvkd pole "t" = poclet prvkud simulovaného diskreti-

zovaného signalu

signall = sin(2*pi*fl*t); % definice prvni slozky simulovaného signalu
signal2 = sin (2*pi*f2*t); % definice druhé slozky simulovaného signéalu
signal3 = 5*sin (2*pi*f3*t); % definice treti slozky simulovaného signalu
x = signall + signal2 + signal3; % vysledny simulovany signal

)

% vykresleni simulovaného signélu
figure (1) ;
plot (t, x)

title('simulovany signal'), xlabel('t'), ylabel('signéal')

%% metoda Burg

Q

tic % start funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

o)

N = 4; % poradi modelu linedrni predikce (LP)

b
h
Il

x(l:end-1); % x £[0]

xb = x(2:end); % x b[0]
k = zeros(l, numel (N)); % vytvoreni a naplnéni pole k nulami
k(1) = -2*(xf * xb'")/(xb*xb' + xf*xf'); % rovnice (20)



RAest = zeros(4); % vytvoreni a naplnéni pole Aest nulami
for j = 1:1i

o

% rovnice (21)

if i==7
Rest (3,1) = k(i);
else
RAest(j,1i) = Rest(j,i-1) + k(i)*Aest(i-j,1i-1);
end
end
xf = xf(l:end-i); % x f[i] (n)

o°

xb = xb(i+l:end); x b[i] (n)

xf

xf + k(1) * xb;
xb = xb + k(i) * xf;

k(i+1l) = -2*(xf * xb'")/(xb*xb' + xf*xf'); % rovnice (20)
end
w = 0:0.01l:pi; % vytvoreni pole frekvenci, pro které se bude pocitat PSD
PSD = zeros (numel (w),1); % vytvoreni a naplnéni pole PSD nulami

)

% prenosova funkce
% tato Cast se rovna vystupu z funkce freqgz ()
for j = l:numel (w)
Hijw = 1;
for i = 1:N
Hijw = Hjw + Aest (i,N) *exp (-li*w(j)*1i);
end
PSD(j) = 1/Hjw;

end

o)

% vypocet PSD pomoci vestavéné funkce pburg
[PSDburg , fburg] = pburg(x,4);

Q

toc % konec funkce "tic toc" pro méreni doby provedeni operaci

fburg = fburg./pi/2*fs; % prevod jednotek z rad/sec na Hz
% vykresleni PSD

figure (2)

plot (fburg, 20*1logl0 (abs (PSDburg)))

title('PSD'"), xlabel ('frekvence [Hz]'"'), ylabel ('PSD [dB]")
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