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ABSTRAKT

Prace se zabyva analyzou a vyuzitim vyhledavacich algoritmu v tfidé uloh dynamického
programovani. Dynamické programovani je disciplinou, ktera se zabyva feSenim problémi,
které jsou charakterizovany separovatelnou ucelovou funkci. Tyto mlize byt zadany analy-
ticky nebo formou orientovaného nebo neorientovaného grafu. Prace se soustfed’'uje Dijsk-
trtiv algoritmus a jeho modifikace. Vysledkem prace je programova realizace v kodu Python

a je uvedeno né¢kolik ilustrativnich piikladi.

Kli¢ova slova: separovatelna funkce, orientovany graf, neorientovany graf, dynamické pro-
gramovani, Dijkstriv algoritmus, Bellman-Fordiv algoritmus, Floyd-Warshallav algorit-

mus

ABSTRACT

The thesis deals with the analysis and use of search algorithms in a class of dynamic pro-
gramming problems. Dynamic programming is a discipline that deals with solving problems
that are characterized by a separable objective function. This can be specified analytically or
in the form of an oriented or unoriented graph. The work focuses on the Dijsktr algorithm
and its modifications. The work results in a Python code implementation and several illustra-

tive examples are given.

Keywords: separable function, oriented graph, unoriented graph, dynamic programming,

Dijkstra's algorithm, Bellman-Ford algorithm, Floyd-Warshall algorithm
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UvVOD

Rad bych na uvod zminil kratky ptibeh, ktery je dost spjaty s touto praci. Béhem
mého studia na gymnaziu jsem se ucastnil olympiady v informatice. Jednim z ukoli bylo
nalezeni nejkratsi cesty mezi mésty. Celkova uloha byla znadzornéna jako graf cest mezi uzly.
Kazdy uzel zndzoriioval mésto a hrany cesty spojujici jednotliva mésta. Samoziejmé zadané
startovaci mésto a konecné mésto neméli spoleCnou hranu. Musim jesté dodat, ze kazda
hrana méla piifazenou hodnotu délky. A naSim ukolem bylo najit nejkratsi cestu z pocatec-
niho uzlu ke konecnému. Bohuzel jsem tenkrat neznal algoritmy pro hledani minimalnich
cest v grafu nebo celkovou metodiku dynamického programovani. Tenkrat jsem se rozhodl,
ze moznym nejlepSim vychodiskem jit po nejmensich hranach. Nicméné tohle mé fesSeni se
prokdzalo jako chybné. O par let pozdéji jsem konecné narazil na spravné feSeni béhem
studia na Univerzit¢ Tomase Bati v pfedmétu Optimalizacnich metod. Fascinovaly mé
zejména dynamické programovani a uz zminéné algoritmy pro hledani extrému v grafech.

Nakonec to vyustilo v napsani této prace.

Nicméné tato bakalafska prace se zamétuje na ¢ast dynamického programovani, a to
v zejména hledani extrému v grafech pomoci algoritmi. Specificky feceno Dijkstriiv algo-
ritmus, Bellman-Fordav algoritmus a Floyd-Warshalltiv algoritmus. V teoretické casti uva-
dim zaklady pro pochopeni danych problémi spjaté s danymi algoritmy. V teoretické ¢asti
muzete najit zaklady optimalizacnich metod, uvod do dynamického programovani, charak-
teristiku jednotlivych algoritmt, zdkladni znalosti o teorii grafii a programovaci jazyk, ve

kterém jsou algoritmy realizované.

V praktické ¢asti se pak nachdzi popis jednotlivych algoritml spole¢né s programo-
vou realizaci. Kazdy algoritmus je pak vysvétlen na vhodném ptikladu. Z celkového zpra-
covani jde pak vidét, jak jednotlivé algoritmy funguji. Celkovym smyslem této prace je vy-
tvofeni studijnich materiald, které by pak studenti mizou vyuzit pro seznameni mozného

postupu pro feSeni hleddni minimalnich cest v grafu.
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I. TEORETICKA CAST
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1 OPTIMALIZACNI METODY

Optimaliza¢ni metody jsou matematickou disciplinou zabyvajici se nalezenim takovych
hodnot proménnych, pro které dana cilova ¢i ucelova funkce nabyva minimalnich nebo ma-
ximdlnich hodnoty. TakZe se tfeba mtize jednat o nalezeni daného bodu, nebo mnoziny bodt
dané funkce, které vychazi jako nejlepsi vysledek pro dané podminky ndmi zadany problém.
Pocet kone¢nych feSeni Cisté zavisi na samotné zadané funkci, zaroven na jejim definicnim

oboru a omezenich, na nichZ je prozkoumavana.

Optimalizace je vybér nejlepsiho prvku s ohledem na néjaké kritérium z uréité mnoziny do-
stupnych alternativ. Optimaliza¢ni problémy se objevuji ve vSech kvantitativnich oborech
od informatiky a inZenyrstvi az po operacni vyzkum a ekonomii a vyvoj metod feSeni je

pfedmétem zajmu matematiky jiz po staleti.

V obecnéj$im pojeti spociva optimaliza¢ni problém v maximalizaci nebo minimalizaci re-
alné funkce systematickym vybérem vstupnich hodnot z pfipustné mnoziny a vypoctem hod-
noty funkce. Zobecnéni teorie a technik optimalizace na jiné formulace ptedstavuje rozsah-

lou oblast aplikované matematiky. [1, s. v; 4, s. 12]

1.1 Formulace problému

Pojd’me si fict, Ze mame danou funkci f: A — R, kde naSe piipustnd mnozina 4 spada do
mnoziny realnych ¢isel a hleddme optimalni feSeni x(; x, € A. Pokud se jedna o tlohu mini-
malizace pak hledame takové x, € A, pro které plati f(xy) < f(x) kde x € A. Pokud se ale

jedna o ulohu maximalizace pak hledame takové x, € A, pro které plati f(x,) < f(x) kde

x€eA.[12,s.8-9;4,s. 12]
1.2 Zakladni pojmy

1.2.1 Ostry a neostry extrém

V bodé¢ x, se funkce f se nachdzi ostré lokalni maximum, jestlize existuje okoli bodu x,, ve

kterém pro vSechna x plati f(x) < f(xy), s vyjimkou bodu x = x.

V bodé¢ x, se funkce f se nachdzi neostré lokalni maximum, jestlize existuje okoli bodu x,,

ve kterém pro vSechna x plati f(x) < f(xy).[12,s.9-10; 4, s. 14]
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1.2.2 Lokalni a globalni extrém

M¢jme neprazdnou mnozinu X z euklidovského n-rozmérného prostoru E". Déle si defi-
nujme funkci f, kterd ma v bodé x, € X lokalni maximum vzhledem k X, pokud je f na mno-
7in¢ X definované a pokud existuje okoli bodu xo, ve kterém plati f(x) < f(x,) pro vSechna

x z tohoto okoli, kterd jsou soucasti mnoziny X.

Pokud ale na stejné mnoziné plati f(x) < f(x,) a zaroven x # x,, nejedna se o lokalni, ale

o ostré globalni maximu vzhledem k mnozin¢ X.

Je potieba dodat, ze pokud v pfedchozich vztazich funkcich obratime znaménka nerovnosti,

z maxima se nam stava minimum funkce. [12, s. 9-10; 4, s. 14]

1.2.3 Volny a vazany extrém

Pokud vySetfujeme extrémy funkce n proménnych na celém prostoru £" uvaddime extrém
jako volny extrém. OvSem pokud zkoumdme pouze takové extrémy, které spliiuji néjaké

dalsi zadané podminky, z tohoto hlediska se jedna o vazané extrémy. [12, s. 9-10; 4, s. 14]

1.2.4 Podminky optimality

Podminky optimality nam slouZi k redukovani mnoZziny ptipustnych feSeni a plati pro opti-

malni feseni. [4, s. 14; 9, s. 14]

1.3 Kategorizace
Do optimaliza¢nich metodik spadaji:

e Linearni programovani
o Metodika optimalizace pro feSeni problému hleddni minimalnich a maximal-
nich extrému v linearni funkei. [9, s. 118]
e Nelinearni programovani
o Metodika optimalizace pro feSeni problému hledani minimalnich a maximal-
nich extrému v nelinearni funkci. [9, s. 79]
e Celociselné programovani
o Disciplina zabyvajici se optimalizacnimi pfipady s podminkou, Ze né&které
nebo vSechny proménné musi nabyvat celo¢iselnych hodnot. [7, s. 87]

e Konvexni programovani
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o Optimaliza¢ni disciplina zkoumajici problém minimalizace konvexnich
funkcich nebo maximalizace konkévnich funkcich ptes konvexni mnozinu.
[9,s. 168]
e Kvadratické programovani
o Metodika optimalizace pro feseni optimalizacnich problému zahrnujici kva-
dratické funkce. [4, s. 31]
e Dynamické programovani
o Metodika pro feSeni optimaliza¢nich problémi, které jsou charakterizované
separovatelnou ucelovou funkci. [4, s. 37]
e Stochaistické programovani
o Optimaliza¢ni disciplina zabyvajici se modelovanim optimaliza¢nich pro-

blémil obsahujici neurcitost. [11, s. 27]
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2 DYNAMICKE PROGRAMOVANI

Tato kapitole se zabyva definovanim dynamického programovani a s nim spjaté algoritmy.
Zaroven je uvedena lehka ilustrace postupii pro tabulkovou formu algoritmu. Pro sitovou

formu je lepsi pfejit na nasledujici kapitoly, kterd se uz danym problémem zabyva.

2.1 Zakladni definice

Z hlediska optimaliza¢ni matematiky je dynamické programovani velmi G¢innym nastrojem,
ktery se da vyuzit pro feSeni optimaliza¢nich problémi v mnoha oborech. Celkové se uvadi,
ze za vznikem jejich metodik a principt stoji prace amerického matematika Richarda Bell-

mana.

Hlavni myslenkou dynamického programovani pro feSeni daného problému spociva v jeho
rozkladu na snadnéjsi podproblémy, které jsou fesitelné. Tomuto postupu rozdéleni fikame
dekompozice problému. Nasledné mezivysledky z jednotlivych vyfesenych podproblémi si
pak ulozime pro dalsi pouziti. Timto nam vznika princip, ktery nazyvame princip invariant-
niho vnofeni. Tento Bellmantv zakladni princip optimality diky své jednoduchosti svych

zakladu Cini ze sebe velmi zajimavou metodiku pro zpracovani pomoci vypocetni techniky.

Nasledné pak spojenim vSech mezivysledkl ziskavame pak celkové feseni. Vysledkem pak
ulohy dynamického programovani je vzdy nalezeni globalniho extrému, i kdyz n¢kdy feSeni
nebyva jednoznacné.

Ovsem dynamické programovani se setkava urcitou nevyhodou. Metoda ma rychle nartsta-
jici naroky potfebnych materiala s rostoucim poctem instanci. Hlavnim potfebnym materia-
lem je pamét’ pro algoritmy diky rekurentnim vypoctim a uchovavanim mezivysledka. [4,

s.37;2,s.283;3,s.6-8;5,s.1,7;9,s. 13]

2.2 Postup

Vsechny zptisoby feSeni pomoci dynamického programovani ndlezi do mnoziny zvané jako

separovatelné programovani, fungujici na principu

f 300 20) = D ()

Nasledné jako ptiklad mizeme uvést: f(xy,x,,x3) = 0,8x3 + 0,5x3 + 0,2x2
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Jednim ze zptsobt feseni téchto problémt je tabulkovy zapis. Funguje na principu vyuzivani

separovatelné ucelové funkce.

Pojd’'me si vyftesit ulohu dynamického programovéni za pomoci tabulkové formy. Tento po-

stup ma velké vyuziti v ekonomice. Nejvice je vhodny na rozdélovani zdroja.
min f(xq,%,,%3) = 0,75x% + 2x% + 1,5x2
pfiomezeni: x; + x, +x3 =1 A x1,%x,,%x3 = 0; s krokem h = 0,2

Jak mtzeme vidét z tabulky, celkovou ulohu mizeme rozd¢lit na tfi ¢asti. Jesté je potieba

uvést, ze: F; = 0,75x%; F, = F; + 2x3; F; = F, + 1,5x3

Prvnim krokem bude zjisténi hodnot pro F;. Veli¢iny proménné x; si berou ze sloupce b,
které jsou dany limitem x; + x, +x3 =1, krokem h a podminkou nezépornosti A

X1,%5,%3 = 0. Hodnoty pro F; se ziskaji ¢istym dosazenim do funkce F; = 0,75x2.

Tabulka 1 — Ukazka prvniho kroku tlohy dynamického programovani

b X1 F1 X2 F. X3 Fs
0,0 0,0 0,00
0,2 0,2 0,03
0,4 0,4 0,12
0,6 0,6 0,27
0,8 0,8 0,48
1,0 1,0 0,75

V druhé fazi se zamétuje na hledani hodnot pro F2. OvSem nejdiive bude potieba urceni
veli¢in pro x2. Ty lze ziskat pomoci kombinace x1 a x2. Kombinaci téchto dvou veli¢in pak
Ize ziskat min f{x1,x2). F, = F; + 2x3. JelikoZ je zadané minimum, vybira se tedy z kombi-

nacich nejmensi hodnoty.

Tabulka 2 — Mezi vypocet jednotlivych kombinaci pro druhy krok

X1 X2 Fa X1 X2 Fa X1 X2 Fa X1 X2 Fa

o0 02 {00800 o061{(072f00 0812800 1,0 |2,00
02 00 {00302 ©04(03(|02 06107402 08 ]131
04 02 (020 04 04 (04404 06 [084
o0 o04{032| 06 00{(027(06 0210306 041059
0,2 02 (0,11 08 0,0 (048] 08 0,2 [0,56
04 0,0 [0,12 1,0 0,0 | 0,75
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Tabulka 3 - Ukézka druhého kroku tlohy dynamického programovani

b X1 F1 Xa F2 X3 Fs
0,0 0,0 0,00 0,0 0,00
0,2 0,2 0,03 0,2 0,03
0,4 0,4 0,12 0,2 0,11
0,6 0,6 0,27 0,2 0,20
0,8 0,8 0,48 0,2 0,35
1,0 1,0 0,75 0,2 0,56

V tieti fazi sta¢i urcit posledni veli¢inu v tabulce.

Tabulka 4 - Mezi vypocet jednotlivych kombinaci pro tieti krok

X1,X2 X3 Fs

0,0 1,0 | 1,50
0,2 0,8 | 0,99
0,4 0,6 |0,65
0,6 0,4 | 0,44
0,8 0,2 (0,41
1,0 0,0 | 0,56

Tabulka 5 - Ukézka tfetiho kroku tllohy dynamického programovani

b X1 F1 X2 F2 X3 Fs
0,0 0,0 0,00 0,0 0,00
0,2 0,2 0,03 0,2 0,03
0,4 0,4 0,12 0,2 0,11
0,6 0,6 0,27 0,2 0,20
0,8 0,8 0,48 0,2 0,35
1,0 1,0 0,75 0,2 0,56 0,2 0,41

Konecény vysledek: fmin= 0,41

x3=02—>x;+x,+02=1->x;+x, =08

bk=0,8 - x; +0,2=08-x; =06

Urceni hodnoty min f(xq, x5, %3) = 0,75x2 + 2x2 + 1,5x3

f(xy,x3,%3) = 0,75x2 + 2x2 + 1,5x3 = 0,75 % 0,62 + 2 % 0,22 + 1,5 x 0,22 = 0,41
Kontrola omezeni:

X1 +x,+x3=06+02+02 =1

Omezeni bylo splnéno
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Dalsim zptisobem feSeni ulohy dynamického programovani je sitova forma, ¢asto nazyvana
dopravni uloha. Spociva v tom, ze dany problém je pfeveden na sitovy graf a ndsledné na-
lezneme optimalni trajektorii jeho prichodu. ReSeni téchto problémi se zabyva dalsi kapi-

tola této prace. [3,s. 11; 9, s. 15; 4, s. 37-41]
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3 DIJKSTRUV ALGORITMUS A JEHO MODIFIKACE

V nasledujici kapitole 1ze naleznout rozbor a popis jednotlivych algoritmti dynamického pro-
gramovani urené pro praci s grafy cest. Dale je tu také nastinéni feSeni hledani optimalni

trajektorie v sitovych grafech za pomoci téchto algoritmda.

3.1 Dijkstriv algoritmus

Dijkstriv algoritmus je algoritmus pro hleddni nejkratSich cesty mezi uzly v ohodnoceném
grafu. Jeho autorem je nizozemsky matematik Edsger W. Dijkstra (1930-2002), ktery ho
publikoval roku 1958. Algoritmus existuje v mnoha moznych modifikacich. Hlavné se
uplatituje pro feSeni nejkratSich cest v silnicni komunikaci, telefonnich rozvodech nebo

v routovacich protokolech pro internetovou sit’.

Dijkstriv ptivodni algoritmus hledal nejkratsi cestu mezi dvéma danymi uzly, ale Castéjsi
varianta urcuje jeden uzel jako pocatecni uzel a hled4 nejkratsi cesty od zdroje ke vSem
ostatnim uzlim v grafu, v ¢emz ndm vznika strom nejkratSich moznych cest. Pro dany po-
¢atecni neboli zdrojovy uzel v grafu najde algoritmus nejkratSi cestu mezi timto uzlem a
kazdym dalSim. Lze jej také pouZit k nalezeni nejkratSich cest z jednoho uzlu do jednoho
cilového uzluy, a to tak, Ze se algoritmus zastavi, jakmile je ur¢ena nejkratsi cesta do cilového

uzlu.

Pokud napftiklad uzly grafu predstavuji mésta a naklady na hranové cesty predstavuji jizdni
vzdalenosti mezi dvojicemi mést spojenych pfimou silnici, pak lze Dijkstrav algoritmus po-
uzit k nalezeni nejkratsi cesty mezi jednim méstem a viemi ostatnimi mésty. Siroce pouZi-
vanou aplikaci algoritmil nejkratsi cesty jsou sitové smerovaci protokoly. Déle je na priklad

vyuzivan v Johnsonové algoritmu jako podprogram.

Dijkstriiv algoritmus pouziva znacky, které jsou kladna celd ¢isla nebo reédlna ¢isla, ktera
jsou zcela uspotadana. Lze jej zobecnit na pouziti libovolnych caste¢né usporadanych Stitka
za predpokladu, ze nasledné §titky (nésledny Stitek vznika pfi prichodu hranou) jsou mono-
tonne neklesajici. Toto zobecnéni se nazyva obecny Dijkstriv algoritmus nejkratsi cesty.
Dijkstriiv algoritmus pouziva datovou strukturu pro ukladani a dotazovani dil¢ich feSeni se-
fazenych podle vzdalenosti od pocatku. Pivodni Dijkstriv algoritmus nepouzivd frontu
s minimalni prioritou a jeho ¢asova slozitost se d4 uréit rovnici O ( |[V|?) kde |V| nam uréuje
celkovy pocet uzll neboli vrcholil v grafu. Nicméné je mozné tento algoritmus modifikovat

pouzitim prioritni fronty implementované haldou k optimalizaci ¢asové slozitosti béhu na
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OC|E| + |V |log|V]),kde|V|jecelkovy pocet vrcholl a [E| ndm vyjadiuje pocet hran
v grafu. Touto upravou ziskdme tak nejrychlejs$i znamy algoritmus nejkratsi cesty z jednoho

zdroje ke vS§em ostatnim uzliim v grafu s nezapornymi hodnotami.

Dale je potieba uvést, ze Dijksktrav algoritmus diky své mechanice se tak fadi mezi hladové
(greedy) algoritmy. Zaroven splituje podminky, aby se o ném dalo uvazovat jako algoritmus
se zaklady dynamického programovani. [8, s. 102-104; 6, s. 36-37; 2, s. 146-149; 7, s. 151-
154; 11, s. 31-21]

3.1.1 Postup

Celkova metodika spociva v feSeni jednotlivych podproblémi. Podproblém je mySleno
vzdalenost od zvoleného uzlu k jeho sousediim. Zvoleny uzel u sebe ma hodnotu vzdalenosti
od souseda, ktery byl uz navstiven (pokud zkoumame teprve pocatek hodnota je nulova).
K hodnot¢ pricte vzdalenost k nenavstivenému sousedovi a pak danou hodnotu mu pieda.
Jakmile takhle ohodnoti vSechny své nenavstivené sousedy, je oznaCen za navstiveného a
pokracuje ve zkoumani dal§iho nenavstiveného uzlu jenz ma k sob¢ pfidanou nejmensi hod-

notu.

Pro objasnéni je uvazovan nasledujici graf. Pomoci Dijkstrova algoritmu se zjisti vSechny
minimalni vzdalenosti z uzlu 0 do ostatnich. Jako pocate¢ni uzel je zvolen uzel A. K ostat-
nim uzlim je moci si pfipsat minimalni vzdalenost od uzlu A a uvést, ktery uzel jim danou
hodnotu ptifadil. Na zacatku se oznacuji zatim neznamé hodnoty vzdalenosti od pocatecniho
uzlu jako o a (-) pro pfifazeny uzel. Jak lze vidét na grafu €.1 uzel 0 ma spole¢né hrany

s uzly B a C. Timto lze uzly B a C prohlésit za sousedy uzlu A.

Graf ¢. 1 pro ukazku postupu Dijkstrova algoritmu
PtipiSe se tedy k uzlim B a C jejich minimalni vzdéalenost k uzlu A. Minimalni vzdalenost
pro uzel B se da vypocitat jako vzdalenost v uzlu A + hodnota vzdalenosti hrany spojujici

uzel A s uzlem B. Spolecné s tim se zaznaci, ze kterého uzlu byla hodnota ptidana (dany



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 20

uzel je uveden v zavorce). Tady se mize prohlasit podproblém hledani vzdalenosti zvole-
ného uzlu k jeho sousediim za vyieseny. Pak do prioritni fronty se pfidaji oznacené sousedy
uzlu A. Podle pokynt hledani minimalniho extrému jako dalsi uzel pro zkoumani je zvolen

uzel C kvli nejkratsi vzdalenosti.

3 =) 3 =)

Graf ¢. 2 — Ukézka zkoumani po- Graf ¢. 3 - Ukazka zkoumani po-

¢ate¢niho uzlu A pomoci Dijk- ¢atecniho uzlu C pomoci Dijk-

strova algoritmu strova algoritmu

Zvolenim uzlu C Ize vidét, ze ma pouze jednoho nenavstiveného souseda (graf ¢.3). Provede
se tedy pfepsani hodnoty na uzlu D. Uzel C se oznaci za navstiveny a ptejde se na dalsi uzel
s nejkrats$i vzdalenosti. Uzel D mé dva nenavstivené sousedy. Pouze ale u jednoho dochézi
zapsani nejkrat§i mozné hodnoty, kterou lze ziskat s¢itanim dané vzdalenosti na zkoumaném
uzlu a hodnotou hran. Podproblém je tedy vyfeSeny a ptechédzi se na dalsi. U zkoumaného

uzlu 1 dochazi u podobné situace jako predtim. Zmény se zapisi a pokracuje se na dalsi.

Graf ¢. 4 - Ukazka zkoumani po- Graf €. 5 - Ukazka zkoumani po-
Cate¢niho uzlu D pomoci Dijk- catecniho uzlu B pomoci Dijk-
strova algoritmu strova algoritmu

Zkoumany uzel E mé pouze jednoho nenavstiveného souseda, u kterého Ize prepsat pfidanou
hodnotu. U uzlu F je zapsana vzdalenost z uzlu B, ale z uzlu E vede kratsi vzdalenost, proto

se hodnoty piepisuji. Podproblém se vyhodnocen za vyfeSeny a pokracuje se na dalsi. Pti
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zkoumani uzlu F se dochazi ke konci, nebot jeho nenavstiveny soused nam nenabizi Zadnou
dalsi moznou cestu. ZapiSou se tedy hodnoty a algoritmus dosel do konce.

2(C) 2(C)
=0 %

Graf €. 7 - Ukazka zkouméni po-

Graf €. 6 - Ukazka zkouméni po-

¢ateéniho uzlu E pomoci Dijk- catecniho uzlu F pomoci Dijk-

. strova algoritmu
strova algoritmu

Vystupem je graf, ve kterém jsou zobrazené vSechny minimalni vzdalenosti od uzlu 0
k ostatnim. Muze byt dano, Ze je potieba védét cestu z uzlu A do uzlu G. Z pohledu dyna-
mického programovani pak staci ucinit zpétnou konecnou kontrolu. Zacina se zuzlu G a
podle uvedenych hodnot v zavorkdch se oznacuji jednotlivé hrany k uvedenym uzlim.
Timto postupem je mozné se dostat az k pocate€nimu uzlu A. Problém vyhleddni minimalni
cesty z uzlu A do uzlu G je tak vyfesen, diky rozloZeni na jeho podproblémy. [7, s. 154-155;
2,s.146-149; 8, s. 104]

Graf ¢. 8 - Ukazka minimdlni cesty z uzlu A do uzlu G pomoci Dijkstrova algo-

ritmu

3.2 Bellman-Fordiv algoritmus

Bellman-Fordiiv algoritmus je algoritmus, ktery po€ita nejkratsi cesty z jednoho pocate¢niho

vrcholu do vSech ostatnich vrcholti vazeného grafu. Je pomalejsi nez Dijkstrav algoritmus
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pro stejny problém, ale je univerzalngjsi, protoze je schopen zpracovat grafy, v nichz jsou
nékteré vahy hran zaporna Cisla. Algoritmus je pojmenovan po Richardu Bellmanovi a Les-
teru Fordovi mladSim, ktefi jej publikovali v roce 1958 a 1956. Variantu algoritmu publiko-
val v roce 1959 také Edward F. Moore, a proto se nékdy nazyva také Bellman-Ford-Mooretiv

algoritmus.

Zaporné vahy hran se vyskytuji v riznych aplikacich grafi. Proto je tento algoritmus uzi-
te¢ny. Pokud graf obsahuje "zaporny cyklus" (cyklus, jehoz soucet hran je zaporny), ktery
je dosazitelny ze zdroje, pak neexistuje zadna nejlevnéjsi cesta: kazda cesta, ktera ma bod
na zaporném cyklu, miize byt zmensena jeste jednou prochazkou kolem zaporného cyklu. V

takovém piipadé muze Bellman-Fordiv algoritmus zéporny cyklus odhalit a ohlasit.

Bellman-Fordiiv algoritmus funguje na podobném principu jako Dijkstriv algoritmus. AZ
na tu vyjimku, ze misto prioritni fronty s haldou vyuziva Cistd fronta implementovéna pou-
hou tabulkou obsahujici v§echny vrcholy a k ném pfifazené hodnoty vzdalenosti od poca-
te¢niho uzlu. Celkové toto pole prochazi cyklem |V]-1krat, | V] tu vyjadiuje pocet uzli v grafu.
Kazdym cyklem kontroluje jednotlivé uzly, kontroluje jejich jednotlivé vzdalenosti ke svym
sousediim a pfi nalezeni mensi hodnot, stanovené hodnoty se zméni. Diky tomuto postupu
jeho ¢asova slozitost da uvést jako @( |V | * |E| ), kde |V]| se oznacuje jako pocet uzli a |E|

znédzornuje pocet hran v grafu. [8, s. 106-107; 6, s. 41-43]

3.2.1 Postup

Pro lepsi vysvétleni je uvazovano o nésledujicim orientovaném grafu (graf ¢.9) obsahujici
nekteré hrany se zdpornymi hodnotami. Pomoci Bellman-Fordova algoritmu lze najit
vSechny nejkratsi cesty z pocatecniho uzlu 0 do ostatnich uzll. V zacatku je zapotiebi si
vytvofit tabulku, do které budou zaneseny vSechny uzly spole¢né se zndmymi vzdalenostmi
k stanovenému pocatku v uzlu A. Vzdalenost pro uzel A zadana jako nulova, zatimco ostat-

nim stanovena vzdalenost «, nebot jsou zatim neznamé.
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Graf ¢. 9 — Graf pro ukdzku postupu Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 6 — Tabulkova realizace vzdalenosti od pocate¢niho uzlu

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 0 0 0 0 )
Celkovy pocet pottebnych iteraci pro algoritmus je dan jako [N|-1 z ¢ehoZz pro tento graf

vyplyva 5 iteraci (nebot’ graf je tvofen ze 6 uzlil) pro nalezeni v§ech minimélnich cest v grafu
bez negativniho zacykleni. Kazda iterace prozkoumava jednotlivé uzly zapsané v tabulce.
Pokud zkoumany uzel nema vzdalenost jdouci k nekone¢nu, pokracuje se na dalsi uzel v ta-
bulce. V prvnim kroku prvni iterace je zkouman uzel A. JelikoZ nemé vzdalenost jdouci
k nekonecnu, ovéfuji se jaké hodnoty lze pfipsat k jeho sousedim. Nova hodnota pfipiSe
k sousednimu uzlu do tabulky, pokud sectenim vzdalenosti zkoumaného uzlu a hodnoty
hrany jdouci k danému sousedovi je men$i neZ hodnota vzdalenosti daného souseda.

V tomto piipad¢ Ize vidét, ze zkoumédnim uzlu A ptepisujeme hodnoty u uzlti C, E a F.

Graf ¢. 10 - Ukdzka zkoumani uzlu A pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 7 — Ukéazka zmén po zkouméani uzlu A

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 0 -1 0 2 1
Pokracuje se tabulkou na uzel B. Ten ovSem nema piesn¢ danou hodnotu, proto se pokracuje

dal. U uzlu C prozkoumanim je zjiSténa hodnota pro uzel D. Déle se zjistuje, Ze souctem
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hodnoty uzlu C a hodnoty hrany jdouci k uzlu E je ziskdna mensi hodnota nez hodnota uzlu

E. Toto zjisténi je uvedeno do tabulky.

Graf ¢. 11 - Ukézka zkoumani uzlu C pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 8 - Ukazka zmén po zkoumani uzlu C

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 o | -1 4 -2 1
Pokracuje se na uzel D, ve kterém nedochazi k zddné¢ zméng. Ptejde se na uzel E. Zde na-

chazime mensi hodnotu pro uzel F. Zménu se zapiSe do tabulky.

Graf ¢. 12 - Ukazka zkoumani uzlu E pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 9 - Ukézka zmén po zkoumani uzlu E

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 o | -1 4 -2 0
Na uzlu F Ize vidét nalezeni hodnoty pro uzel B. Nalezend hodnota se pfipiSe uzlu B do

tabulky. DoSlo se na konec prvni iterace.
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Graf ¢. 13 - Ukazka zkouméani uzlu F pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 10 Uk4zka zmén po zkoumani uzlu F

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 4 -1 4 -2 0
Druh4 iterace probiha zase od zacatku tabulky. Zkoumanim uzlu A neni nalezena zadna

zména. Stejny piipad nastava i pti kontrole uzlu B. Stejné vysledky nastavaji i pti prizkumu
ostatnich uzlti az do konce druhé iterace. Po skonceni iterace l1ze ukoncit cely algoritmus,
nebot’ pokud jsou vykonany iterace pfi, které nedojde k zddnému piepisu vzdalenosti, pak
1ze konstatovat, Ze byly nalezeny vSechny nejkratsi cesty z uzlu 0 do ostatnich uzlt. Zaroven
algoritmus byl splnén do stanoveného poctu 5 iteraci, z ¢ehoZ vychazi, Ze graf neobsahuje

negativni zacykleni. [8, s. 107; 6, s. 42]

Graf ¢. 14 — Ukézka cesty z uzlu A do uzlu F

3.3 Floyd-Warshalluv algoritmus

Roku 1962 byl publikovan a formulovan americkym pocitacovym védcem Robertem Floy-
dem. Nicméné¢ celkovy postup algoritmu se shodoval s algoritmem od amerického pocitaco-
vého védce Stephen Warshall, publikovan stejného roku. Floyd-Warshalliiv algoritmus je

klicovym algoritmem v oblasti teorie grafl, ktery slouzi k nalezeni nejkratSich cest mezi



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 26

vSemi pary uzli v ohodnoceném orientovaném grafu. Tento algoritmus je efektivni zejména

pro grafy jak s kladnymi, tak i negativnimi hranami.

Floyd-Warshalltiv algoritmus je zaloZen na principech dynamického programovani a fesi
dany problém iterativn¢. Zakladni myslenkou je postupné aktualizovat tabulku vzdalenosti
mezi v§emi pary uzli tak, aby nakonec obsahovala nejkratsi vzdalenosti mezi v§emi dvoji-
cemi uzli. Algoritmus tak ma &asovou slozitost @(|V|3), kde |V| vyjadiuje pocet uzli v
grafu. Pro vypocet nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemi uzla je tedy algoritmus pomérné

efektivni, zejména pro mal¢ a sttedné velké grafy.

Jeho celkové uplatnéni mizeme nalézt v riznych oblastech, jako je naptiklad routovani v
sitovych systémech, hledani nejkratsich cest v dopravnich sitich, nebo optimalizace cest ve
logistice. Pfedevsim je algoritmus dalezitym néstrojem pro praci s ohodnocenymi oriento-
vanymi grafy. Jeho schopnost nalézt nejkratsi cesty mezi vS§emi pary uzli ho ¢ini uZite€nym
nastrojem pro feSeni riznych problémi v informatice a dalSich disciplindch. [8, s. 104-106;

7,s.156-158; 11, s. 37-38; 6, 5. 45-47; 2, s. 154]

3.3.1 Postup

Je predpoklada orientovany graf ¢.15 s N uzly a ohodnocenymi hranami. Kazd4 hrana ma
pritazenou vahu, ktera mtize byt jak kladna, tak zdporna. Pokud mezi uzly neexistuje hrana,

vaha je dana jako nekonecno. Jako nejdiive si prevedeme nas graf do tabulkového tvaru.

Graf €. 15 - Graf pro ukazku postupu Floyd-Warhallova algoritmu

Tabulka 11 - Tabulkova forma matice sousednosti pro graf ¢.14

0 1 2 3 4
0 0 -1 0 00 00
1 00 0 2 1 00
2 2 00 0 3 00
3 00 00 00 0 -1
4 00 00 -1 00 0
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V tabulkovém zapisu fadky predstavuji pocatecni uzly a konecné uzle jsou pak predstaveny
jednotlivymi sloupci. Pfikladem muze byt cesta z uzlu 0 do uzlu 1 jak 1ze vidét v grafu ¢.14.
Ptesnéji kdyz se piijde ze fadku nula do sloupce jedna, v dané buiice se nachazi stejna hod-
nota, ktera je vahou dané hrany v grafu ¢.14. Tuto tabulku je mozné si oznacit jako zdroj ze
kterého se budou brat hodnoty pro prvni iteraci. Pro tento ptfiklad je pojmenovana DIST.
Dale bude potieba veli€in i, j a k, kterd kazdd ma vlastni mnozinu hodnot {0, 1, ...|V|-1}.
Pro zjistovani hodnot bude potieba rovnice DIST[i][k] + DIST[k][j], hodnoty z této rovnice
budou pak davany do specidlni tabulky (pomDIST). Algoritmus zacina vytvofenim prvni
tabulky pro k = 0, veli¢iny i budou zastupovat jednotlivé fadky tabulky a veli¢iny j zastupuji

sloupce.

Tabulka 12 — pomDist pro k =0

J
k=0 0 1 2 3 4
0 0 -1 00 00 00
1 [e) -1 [e) [e) 00
i 2 2 1 00+ 2 00+ 2 00+ 2
3 [*4] o00-1 00 00 00
4 00 -1 [e) [e) [*)

A nyni zji$téné hodnoty nasi tabulky pro k=0 (pomDIST) se bude porovnavat s tabulkou
DIST. Pokud podminka DIST[x][y]> pomDIST[x][y] bude splnéna, dand hodnota
v DIST[x][y] se ptepiSe hodnotou z pomDIST[x][y]. Pfikladem muze byt:

DIST [2][1]> pomDIST [2][1] DIST [1][2]> pomDIST [1][2]
o> ] 2> 00
Podminka je splnéna Podminka neni splnéna

Zmény v tabulce se budou vyznacovat pro lepsi orientaci. [7, s. 158; 6, s. 46-48; 2, s. 154]

Tabulka 13 — DIST po prvni iteraci

0 1 2 3 4
0 0 -1 00 00 00
1 00 0 2 1 00
2 2 1 0 3 0
3 ) 00 00 0 1
4 00 00 -1 0 0

Ted’ upravenou tabulku DIST Ize pouzit pro dalsi iteraci. Nyni se vytvoii tabulka pro k=1:
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Tabulka 14 - pomDist pro k =1

J
k=1 0 1 2 3 4
0 -1 -1 1 0 -1
1 o 0 2 1
i 2 co+1 1 3 2 co+1
3 0 0 00+2 oo+ 1 00
4 0 0 00+2 oo+ 1 00

Vysledna tabulka DIST po srovnani s pomDIST:

Tabulka 15 - DIST po druhé iteraci

0 1 2 3 4
0 0 -1 1 0 00
1 o 0 2 1 o0
2 2 1 0 2 00
3 00 00 00 0 -1
4 ® ® 1 ® 0
Nyni se vytvofi tabulka pro k=2:
Tabulka 16 - pomDist pro k =2
j
k=2
0 1 2 3 4
0 3 2 1 3 o+1]
1 4 3 2 4 00+ 2
i 2 2 1 0 2 00
3 oo+ 2 oo+ 1 00 00+ 2 00
4 1 0 -1 1 00-1
Vysledna tabulka DIST po srovnani s pomDIST.
Tabulka 17 - DIST po tfeti iteraci
0 1 2 3 4
0 0 -1 1 0 00
1 4 0 2 1 00
2 2 1 0 2 00
3 00 00 00 0 -1
4 1 0 -1 1 0
Nyni se vytvofi tabulka pro k=3.

Tabulka 18 - pomDist pro k =3
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0 o o 0 0 -1
1 o+ 1 o+ 1 o+ 1 1 0
i [ 2 | o+2 | w+2 | w+2 2 1
3 o o 0 0 -1
4 o+ 1 o+ 1 o+ 1 1 0
Vysledna tabulka DIST po srovnani s pomDIST:
Tabulka 19 - DIST po ctvrté iteraci

0 1 2 3 4

0 0 -1 1 0 -1

1 4 0 2 1 0

2 2 1 0 2 1

3 00 00 00 0 -1

4 1 0 -1 1 0

Nyni se vytvoii tabulka pro k=4.
Tabulka 20 - pomDist pro k =4
i

k=4 0 1 2 3 4
0 0 -1 -2 0 -1
1 1 0 -1 1 0
i 2 2 1 0 2 1
3 0 -1 -2 0 -1
4 1 0 -1 1 0

Vysledna tabulka DIST po srovnani s pomDIST a zérovenn ukonceni vSech iteraci Floyd-

Warhallova algoritmu. Nyni tabulka DIST obsahuje minimalni vzdalenosti mezi jednotli-

vymi dvojicemi uzl v grafu.

Tabulka 21 — Tabulka DIST po ukonceni Floyd-Warhallova algoritmu

0 1 2 3 4
0 0 -1 -2 0 -1
1 1 0 -1 1 0
2 2 1 0 2 1
3 0 -1 -2 0 -1
4 1 0 -1 1 0
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4 TEORIE GRAFU

Nasledujici kapitole se zabyva definici a celkovym popisem teorie grafii a pokousi se nastinit
prostiedi na které jsou algoritmy z dynamického programovani spjaté. Celkovou myslenkou

je vysvétlit zakladni pojmy pro lepsi chépani ostatnich ¢asti této prace.

4.1 Zakladni pojmy

Je dobré zacit tim, ze graf v matematice je chapan jako nejcastéjsi grafické zndzornéni funkc-
nich zévislosti. Zatim co grafem v teorii grafii jsou chapany objekty popsané mnozinou vr-
cholll a mnozinou hran. Celkové se prosty graf (nazveme si ho grafem G) dé popsat jako
dvojice (V, H), kde V je dano jako mnozina vrcholt grafu G a H € V2 UP2(V)UV je mnoZi-

nou hran grafu G.
V2=V XV ={(v,v,)|vy =v,,v, EV,v, EV}
P,(V) = {(vy,v2)|vy = vp, v EV, v, EVY
{(v, V)|V =vy, v EV,V, €EV}={V|VvE V}

Nutno podotknout, Ze mezi dvéma vrcholy miiZe existovat vice hran téhoz typu (napf.
paralelni vedeni). V definici prostého grafu tato varianta neni zachycena, nebot’ v ma-
tematice je mnozina definovana jako vycet navzajem riiznych prvka. Z tohoto hlediska

je potom potireba uvést obecnéjsi definici grafu.

Dale tu mame obecny graf, ktery se da definovat jako trojice (V, H, €), kde V je uvedené
jako mnoZina vrcholt grafu G a € je definovano jako zobrazeni incidence, [10, s. 95-100;

6,5.9; 11, s. 5-7]

eH—oV2UuP,(V)UV.

4.1.1 Grafické znazornéni orientace:

Vrcholy grafu graficky znazoriiujeme jako body nebo krouzky a hrany jsou znazorfiovany
jako ¢ary spojujici dané vrcholy. V orientovanych grafech jsou k hranam ptidany Sipky od
pocatecniho ke koncovému vrcholu pro znazornéni sméru. Celkovy rozdil mezi orientova-
nym a neorientovanym grafem je ten, Ze u orientované¢ho grafu mame presné stanoveno,
jakym smérem se uchyluje dana hrana. Zatimco u neorientovaného grafu mizeme stanovit,

ze smér hrany spojujici dva dané uzly je oboustranny. [7, s. 123-127; 11, s. 5-7]
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() ) C s

Graf ¢. 16 — Orientovana graf (vlevo) a neorientovany graf (vpravo)

4.1.2 Ohodnoceny graf:

Daéle to mdme moznost pfifazeni ¢iselnych (nebo jinych) hodnot k hranam. Graf, ve kterém

se nachazi hrany s pfirazenymi hodnotami, se nazyva ohodnoceny graf. [11, s. 5-7]

Graf ¢. 17 — Ohodnoceny graf

4.2 Casova slozitost

Anglicky time complexity z pohledu teorie grafli je dano jako nejdelsi ¢asova doba vypoctu,
ktery algoritmus zabere pfi vstupu velikosti n. Z ¢ehoz se d4 vyvodit, ze ¢as vypoctu pfi
nejméné priznivém piipadu, se stava urcitou funkci f pro Cisla n. Z téchto poznatkl jde pak
urcit piiblizny pocet operaci, ktery algoritmus bude pottebovat. Z pohledu matematické in-
formatiky miizeme Casovou sloZzitost oznacit jako pocet strojového ¢asu potiebného pro béh
algoritmu. Dale si mizeme k tomuto i uvést pamétovou slozitost, které¢ vyjadiuji celkové

pamét'oveé naroky nebo potteby programu.

Nicméné tu musime uvazovat s moznosti, Ze celkovy vypocet f(n) se vyjevi dost slozité.

Proto je doporucené pti odhadovani ¢asového vypoctu se hlavné zamétovat na dominantni
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slozku ve funkci f(n), ve kterém jsou stanoveny meze, v nichZ se provedeni vypoctu pohy-
buje. To ndm celkove implikuje myslenku o asymptotickém odhadu. Pfi asymptotickém od-
hadu se vySetfovana funkce f(n) porovnava s jednodussi funkci g(n), kterd ur¢uje mez pro

provedeni vypoctu. [11, s. 8-9; 2, 5. 39-52; 8, s. 5-19]

4.3 Reprezentace grafu

Jednotlivé formy zapisu budou reprezentovany na tomto grafu:

Graf ¢. 18 - Graf pro zobrazeni jednotlivych reprezentacich

4.3.1 Seznam uzli a hran

Mnoziny uzli a hran grafu jsou uvedeny ve form¢ seznamu. Mnozina uzli je popsana pros-
tym vypisem prvki. Mnozina hran je zase popsdna jako seznam uspotfadanych trojic, pies-
néji kazda trojice je tvofena ndzvem hrany, pocatecnim a koncovym uzle. U orientovaného

grafu je dalezité dodrzet spravné potadi. [6, s. 19]
Uzly: A,B,C,D, E

Hrany: (h1, A, B), (h2, B, D), (h3, C, A), (h4, E, C), (h5, E, D), (h6, E, A), (h7, D, A)

4.3.2 Seznam okoli vrchola

MnozZiny uzll jsou vypisovany jako u pfedchoziho zplsobu, jenom maji k sobé pfipsané
hrany, pro které jsou pocatecnim uzlem. Kazda hrana je pfipsand ke svému pocatecnimu

uzlu a mé u sebe uvedeny koncovy uzel. [6, s. 20]
A: (hl, B)

B: (h2, D)
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C: (h3,A)
D: (h7, A)

E: (h4, C), (h5, D), (h6, A)

4.3.3 Matice incidentu

Matice incidenti je matice popisujici vztahy mezi hranou a jejim koncovym uzlem. Tabul-
kovym zapisem se mnozina uzli udava pro fddkové hodnoty a hrany zase pro sloupcové

hodnoty. Hodnoty v matici pak udavaji vztah mezi uzlem a hranou. [6, s. 22; 11, s. 10]
e [ =1, vneorientovany grafu je uzel incidentni s hranou, v orientovany grafu je uzel
pocatecni pro hranu
e [ =0, uzel neni incidentni s hranou
e [ =-1,v orientovany grafu je uzel koncovy pro hranu
Tabulka 22 — Matice incidentt grafu ¢.18

I hi h2 h3 h4d h5 h6 h7

Al 1 0 -1 0 0 -1 -1
B| -1 1 0 0 0 0 0
C| O 0 1 -1 0 0 0
D| O -1 0 -1 0 1
E| O 0 0 1 1 1 0

4.3.4 Matice sousednosti

Matice sousednosti je matice zachycujici sousedici uzly. Pfesné€ji mnoZzina uzli vyjadiuje
hodnoty pro fadky i sloupce a hodnota v tabulce udava vztah dvojce uzli. Zapis je vzdy

formou Ctvercové matice. [6, s. 20; 11,s. 11]

e Si =1, vneorientovaném grafu jsou uzly u; a u; sousedici, v orientovaném grafu z
uzlu u; vede cesta do uzlu u;
e Si =0, v neorientovaném grafu nejsou uzly u; a u; sousedici, v orientovaném grafu z

uzlu u; nevede cesta do uzlu u;

Tabulka 23 - Matice sousednosti grafu ¢.18

S

moOO m>

RlRrR|O|lO[>
o|lo|o|o|r|w
o|lo|o|lo|o|m

R|O|lO|O|O

R|OO|Rr|O
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S PYTHON

5.1 Historie Pythonu

Python je vysokouroviovy, interpretovany programovaci jazyk, ktery vytvotil Guido van
Rossum a poprvé byl vydan v roce 1991. Jazyk je znamy svou jednoduchosti, ¢itelnosti kodu
a silnou komunitou. Od svého vzniku prosel fadou vyvojovych fazi a stal se jednim z ne-

joblibenéjsich programovacich jazyktl na svété. [13; 14]

5.2 Filozofie Pythonu

Filozofie Pythonu, ¢asto oznacovana jako "Zen Pythonu", obsahuje soubor zésad a hodnot,
které vedou vyvojare k psani kodu, ktery je Citelny, elegantni a efektivni. Mezi tyto zasady
patii jednoduchost, explicitnost, krasny je lepsi nez osklivy, a prakti¢nost pted dokonalosti.

[13; 14]
5.3 Charakteristiky a vlastnosti Pythonu

5.3.1 Dynamické typovani

Python je dynamicky typovany jazyk, coZ znamena4, Ze datové typy jsou pfifazeny promén-
nym za béhu programu a nemusi byt explicitné deklarovany. To zjednoduSuje psani kodu a

umoziuje rychlejsi vyvoj. [13; 14]

5.3.2 Interpretovany jazyk

Python je interpretovany jazyk, coz znamena, Ze kdd neni ptedem kompilovéan do strojového
kodu, ale spousti se pifimo interpretaci zdrojového kodu. To usnadiiuje vyvoj a ladéni kodu,

ale muze snizit rychlost vykonu. [13; 14]

5.3.3 Multi-paradigmaticky jazyk

Python podporuje rtizna programovaci paradigmaty, véetn¢ imperativniho, objektovée orien-
tovaného a funkcionalniho programovani. To umoziuje vyvojarim psat kod ve stylu, ktery

nejlépe vyhovuje danému problému. [13; 14]
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5.4 Syntaxe a zakladni koncepty

5.4.1 Datové typy a struktury

Python nabizi Sirokou skalu vestavénych datovych typt, véetné seznamii, slovnikii, mnozin
a n-tic. Tyto datové struktury umoznuji efektivni manipulaci s daty a usnadnuji implemen-

taci riznych algoritmd. [13; 14]

5.4.2 Kontrolni struktury

Python podporuje bézné kontrolni struktury, jako jsou podminky (if-else), smycky (for,
while) a fidici konstrukce (break, continue). Tyto struktury umoznuji programatorim fidit

tok programu a provadét riizné operace v zavislosti na podminkéch. [13; 14]

5.4.3 Funkce a moduly

Funkce jsou zdkladni stavebni bloky v Pythonu, které umoziuji znovupouzitelnost koédu a
organizaci programu do logickych bloki. Moduly jsou soubory obsahujici funkce, tidy a

proménng, které mohou byt importovany do jinych ¢asti programu. [13; 14]
5.5 Python ve vyvoji softwaru

5.5.1 Vyuziti Pythonu

Python je Siroce vyuzivan ve vyvoji softwaru, véetné webovych aplikaci, analyzy dat, stro-
jového uceni, automatizace, védeckého vyzkumu a dalSich oblasti. Jeho jednoducha syntaxe

a bohaté knihovny usnadiuji vyvoj v mnoha riiznych odvétvich. [13; 14]

5.5.2 Knihovny a frameworky

Python mé bohaty ekosystém knihoven a frameworki, které umoznuji vyvojartim rychle
vytvaret sofistikované aplikace. Mezi popularni frameworky patii Django a Flask pro we-
bové aplikace, TensorFlow a PyTorch pro strojové uceni a NumPy a Pandas pro analyzu dat.

[13; 14]

5.5.3 Testovani a ladéni

Python ma silnou podporu pro testovani kddu a ladéni aplikaci. Existuji rGzné néstroje a
frameworky, jako jsou unittest a pytest, které umoznuji psat a spoustét testy jednotek,

integracni testy a testy pfijeti. [13; 14]
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5.6 Vyhody a omezeni Pythonu

5.6.1 Vyhody Pythonu

Mezi hlavni vyhody Pythonu patfi Citelnost kodu, jednoducha syntaxe, bohaty ekosystém
knihoven, multi-paradigmaticky charakter a silnd komunita. Tyto vlastnosti ¢ini Python ob-

libenym volbou pro vyvoj softwaru. [13; 14]

5.6.2 Omezeni Pythonu

Mezi omezeni Pythonu patfi relativné pomaly vykon ve srovnani s nékterymi jinymi jazyky,
omezena podpora pro nékteré oblasti vyvoje a zavislost na externich knihovnach pro nékteré

pokrocilé funkce. [13; 14]
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II. PRAKTICKA CAST
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V nasledujici praktické ¢asti budou provedeny programova realizace jednotlivych algoritmii
v programovacim jazyce Python. Nésledné ke kazdému jednotlivému algoritmu budou vy-

pracovany studijni ptiklady s postupem.
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6 DIJKSTRUV ALGORITMUS
Podle definice se da algoritmus realizovat jako:
T=0
d[s]=0aVveV\{s}:dv]=w
V v € V : odkud[v] = nil
vytvor prioritni frontu H z vrchola V s prioritami d[v]
while fronta H neprazdna do
v =DELETE MIN(H) {vyber netrvaly vrchol s nejmensim d[v]}
T:=TU {v}
for each vw € E do
if dfw] > d[v] + c(vw) then
d[w] =d[v] + c(vw)
odkud[w] =v

DECREASE KEY(H, w) {aktualizuj haldu}

6.1 Programova realizace
Programova realizace v jazyce Python:
import heapq

Implementaci algoritmu v jazyce Python importujeme knihovnu heapq pro usnadnéni prace

s haldou.

def dijkstra(graph, start):
distances = {vertex: float('infinity') for vertex in graph}
distances|[start] = 0

priority _queue = [(0, start)]
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V prvni ¢asti funkce si ptipravime pole pro vysledné vzdalenosti od naseho pocatecniho
bodu. Obsahuje ndzvy vSech uzli a jejich vzdalenosti od zac¢atku. Definujeme vzdalenost

v pocatku jako nulovou a vytvofime si frontu priority.
while priority queue:
current_distance, current_vertex = heapq.heappop(priority queue)

Nasleduje cyklus, jenz bude prochazet frontu priorit. Cyklus za¢ina vyjmutim prvniho ¢lenu
z haldy fronty priorit skladajici se z vzdalenosti od zacatku (current distance) a momentalni

uzel (vertex).
if current_distance > distances[current_vertex]:
continue
for neighbor, weight in graph[current vertex].items():
distance = current_distance + weight
if distance < distances[neighbor]:
distances[neighbor] = distance
heapq.heappush(priority queue, (distance, neighbor))

Nasledujici for cyklus prochdzi sousedy zvoleného uzlu (current vertex). Pokud je vzdale-
nost od current_vertex mensi, nez vzdalenost, kterou ma soused, sousedni uzel dostane no-

vou hodnotu pro vzdalenost a je pfidan do fronty priorit.

return distances

6.2 Priklady

6.2.1 Priklad 1

Je dan neorientovany graf .19 s 25 vrcholy. Ukolem bude najit nejkratsi cestu z uzlu A do

uzlu Y za pomoci Dijkstrova algoritmu.
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Graf €. 19 pro priklad 1 aplikace Dijkstrova algoritmu

Uzel A je pocatkem a k jeho sousedicim uzliim se zapiSe vzdalenost hrany, kterou maji uzly
spole¢nou. Zaroven se doplni, ze kterého uzlu byla vzdalenost brana. Cyklus pokracuje tak,

ze uzel A se oznaci za prozkoumany a ptjde se na nejblizsi uzel.

Graf ¢. 20 — krok 1 Dijkstrova algoritmu

Dal$im zvolenym uzlem bude uzel B, nebot’ m4 mensi vzdalenost od uzlu A nez uzel C od

uzlu A. Provede se zde ta samé operace jako byla provedena u uzlu A, jenom je potieba si

wvewr

k uzlu B. (Graf €.21)
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Graf ¢. 21 - krok 2 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici fazi se zjistilo, Ze vzdalenost z uzlu C do uzlu D je krat§i neZ vzdalenost z uzlu

B do uzlu D. Dojde tedy k ptepisu informace a pokracuje se dal.

Graf ¢. 22 — krok 3 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od pfedchoziho prozkoumaného uzlu uzel D.

Oznaci se jako prozkoumdany a k jeho neprozkoumanym sousediim se piidé informace.
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Graf ¢. 23 — krok 4 Dijkstrova algoritmu
V nasledujici fazi mé nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel E a
uzel H. Pro tento ptiklad se zvoli uzel E. Zaznamena se jako prozkoumdany a k jeho nepro-

zkoumanym sousedliim se ptida informace.

Graf ¢. 24 — krok 5 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi méa nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel H. Za-

znamena se jako prozkoumdany a k jeho neprozkoumanym sousediim se pfidd informace.
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Graf ¢. 25 — krok 6 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od piedchoziho prozkoumaného uzlu uzel F. Za-

znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se pfid4 informace.

Graf €. 26 — krok 7 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici f4zi ma nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel G. Za-

znamena se jako prozkoumdany a k jeho neprozkoumanym sousediim se pfidd informace.
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Graf ¢. 27 — krok 8 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici fazi méa nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel J. Za-

znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se piida informace.

Graf ¢. 28 — krok 9 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici f4zi ma nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel Q. Za-

znamena se jako prozkoumdany a k jeho neprozkoumanym sousediim se pfidd informace.
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Graf €. 29 - krok 10 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici f4zi ma nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel O. Za-

znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se piida informace.

Graf ¢. 30 - krok 11 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel 1. Za-
znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se ptida informace.

Dochazi tady k pfepisu informaci na uzlu N.
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Graf ¢. 31 - krok 12 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od pfedchoziho prozkoumaného uzlu uzel L. Za-

znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se piida informace.

Graf ¢. 32 - krok 13 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi méa nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel K. Za-
znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se ptida informace.

Dochazi tady k ptepisu informaci na uzlu M.
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Graf €. 33 - krok 14 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici f4zi mé nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel M. Za-

znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se pfid4 informace.

Graf ¢. 34 - krok 15 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od predchoziho prozkoumaného uzlu uzel S. Za-

znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se pfida informace.

8(E) 11(G),

O

Graf ¢. 35 - krok 16 Dijkstrova algoritmu
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V nasledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od piredchoziho prozkoumaného uzlu uzel N. Za-
znamena se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim se ptida informace.
Dochazi tady k piepisu informaci na uzlu U. Dale pfi zkoumani uzlu R nedochazi k zadné

zméné u jeho sousedl. Zaznamena se jako prozkoumany

Graf ¢. 36 - kroky 17 a 18 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od pfedchoziho prozkoumaného uzlu uzel P.

Oznaci se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim piiddme informace.

Graf ¢. 37 - krok 19 Dijkstrova algoritmu

V nasledujici fazi ma nejmensi vzdalenost od piedchoziho prozkoumaného uzlu uzel T.
Oznaci se jako prozkoumany a k jeho neprozkoumanym sousediim neménime nic. Voli se
pak uzel W, ktery se oznaci za prozkoumany a zménime informace u uzlu X. Uzel U se

oznaci za prozkoumany, protoZe uz se nedd, kam pokracovat. (Graf ¢.38)
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Graf ¢. 38 - kroky 20, 21 a 22 Dijkstrova algoritmu

V nésledujici fazi se zkouma uzel V. Oznaci se jako prozkoumany a k jeho neprozkouma-
nym sousediim zméni se informace. Voli se pak uzel X, ktery se oznaci za prozkoumany a
neméni se nic. V kone¢né fazi se doslo na uzel Y, ze kterého se nelze se nijak posunout dal.

Oznacdi se to tedy za prozkoumany.

Graf €. 39 - kroky 23 a 24 Dijkstrova algoritmu

Ve zpétném cyklu se jde z uzlu Y podle informacich, které maji jednotlivé uzly napsané u
sebe. Ptikladem tedy je, ze z uzlu Y se piejde na uzel V. Jednotlivé navstivené uzly se oznaci
a postupuje se, dokud se nedojde do pocatku v uzlu A. Po ukonceni cyklu jako vysledek

vzejde nalezena cesta grafem sité z uzlu A do uzlu Y. (Graf ¢.40)
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Graf ¢. 40 — Vysledna nejkratsi cesta meziuzly AaY

Vstup programové realizace:

graph = {'A": {'B": 2,'C": 3}, 'B" {'A": 2,'D": 4, 'E": 5},'C": {'A": 3,'D": 1, 'H": 4}, 'D": {'C" 1,
‘B 4,'F:2,'T: 8}, 'E" {'B"5,"F:7,'G" 1}, 'F: {'E" 7,'K": 6,'": 3,'D": 2},'G" {'Q": 3, 'K"
8 'E:1},'H": {'C":4,'T:7,'L": 5}, T: {'D":8§,"J: 4, "N 3,'H": 7},"J: {'F': 3,'M": 5,'0": 2, 'T":
41,'K': {'M" 1,'G" 8, 'F": 6,'R": 5}, 'L": {'H": 5,'N'":6,'S" 2}, M" {'K": 1,'T": 3,'P": 6,']": 5},
N {T:3,'0"8,'U:4,'L":6},'0" {J:2,P:4,"W" 6, N: 8}, 'P: {M"6,'V:4,'X"5,'0"
41,'Q" {'G" 3, R":4},'R": {'T"2,'Q": 4,'K": 5},'S" {'L": 2,'U" 7},'T": {M"3,'V":7,'R": 2},
Ut {'S"7,'N:4,'W" 6},'V: {'P:4,'T:7,'Y" 1}, " W: {'U: 6,'0" 6, X" 2}, 'X" {'W" 2,
P15, 31, Y {X" 3,V 1}

Vystup programové realizace:

{'A" 0,'B:2,'C:3,'D":4,'E": 7,'F: 6,'G" 8, 'H: 7, T: 12,'J": 9,'K": 12,'L": 12, 'M": 13, 'N":
15,'0" 11,'P": 15,'Q" 11,'R": 15,'S": 14, 'T": 16, 'U": 19, 'V": 19, 'W': 17, 'X": 19, 'Y": 20}
6.2.2 Priklad 2

Je dan neorientovany graf ¢.41 s 12 uzly. Ukolem bude najit nejkrati cestu z uzlu A do uzlu

H pomoci Dijkstrova algoritmu.
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Graf €. 41 pro ptiklad 2 aplikace Dijkstrova algoritmu

Zacne se pruzkumem pocatecniho uzlu A. K jeho sousediim se zapisSe vzdalenosti od poc¢atku
(hodnota vzdalenosti + hodnota hrany k danému sousedu). Zkoumany uzel se odebere
z fronty a piida se do ni jeho sousedy uzel B a uzel C. Piechazi se na uzel B, nebot’ ma

nejkrats§i hodnotu ve fronté.

Graf €. 42 — krok 1 Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim uzlu B se zjisti, Ze hodnoty se méni pouze v sousednim nenavstiveném uzlu E.
Uzel B se odebere z fronty a oznaci se za navstiveny. Pak se ptida uzel E do fronty. Piejde

se na uzel C.
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Graf ¢. 43 - krok 2 Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim uzlu C se nalézaji hodnoty pro sousedni nenavstivené uzly D a F. Uzel C se
odebere z fronty a oznaci se za navstiveny. Dale se pfidaji uzly D a F do fronty. Piejde se na

uzel F.

Graf ¢. 44 - krok 3 Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim uzlu F se nalézaji hodnoty pro sousedni nenavstivené uzly G a H. Uzel F se
odebere z fronty a zaznamena se jako navstiveny. Dale se ptidaji uzly G a H do fronty. Piejde

se na uzel D.

5A) 0(-)

Graf ¢. 45 - krok 4 Dijkstrova algoritmu
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Zkoumanim uzlu D se neziské zadné nejmensi hodnoty pro jeho sousedni nenavstivené uzly.
Uzel se odebere z fronty a oznaci za navstiveny. Pfejde se na uzel E. Zkoumanim tohoto
uzlu se ziskava hodnota pro uzel 1. Uzel E se odebere z fronty a oznaci za navstiveny. Dale

se ptida uzel I do fronty. Piejde se na uzel G.

5A) 0(-)

Graf €. 46 - kroky 5 a 6 Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim uzlu G se ziskd hodnota pro uzel J. Uzel G se odebere z fronty a oznaci za

navstiveny. Dale se pfida uzel J do fronty. Pfejde se na uzel H.

5A) 0(-)

Graf €. 47 - krok 7 Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim uzlu H se naléza hodnota pro uzel L. Uzel H se odebere z fronty a oznaci za

navstiveny. Ddle se pfida uzel L do fronty. Pfejde se na uzel J.
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Graf ¢. 48 - krok 8 Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim uzlu J nedojde k nalezeni zddné nejmensi hodnoty pro jeho sousedni nenavsti-
veny uzel. Uzel se odebere z fronty a oznadi za navstiveny. Piejde se na uzel I. Zkoumanim
tohoto uzlu se nalezne hodnota pro uzel K. Uzel I se odebere z fronty a oznaci za navstiveny.

Dale se ptida uzel K do fronty. Pfejde se na zbyvajici uzly.

s 00

Graf ¢. 49 — posledni kroky Dijkstrova algoritmu

Zkoumanim zbylych uzll se pfichdzi k zavéru, Ze nedochazi ke zméné uvedenych hodnot.
Proto se zaznaci jako navstivené a algoritmus dochéazi svého konce. Ted’ uZ se jenom pro-
vede zpétny krok nalezeni cesty. Z uzlu H se piijde na uzel uvedeny v zavorkach. Timto

postupem u kazdého uzlu se dojde az do uzlu A.

5A) 0(-)
17(B)

Graf ¢. 50 — Vysledna nejkratsi cesta mezi uzly A a H
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Stejnym postupem lze najit cestu z uzlu A do uzlu J napiiklad:

5A) 0(-)

Graf €. 51 - Vysledna nejkratsi cesta mezi uzly A aJ
Vstup programové realizace:
graph = {
‘A" {'B": 5,'C" 6}, 'B": {'A":5,'C" 10, 'E": 12},'C": {'A": 5,'D": 10, 'B": 10, 'F": 8}, 'D": {'C"
10,'G" 7,'E": 9}, 'E": {'B" 12,'D": 9, 'T": 13}, 'F": {'G": 5,'C": 8, 'H": 11},'G" {'D": 7,"F": 5,']"
9,'H": 13}, 'H": {'L": 10, 'G": 13, 'F": 11}, 'T: {'"E": 13,'J": 12, 'K": 5}, 'J": {'T 12,'G": 9}, 'K"
{T:5,'L": 6},'L": {'H" 10,'K": 6}
h

Vystup programové realizace:

{'A" 0,'B"5,'C: 6,'D":16,'E" 17, 'F": 14,'G" 19, 'H": 25, 'T": 30, 'J": 28, 'K": 35, 'L": 35}
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7 BELLMAN-FORDUV ALGORITMUS

Pseudokdd:

procedure BellmanFord (graph, source):
distance[source] := 0
for each vertex v in graph:
if v # source:
distance([v] := infinity
for i from 1 to size(graph)-1:
for each edge (u, v) in graph:
if distance[u] + weight(u, v) < distancelv]:
distance[v] := distance[u] + weight (u, v)
predecessor[v] := u
for each edge (u, v) in graph:
if distance[u] + weight(u, v) < distancelv]:
return "Graph contains a negative-weight cycle"
return distance, predecessor

Kde:

e graph je graf reprezentovany matici sousednosti nebo seznamem hran,

e source je po¢atecni vrchol, pro ktery hledame nejkratsi cesty,

e distance je pole, které uchovava vzdalenosti od pocate¢niho vrcholu ke kazdému
jinému vrcholu,

e predecessor je pole, které uchovava informace o predchidcich na nejkratSich
cestach,

e weight (u, v) je vaha hrany mezi vrcholy u a v.

Tento pseudokod provadi relaxaci vSech hran ve vSech iteracich az do dosazeni optimal-
nich hodnot. Poté se kontroluje, zda graf neobsahuje zaporny cyklus.

7.1 Programova realizace

Programova realizace v jazyce Python:

def bellman_ford(graph, src):
vertices = len(graph)
dist = {vertex: float('infinity') for vertex in graph}
dist[src] =0

Program zacina vytvofenim konstanty urcujici pocet uzli v grafu a datové struktury dist.
Dist slouZi jako dictionary, kde uzel slouZi jako key faktor. Kazdému uzlu v dist je pfifazena

hodnota vzdalenosti 0. Po¢ate¢nimu uzlu pfifadime hodnotu nula.
for _in range(vertices - 1):

for u in dist.keys():
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for v, w in graph[u].items():
if dist[u] != float('infinity") and dist[u] + w < dist[v]:
dist[v] = dist[u] + w

Algoritmus probiha ve tfech for cyklech. Prvni for cyklus bézi podle dané podminky, kolik
iteraci algoritmus potiebuje pro nalezeni cesty. Druhy for cyklus bere nazvy uzl z dictio-
nary dist. Tteti cyklus si z dictionary graph bere nazvy a hodnoty hran sousednich uzla po-
moci nazvu zkoumaného uzlu. Pak se kontroluje, jestli zkoumany uzel méa hodnotu a jestli
soucet hodnoty zkoumaného uzlu s délkou hrany je mensi nez hodnota v sousednim uzlu.

Pokud je podminka splnéna dojde k ptepisu hodnoty v sousedicim uzlu.
for u in dist.keys():
for v, w in graph[u].items():
if dist[u] != float('infinity') and dist[u] + w < dist[v]:
print("Negativni zacykleni")
return
Nasledujici dva for cykly slouzi pouze kontrolu, jestli graf neobsahuje negativni zacykleni.
print_solution(dist)
Funkce pro vypis vystup.
def print_solution(dist):
for k, 1 in dist.items():

print(k +": ' + str(1))
7.2 Piklady

7.2.1 Priklad 1

Je zadan orientovany graf sité s 13 vrcholy (graf ¢.52). Ukolem bude najit nejkratsi cesty
zuzlu A do ostatnich uzld za pomoci Bellman-Fordova algoritmu. Ke grafu se vytvofi ta-
bulka se svymi vzdalenostmi od pocatec¢niho uzlu. Pfi startu algoritmu se vzdalenosti vSech

ostatnich uzli ptedpoklada jako nekonecno. (Tabulka 24)
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Graf €. 52 pro ptiklad 1 aplikace Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 24 - Tabulka vzdalenosti od poc¢ate¢niho uzlu

Uzel A | B|C|D/|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 0 o o o 0 0 o0 o0 o 0 0 0

Jednotliva iterace v cyklu probihd v tom, Ze se postupuje podle zadané tabulky a zapisuje se
nejmensi hodnota vzdélenosti. Jako prvni je oznacen uzel A. ZapiSou se vzdalenosti k jeho

sousedim do tabulky 25.

Graf €. 53 - Zkoumani uzlu A pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 25 — Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu A

Uzel A | B | C|D]|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 0 o o 0 o0 o0 0 0 0 0
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Déle néasleduje v tabulce uzel B. Do tabulky se zapiSou nejmensi vzdalenosti k sousediim,

kam smétuje. (Tabulka 26)

Graf ¢. 54 - Zkouméani uzlu B pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 26 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu B

Uzel A | B | C|D/|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 0 0 0 00 0 0 0 0

Dale nasleduje v tabulce uzel C. Do tabulky se zapiSe nejmensi vzdalenost k sousedovi, kam

smétuje. (Tabulka 27)

Graf ¢. 55 - Zkoumani uzlu C pomoci Bellman-Fordova algoritmu
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Tabulka 27 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu C

Uzel A | B | C|D]|E F | G| H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 w | -4 0 0 0 0 0 0

Dale nasleduje v tabulce uzel D. Do tabulky se zapise nejmensi vzdalenost k sousedovi, kam

sméiuje. (Tabulka 28)

Graf €. 56 - Zkoumani uzlu D pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 28 - Zmény vzdalenosti pti zkoumani uzlu D

Uzel A | B | C|D/|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 0 -4 o0 0 0 4 0 o0

Dale nasleduje v tabulce uzel E. Neméni se nic. Prejde se na uzel F, ktery nema danou vzda-
lenost. Pokracuje se na uzel G. Do tabulky se zapiSe nejmensi vzdalenost k sousedovi, kam

sméiuje. (Tabulka 29)

Graf ¢. 57 - Zkoumani uzlu G pomoci Bellman-Fordova algoritmu
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Tabulka 29 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu G

Uzel A | B | C|D|E F | G| H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 o | -4 0 0 -6 4 o0 0

Dale nasleduje v tabulce uzel H. Neméni se nic, nebot’ nema danou vzdalenost. Pfejde se na
uzel I, ktery ale také nemé danou vzdalenost. Pokracuje se na uzel J. Do tabulky se zapiSou

nejmensi vzdalenosti k sousediim, kam smétuje. (Tabulka 30)

Graf ¢. 58 - Zkouméni uzlu J pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 30 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu J

Uzel A | B | C|D/|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 0 -4 o0 -5 -6 4 0 -7

Dale nasleduje v tabulce uzel K. Ten, ale nesmétuje k Zddnému sousedovi, jak jde vidét
v grafu ¢.59. Ptejde se na uzel L, ktery ale nema danou vzdéalenost. Pokracuje se na uzel M.

Do tabulky se zapiSe nejmensi vzdalenosti k sousediim, kam smétuje. (Tabulka 31)

Graf ¢. 59 - Zkoumani uzlu M pomoci Bellman-Fordova algoritmu
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Tabulka 31 - Zmény vzdalenosti ptfi zkoumani uzlu M

Uzel A | B | C|D|E F | G| H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 o | -4 o0 5| -6 4 Y

Pravé se ukoncila prvni iteraci. Druha iterace probiha ve stejném stylu jako prvni iterace.
Zvolenim uzlu A se vzdalenosti neméni. Stejné vysledky nastavajiiuuzli B, C, D, E, F, G
a H. Zvolenim uzlu I, ale dochézi ke zmén¢ vzdalenosti u uzlii F a H. Zmény se zapiSou do

tabulky a pokracuje se dal. (Tabulka 32)

Graf €. 60 - Zkoumani uzlu I pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 32 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu I

Uzel A | B | C|D|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 -3 -4 -6 -5 -6 4 -5 -7

Pfti zvoleni uzlu J nenastava Zadné zmény v tabulce vzdalenosti. Stejny piipad se odehrava i
pfi zvoleni uzlu K. Pfi zvoleni uzlu L se piepiSe vzdalenost uvedenou u uzlu K. Pokracuje
se zvolenim uzlu M, pfi kterém se zjisti, Ze vzdalenosti jeho sousedil se nijak neméni. Ukon-

Cuje se tedy druhd iterace a pfechazi se na tfeti. (Tabulka 33)
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Graf ¢. 61 - Zkoumani uzlu L pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 33 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu L

Uzel A | B | C|D|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost 0 2 -1 5 3 -3 -4 -6 -5 -6 -4 -5 -7

Tteti iterace zase probiha od zacatku tabulky vzdélenosti. Pfi jednotlivém zkouméni uzli A
az po uzel E dojde k zavéru, ze se vzdalenosti nijak neméni. Ale pfi zvoleni uzlu F dochazi

k objeveni kratsi vzdalenosti do uzlu E. Tato zména se zapiSe do tabulky. (Tabulka 34)

Graf €. 62 - Zkoumani uzlu F pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 34 - Zmény vzdalenosti pfi zkouméani uzlu F

Uzel A | B | C|D|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost | 0 2 | -1 5 S 3146 |-5-6|-4)|-5]|-7

Pokracuje se dal v tabulce. Zvolenim uzlu G nedojde k Zddné zméné. Zvolenim uzlu H dojde

ke zméné vzdélenosti v uzlu B. Zmény se zapisi do tabulky 35.
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Graf €. 63 - Zkoumani uzlu H pomoci Bellman-Fordova algoritmu
Tabulka 35 - Zmény vzdalenosti pti zkoumani uzlu H
Uzel A|B|C|D|E|F |G| H I J | K| L | M
Vzdalenost | 0 | -8 | -1 55| -3|4]-6|-5|-6|-4]|-5]-7

Pokracuje se dal v tabulce. Zvolenim uzlu I nedojde k Zzadné zméné. Stejné ptipady se opa-

kuji 1 pfi prochazeni uzli J, K, L a M. Ukoncuje se tedy tieti iterace a prechdzi se od zacatku

tabulky na ¢tvrtou iteraci. Prvotni zvoleni uzlu A neméni nic. Zména ptichazi ve chvili, kdy

se pfejde na kontrolu uzlu B. Méni se hodnoty vzdéalenosti u uzli D a E. Zmény se zavedou

do tabulky 36.
Graf ¢. 64 - Zkoumani uzlu B pomoci Bellman-Fordova algoritmu
Tabulka 36 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu B
Uzel A|B|C|D|E|F|G|H I J | K| L | M
Vzdédlenost | O | -8 | -1 | -5 | -7 | -3 |-4]|-6]|-5]-6/|-4/|-5]-7
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Pokracuje se dal v tabulce. Zvolenim uzlu C nedojde k zddné zméné¢. Pti zvoleni uzlu D je
nalezen velikostni rozdil mezi ptivodni a novou vzdalenosti v uzlu K. Zména je zapsana do

tabulky 37.

Graf €. 65 - Zkoumani uzlu D pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 37 - Zmény vzdalenosti pti zkoumani uzlu D

Uzel A | B | C|D|E F G | H I J K| L | M

Vzdalenost | O | -8 | -1 | -5 | -7 |3 |-4]|-6|-5]-6/|-6/|-5]-7

Dochézi k ukonc¢eni ctvrté iterace a piechazi se na zacatek tabulky a zacina se pata iterace.
Bé&hem paté iterace se zjiStuje, Ze jednotlivym zkoumanim uzla z tabulky nedochazi k zad-
nému prepisu vzdalenosti. Pokud po konci iterace nebyla zapsana Zadna nova hodnota, 1ze
prohlasit algoritmus za ukonceny. Jak bylo zminéno v teoretické Casti o Bellman-Fordové
algoritmu, algoritmus musi skoncit do n-té faze iteracich. Pro tento pfiklad tedy plati, Ze
musi skoncit do 13. faze iterace. Algoritmus na tomto grafu skoncil v 5. fazi, z ¢ehoZ vy-

plyva, Ze podminka byla splnéna.

Vstup do programové realizace:

graph = {'A": {'B": 2,'C": -1}, 'B": {'D": 3, 'E": 1},'C" {'G": -3}, 'D": {'K": -1}, 'E": {}, 'F": {'C"
3,'E":-2},'G": {1 -2}, 'H": {'B": -2, 'L": 3}, 'T: {'F": 2,'H": -1}, J: {M" -1, 'T: 1},'K" {}, 'L":
{'’K': 1}, ™" {'L": 2}}

bellman_ford(graph, 'A")

Vystup z programové realizace:

A: 0 B: -8 C:-1
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D: -5 G: -4 J.-6
E: -7 H: -6 K: -6
F:-3 I: -5 L:-5
M: -7

Tabulka 37 uvadi minimalni destinace z bodu A do vSech ostatnich bodli zadaného grafu.

Ptikladem je cesta z A do E pres uzly A, C, G, J, L H, B, E:

Graf €. 66 — Cesta zuzlu A douzlu E

Ptekvapivé ohodnoceni ukazuje trajektorie z uzlu A do uzlu K pies uzly A, C, G, J, I, H, B,
Dak:

Graf €. 67 - Cesta z uzlu A do uzlu K
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7.2.2 Priklad 2
Je uvazovan nasledujici orientované graf .68 s obecné ohodnocenymi hranami. Ukolem

bude ovéteni, jestli nasledujici graf obsahuje negativni zacykleni. K nalezeni negativniho
zacykleni se vyuzije Bellman-Fordtv algoritmus. Jako poc¢atecni uzel se zvoli uzel A a piida
se mu hodnotu 0 do tabulky. Ostatnim uzliim se pfida hodnota o. (Tabulka 38). V grafu se
nachazi 6 uzli z ¢ehoz 1ze vyvodit, Ze pokud algoritmus bude pokracovat po paté iteraci, tak

se v grafu nachazi negativni zacykleni.

Graf ¢. 68 pro priklad 2 aplikace Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 38 — Tabulka vzdalenosti od po¢ate¢niho uzlu

uzel A B C D E F
vzdalenost 0 ) ) 00 00 00

V prvni iterace se za¢ina od zacatku tabulky. Zkoumanim uzlu A se nalezne vzdélenost pro

uzel F. (Tabulka 39)

Graf ¢. 69 - Zkoumani uzlu A pomoci Bellman-Fordova algoritmu
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Tabulka 39 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu A

uzel A B C D) E F
vzdalenost| O 0 0 0 ) -1
Zkoumanim uzlu B se nenalezne zadna mensi hodnota, nebot’ uzel B ma hodnotu o. Piejde

se v tabulce na dalsi uzel. Stejnym ptipadem jsou uzly C, D a E. AZ béhem zkoumani uzlu

F se nalezne hodnota pro uzel C. Ukoncuje se prvni iteraci. (Tabulka 40)

Graf ¢. 70 - Zkouméani uzlu F pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 40 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu F

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 0 -2 0 0 -1
V druhé iteraci se za¢ina znovu od zacatku tabulky. Zkouménim uzlu A se nenalezne Zadna

mensi hodnota. Ani zkoumanim uzlu B se nenalézaji Zddné hodnoty. Ale zkouméanim uzlu

C se nalezne hodnota pro uzel E. (Tabulka 41)

Graf ¢. 71 - Zkoumani uzlu C pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 41 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu C

uzel A B C D E F
vzdalenost 0 00 -2 00 -3 -1
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Zkoumanim uzlu D se nenaléza z4dna nejmensi hodnota. Pti kontrole uzlu E se dojde k hod-
noté pro uzel B. Nasledn¢ zkouméanim uzlu F nedochdzi k zddnym zménam. Ukoncuje se

tedy druhd iterace. (Tabulka 42)

Graf ¢. 72 - Zkoumani uzlu E pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 42 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu E

uzel A B C D E F
vzdalenost | 0 0 -2 0 -3 -1
Zalina treti iterace. Zkoumanim uzlu A se nezjisti Zddna nova hodnota. Zkoumanim uzlu B

cvwvr

hodnota. Stejné¢ho vysledku dochdzi i pti zkoumani uzli D, E a F. MiZe se ukoncit treti

iteraci. (Tabulka 43)

Graf ¢. 73 - Zkoumani uzlu B pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 43 - Zmény vzdalenosti ptfi zkoumani uzlu B

uzel A B C D E F
vzddlenost | -1 0 -2 2 -3 -1
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V ¢tvrté iteraci zkouméanim uzlu A se zjisti nejmensi hodnota pro uzel F. Pak zkoumanim
uzlu B nedojde k zadné zméné pro jeho sousedy. Stejnym piipadem je i zkoumani uzli C, D

a E. (Tabulka 44)

Graf ¢. 74 - Zkoumani uzlu A pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 44 - - Zmény vzdélenosti pfi zkoumani uzlu A

uzel A B C D E F
vzdalenost -1 0 -2 2 -3 -2

cvwr

(Tabulka 45)

Graf €. 75 - Zkoumani uzlu F pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 45 - Zmény vzdalenosti pfi zkouméani uzlu F

uzel A B C D E F
vzdalenost | -1 0 -3 2 -3 -2
Zacina se zase od zacatku tabulky. Zkoumanim uzlu A se neziskava Zadna nova hodnota pro

jeho sousedni uzel. Zkoumanim uzlu B se dochézi ke stejnému zavéru. Pii zkoumani uzlu C

se naléza nova hodnota pro uzel E. (Tabulka 46)
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Graf ¢. 76 - Zkoumani uzlu C pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 46 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu C

uzel A B C D E F
vzdalenost | -1 0 -3 2 -4 -2
Zkoumanim uzlu D se neziskavéa Zadna nova hodnota. Ale zkoumanim uzlu E se najde nova

hodnota pro uzel B. Dale zkoumani uzlu F se neziskava nic. Ukoncuje se tak posledni iterace.

(Tabulka 47)

Graf ¢. 77 - Zkoumani uzlu E pomoci Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 47 - Zmény vzdalenosti pfi zkoumani uzlu E

uzel A B C D E F
vzdalenost | -1 -1 -3 2 -4 -2
Jelikoz algoritmus v tomto grafu doSel maximalniho poctu iteraci, jenz je dana podminkou

o Bellman-Fordové algoritmu, je potfeba provést jesté jednu iteraci pro kontrolu. Jestli bé-
hem této iterace dojde k ptepisu vzdalenosti v tabulce I1ze konstatovat, ze v grafu se nachazi

negativni zacykleni.
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Kontrolni iterace zacne od zacatku tabulky 48. Zkoumanim uzlu A se nedojde k zadné nej-
mensi hodnoté. Zkoumanim uzlu B se zjistuje, ze dochazi k nalezu nové nejmensi vzdale-
nosti pro uzly A a D, nez jsou ptivodni. V kontrolni iteraci doslo k nalezeni novych hodnot,
z ¢ehoz lze vyvodit, Ze graf obsahuje negativni zacykleni. Z toho také vyplyva, Ze nelze najit

nejkratsi cesty z poc¢atecniho uzlu A k ostatnim za pomoci Bellman-Fordova algoritmu.

Graf ¢. 78 — Kontrolni iterace Bellman-Fordova algoritmu

Tabulka 48 - Zmény vzdalenosti pti kontrolni iteraci

uzel A B C D E F
vzdalenost | -2 -1 -3 1 -4 -2
Vstup do programové realizace:

graph = {'A": {'F": -1}, 'B": {'D": 2,'A": -1}, 'C": {'E": -1}, 'D": {'"E": -3, "F": 1}, 'E": {'B": 3}, 'F":
{'C" -1}}
Vystup z programové realizace:

Negativni zacykleni

Poskytuje negativni zacykleni, coz znamena, Ze lloha nema kone¢né feSeni, ale je zacyklena.
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8 FLOYD-WARSHALLUV ALGORITMUS
Pseudokod:
Vstup: Matice délek hran D°
Prok=0,...,n—1:
Proi=1,...,n:
Proj=1,...,n:
D™ « min (D, Dfyrq + Dy )

Vystup: Matice vzdalenosti D

8.1 Programova realizace
Programova realizace v jazyce Python:
INF = float('infinity")
Vytvofeni konstanty pro nekone¢no.
def floydWarshall(graph):

V = len(graph)

dist = graph.copy()

for k in range(V):

for 1 in range(V):
for j in range(V):

dist[i][j] = min(dist[i][j], dist[i][k] + dist[K][j])

Algoritmus je realizovan ve tfech for cyklech. Pocet iteraci pro cyklus je dan poctem uzli

v grafu. Zkoumanému uzlu se zapisuje pouze nejmensi hodnota.

printSolution(dist)

def printsolution(dist):
V =len(graph)

pril’lt("")
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for i in range(V):
for j in range(V):
print((dist[i][j]), end="")
ifj=V-1:
print("")

Funkce pro vypis vysledku.

8.2 Priklady

8.2.1 Priklad 1

Je uvazovan nasledujici orientovany graf siti o 10 vrcholech (graf €.79). Orientovany graf se
pfevede do maticového tvaru sousednosti (Tabulka 49). Pak na matici se pouzije Floyd-
Warshalliiv algoritmus pro nalezeni vSech nejmensich cest mezi jednotlivymi dvojicemi uzli

v grafu.

Graf ¢. 79 pro priklad 1 aplikace Floyd-Warshallova algoritmu

Tabulka 49 - Matice sousednosti tabulkovou formou s nazvem DIST

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 -1 5 00 00 00 00 00 00 00
1 0 0 0 0 1 0 0 -2 0 [e%)
2 00 00 0 2 00 00 00 00 00 00
3 00 00 00 0 00 00 -2 00 00 00
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00
5 6 00 00 1 00 0 2 00 00 00
6 00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7 00 00 00 00 00 00 00 0 -1 00
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8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2

9 00 00 00 00 00 3 00 00 00 0

Matici, do které se zanesly vzdalenosti mezi danymi uzly s pojmenuje jako DIST pro tento
priklad. Zaroven se pouzije nasledujici rovnice, ktera se aplikuje na matici:

DIST[i][j] > DIST]il[k] + DIST[k][j]
Veliciny £, i a j patii do intervalu <0;9> € Z pro uvedeny piiklad. Postupnym prochaze-
nim iteraci cykly se budou tyto veli¢iny dosazovat do vysSe uvedené rovnice jako sou-

Fadnice do matice. Dosazenim soufradnic pak Ize ziskat odpovidajici hodnoty vzdale-

nosti mezi jednotlivymi uzly.

Pro lepsi pochopeni lze uvést, Ze pri 7= 0 a j= 1 pro DIST[i][j] se ziska DIST[0][1] = -

1 jenz je zaroven hodnota vzdalenosti hrany z uzlu 0 do uzlu 1.

Pro lepsi prehled se vytvori pomocna tabulka do, které se vypisuji vSechny vysledky po
provedeni DIST[i][k] + DIST[k][/].

Pro nasledujici tabulku plati, Ze k = 0, 7je rovno hodnoté ¢isla fadku a jrovno hodnoté

¢isla sloupce. Hodnoty do tabulky budou dosazeny z rovnice DIST[i][k] + DIST[k][j].

Tabulka 50 — pomDIST pro k=0

k=0]0()| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 (i) 0 -1 5| o 00 00 00 00 00 00
1 00 00-1 | c0+5 00 [e] [e] [e] 00 00 00
2 00 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00
3 00 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00
4] oo 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00
5 6 5 11 | 0+6 | 0+6 | 0+6 | 0+6 | C0+G | C0+G | 0+6
6 00 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00
7 00 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00
8 00 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00
9 00 00-1 | 00+5 00 00 00 00 00 00 00

Pt.
DIST[0][0] + DIST[0][1] = -1

Nyni se porovnaji hodnoty matice DIST s pomocnou matici pro £=(0. Pokud dojde ke spIlnéni
podminky, ze DIST/x][y]> pom_DIST[x][y] pak je hodnota v DIST[x][y] ptepsana za hod-
notu v pom_DIST/[x][y]. Zmény byli zapsany do matice DIST:
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Tabulka 51 — DIST po srovnani s pomDIST pro £ =0

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 -1 5 00 00 00 00 00 00
1 00 0 00 00 1 00 00 -2 00 00
2| oo 00 0 2 00 00 00 00 00 00
3 00 00 00 0 00 00 -2 00 00 00
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00
5| 6 5 11 1 0 0 2 0 0 o
6| o 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7| o )] )] )] 0 0 © 0 -1 o]
8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2
9| o 00 00 00 00 3 00 00 00 0
Pokracuje se na iteraci k=1. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
Tabulka 52 - pomDIST pro k=1
k=11 0(j) 1 2 3 4 5 6 7 8
0 (i) [ -1 -1 |oo-1 |oo-1 0 |o0-1 |oo-1 -3 |o0-1 |oo-1
1 [*¢] 0 [*¢] [*¢] oco+1 00 00 00-2 00 00
2 00 00 00 00 oco+1 00 00 00-2 00 00
3 [*¢] [*¢] [*¢] [*¢] oco+1 00 00 00-2 00 00
4 00 00 00 00 oo+1 00 00 00-2 00 00
51| oo+5 5 00+5 | 00o+5 6 00+5 | 00o+5 3 00+5 | 00o+5
6 00 00 00 00 oo+1 [e] [e] 00-2 [e] [e ]
7 00 00 00 00 oo+1 00 00 00-2 00 00
8 00 00 00 00 oo+1 [e] [e] 00-2 [e] [e ]
9 00 00 00 00 oo+1 00 00 00-2 00 00

Matice se potom porovnaji a hodnoty ptepiSou, pokud je splnéna podminka.

Tabulka 53 - DIST po porovnani s pomDIST pro £ =1

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0| O -1 5 o0 0 00 [ -3 0 00
1 00 0 00 00 1 00 00 -2 00 00
2 00 00 0 2 00 00 00 00 (o] 00
3 00 00 00 0 00 00 -2 00 00 00
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00
5| 6 5 11 1 6 0 2 3 o o0
6 00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7 00 00 00 00 00 00 00 0 -1 00
8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2
9 00 00 00 00 00 3 00 00 00 0

Pokracuje se na iteraci &=2. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
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Tabulka 54 - pomDIST pro k=2

k=2|0() | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 (i)| %+5 | w+5 5 7 0+5 | 00+5 | 00+5 | c0+5 | co+5 | oco+5

1 00 00 00 00+2 00 00 00 00 00 00

2| oo )] 0 2 (o] (o] © (o] o] o]

3 00 00 00 00+2 00 00 00 00 00 00

4 00 0 00 00+2 00 00 0 00 0 0
5|oo+11|o0+11| 11 | 13 |oo+11|oo+11 |00+11 |0+11 |00+11 | c0+11

6 00 0 00 00+2 00 00 0 00 [o'e] 00

7| o ] 0 00+2 0 0 0 0 0 ©

8 00 0 00 00+2 00 00 0 00 00 [o'e]

9 00 00 00 00+2 ] ] 00 ] 00 00

Matice se potom porovnaji a hodnoty prepiSou, pokud je splnéna podminka.

Tabulka 55 - DIST po porovnédni s pomDIST pro k=2

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0o O -1 5 7 0 0 00 -3 0 00

1| o 0 00 0 1 00 00 -2 00 I

2 00 00 0 2 00 00 00 00 00 00

3| o © (o] 0 © (o] -2 © 0 ©

4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00

5| 6 5 11 1 6 0 2 3 0 0

6 00 00 o] 00 00 ()] 0 00 o] -2

7 00 00 (o] 00 00 (o] 00 0 -1 00

8 00 00 o] 00 00 ()] 00 00 0 -2

9 0 0 00 0 0 3 0 0 00 0

Pokracuje se na iteraci £=3. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
Tabulka 56 - pomDIST pro k=3

k=3l0G)| 1 | 2 | 3| 4|5 |86 | 7| 8]|09

0 (i) o00+7 | co+7 | c0+7 7 oco+7 | oo+7 5 o00+7 | co+7 | c0+7
1 00 00 00 00 00 00 -2 00 00 00

2 00+2 | 00+2 | 00+2 2 00+2 | 00+2 0 00+2 | 00+2 | 00+2
3 00 00 00 0 00 00 00-2 00 00 00
4 00 00 00 00 00 00 00-2 00 00 00

5 00+]1 | 00+] | co+1 1 00+] | oo+1 -1 00+] | 00+] | co+1
6 00 00 00 00 00 00 -2 00 00 00
7 00 00 00 00 00 00 00-2 00 00 00
8 00 00 00 00 00 00 00-2 00 00 00
9 00 00 00 00 00 00 00-2 00 00 00

Matice se potom porovnaji a hodnoty p

=<

epiSou, pokud je splnéna podminka.
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Tabulka 57 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=3

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ol 0 | 1| 5 7 0 | | 5| 3] o | o

1 00 0 00 00 1 00 00 -2 00 00

2 00 00 0 2 00 00 0 00 00 00

3 00 00 00 0 00 00 -2 00 00 00

4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00

5/ 6 5 | 11 | 1 6 0 | -1 | 3 © | o

6| o 00 (o] 00 00 (o] 0 00 (o] -2

7| oo )] (o] )] © (o] 0 0 -1 o]

8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2

9| o © (o] o © 3 © © 0 0

Pokracuje se na iteraci k~=4. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
Tabulka 58 - pomDIST pro k=4

k=41 0(j) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 (i) 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00

1 o0+] | c0+]1 | co+]1 | c0+1 1 oo+] | co+]1 | co+] 4 oo+71
2 00 00 00 00 00 00 00 00 00+3 00
3 00 00 00 00 00 00 00 00 00+3 00
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00

5 0+6 | 0+6 | 0+6 | 0+6 6 0+6 | 00+6 | 0+6 9 0+6
6 00 00 00 00 00 00 00 00 00+3 00
7 00 00 00 00 00 00 00 00 00+3 00
8 00 00 00 00 00 00 00 00 00+3 00
9 00 00 00 00 00 00 00 00 00+3 00

Matice se potom porovnaji a hodnoty ptepiSou, pokud je splnéna podminka.

DIST

0o N O oo WON L O

Tabulka 59 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=4

9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 -1 5 7 0 00 5 -3 3 00
00 0 00 00 1 00 00 -2 4 00
00 00 0 2 00 00 0 00 00 00
00 00 00 0 00 00 -2 00 00 00
00 00 00 00 0 00 00 00 3 00
6 5 11 1 6 0 -1 3 9 o0
00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
00 00 00 00 00 00 00 0 -1 00
00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2
00 00 00 00 00 3 00 00 00 0

Pokracuje se na iteraci &=5. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
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Tabulka 60 - pomDIST pro k=5

k=s(0(G | 1| 2 | 3| 4 |5 |6 | 7| 8|9
0 (|) 00+6 | 0+5 [00+1]1 | co+]1 | c0+6 00 00-1 | c0+7 | 0+9 00
1| c0+6 | ©0+5 |00+1]1 | co+]1 | 0+6 0 00-1 | c0+7 | 0+9 0
2| c0+6 | 0+5 |00+1]1 | 0+]1 | 00+6 00 00-1 | c0+7 | 0+9 00
3| 00+6 | 0+5 |00+1]1 | 0+]1 | 00+6 00 00-1 | c0+7 | 0+9 00
4| 0+6 | 0+5 |00+1]1 | co+]1 | 00+6 0 00-1 | c0+7 | 0+9 0
5| 6 5 11 1 6 0 -1 3 9 00
6| 0+6 | 0+5 |0+1]1 | 0+]1 | 00+6 00 -1 | 00+7 | 00+9 00
7| c0+6 | 00+5 |00+1]1 | 0+]1 | 00+6 [} 00-1 | c0+7 | 0+9 00
8| 0+6 | 00+5 |00+1]1 | 0+]1 | 00+6 00 -1 | oo+7 | 0+9 00
9| 9 8 14 4 9 3 2 6 12 | o+3

Matice se potom porovnaji a hodnoty prepiSou, pokud je splnéna podminka.

Tabulka 61 - DIST po porovnéani s pomDIST pro k=5

DIST 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ol 0 | 1|5 | 7|0 ]| o |5 ]3| 3]
1 00 0 00 00 1 00 0o -2 4 00
2 00 00 0 2 00 00 0 00 00 00
3| o © (o] 0 © (o] -2 © 0 ©
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00
5| 6 5 11 1 6 0 -1 3 9 00
6 00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7 00 00 00 00 00 00 00 0 -1 00
8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2
9| 9 8 14 4 9 3 2 6 12 0

Pokracuje se na iteraci k=6. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
Tabulka 62 - pomDIST pro k=6
k=6|0G)| 1 | 2 | 3| 4|5 |6 | 7| 8]|09
0 (i)| +5 | 00+5 | c0+5 | 00+5 | 00+5 | 0045 5 00+5 | 00+5 3
1| o 00 00 00 00 00 00 00 00 -2
2| o 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
3| c0+2 | 0+2 | 00+2 | c0+2 | 00+2 | 0+2 -2 00+2 | 00+2 -4
4| o 00 00 00 00 00 00 00 00 -2
5| -1 | -1 | -1 | c0-] | -1 | 0-1 -1 c0-1 | oo-1 -3
6 00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7| oo 00 00 00 00 00 00 00 00 -2
8 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00-2
9| co+2 | 0+2 | 00+2 | c0+2 | 00+2 | 00+2 2 00+2 | 00+2 0

Matice se potom porovnaji a hodnoty piepiSou, pokud je splnéna podminka.
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Tabulka 63 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=6

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 O -1 5 7 0 00 5 -3 3 3
1 00 0 00 00 1 00 00 -2 4
2 (o3] 00 0 2 00 00 0 00 00 -2
3 00 00 00 0 00 00 -2 00 00 -4
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 (o]
5| 6 5 11 1 6 0 -1 3 9 -3
6 00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7 (o3] 00 00 (o3] 00 00 (o)) 0 -1 [o3]
8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2
9| 9 8 14 4 9 3 2 6 12 0
Pokracuje se na iteraci k=7. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
Tabulka 64 - pomDIST pro k=7
k=7]0() | 1 | 2 | 3| 4|5 |6 |7 |8]|09
0(i)| ©3 | 03 | ®03| 03| 03|03 |w3| -3 | -4 |3
1| oo- 00- 00- 00- 00- 00- 00- -2 -3 00-
2| oo 00 00 00 00 00 00 00 -1 00
3| o 00 00 00 00 00 00 00 -1 00
4| o 00 00 00 00 00 00 00 -1 00
5| c0+3 | 0+3 | 00+3 | 00+3 | 00+3 | 0+3 | 00+3 3 2 0+3
6 00 00 00 00 00 00 00 00 -1 00
7 00 00 00 00 00 00 00 0 -1 00
8 00 00 00 00 00 00 00 00 -1 00
9| 0+ | 0+6 | 0+6 | 0+G | 0+E | 0+6 | 0+6 6 5 0+6

Matice se potom porovnaji a hodnoty ptepiSou, pokud je splnéna podminka.

Tabulka 65 - DIST po porovnéani s pomDIST pro k=7

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0| O -1 5 7 0 00 5 -3 -4 3
1 00 0 00 00 1 00 00 -2 -3
2 00 00 0 2 00 00 0 00 00 -2
3 00 00 00 0 00 00 -2 00 00 -4
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 00
5| 6 5 11 1 6 0 -1 3 2 -3
6 00 00 00 00 00 00 0 00 00 -2
7 00 00 00 00 00 00 00 0 -1 00
8 00 00 00 00 00 00 00 00 0 -2
9| 9 8 14 4 9 3 2 6 5 0

Pokracuje se na iteraci £=8. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.
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Tabulka 66 - pomDIST pro k=8

k=8|o0({ | 1| 2 | 3| 4|5 |6 | 7| 8|9
0(i)| ©-4 | 04 | 04 | 004 | 00-4 | 00-4 | 00-4 | 00-4 -4 -6
1| -3 | 0-3 | 0-3 | 00-3 | ©0-3 | 0-3 | 0-3 | -3 -3 -5

2| o o] o] o] o o o o o [

3| o 00 00 00 0 0 o o o [

4| 0+3 | 0+3 | 00+3 | 0+3 | 0+3 | 00+3 | 0+3 | 00+3 3 1

5| co+2 | 00+2 | 00+2 | 00+2 | co+2 | 00+2 | 00+2 | 00+2 2 0

6| o 00 00 00 00 00 00 00 00 00

7] 00-1 | ©-1 | 00-1 | -1 | 00-1 | -1 | 00-1 | o0-1 -1 -3

8| o 00 00 00 00 00 00 00 0 -2

9| ©+5 | c0+5 | 0+5 | 00+5 | co+5 | 0+5 | c0+5 | w0+5 5 3

Matice se potom porovnaji a hodnoty prepiSou, pokud je splnéna podminka.

Tabulka 67 - DIST po porovnéani s pomDIST pro k=8

DIST 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o O -1 5 7 0 00 5 -3 -4 6
1 00 0 (03] 00 1 (03] 00 -2 -3 5
2 00 00 0 2 00 00 0 00 00 -2
3 00 00 (03] 0 00 (03] -2 00 [o3] -4
4 00 00 00 00 0 00 00 00 3 1
5| 6 5 11 1 6 0 -1 3 2 -3
6| o 00 o] 00 00 ()] 0 00 o] -2
7 00 00 00 00 00 00 00 0 -1 -3
8| o 00 o] 00 00 ()] 00 00 0 -2
9| 9 8 14 4 9 3 2 6 5 0

Pokracuje se na posledni iteraci ~=9. Hodnoty se berou z upravené matice DIST.

Tabulka 68 - pomDIST pro k=9

k=9l0({ | 1| 2| 3| 4|5 | 6| 7| 8|9
o) 3 | 2|8 | 2|3 |-3|-4]|0]-1]|-6
11 4 | 3| 9 | 1| 4| -2|-3]1]0]==

2ol 7 16|12 2] 7] 1] 0| a]| 3]-=2

3 5 | 4|10 /|5 |1]2]2]|1]-a

4l 10 9 | 15| 5 [10] 4| 3] 7|6 |1

5| 6 | 5 |11 1|6 |0 |-1|3]|2]-3

6| 7 | 6 | 12| 2| 7| 1] 0| 4| 3 ]-=2

71 6 | 5 11| 1|6 |0 |-1|3]|2]-3

gl 7 | 6 |12 2| 7] 1] 0| a]| 3]-=2

ol 9 | 8 14| a9 | 3| 2]|6]|5]0

Matice se potom porovnaji a hodnoty piepiSou, pokud je splnéna podminka.
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Tabulka 69 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=9

DIST O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 O -1 5 -2 0 3 -4 -3 -4 -6
1| 4 0 9 -1 1 2 -3 -2 -3 -5
2| 7 6 0 2 7 1 0 4 3 -2
3| 5 4 10 0 5 1 -2 2 1 -4
4| 10 9 15 5 0 4 3 7 3 1
5| 6 5 11 1 6 0 -1 3 2 -3
6| 7 6 12 2 7 1 0 4 3 -2
7| 6 5 11 1 6 0 -1 0 -1 -3
8| 7 6 12 2 7 1 0 4 0 -2
9| 9 8 14 4 9 3 2 6 5 0

Ukoncuje se devata iteraci. Podle definice Floyd-Warshallova algoritmu vysledna matice

sousednosti DIST obsahuje nejmensi cesty mezi jednotlivymi dvojicemi uzl v grafu.

Vstup do programové realizace:

graph = [[0, -1, 5, INF, INF, INF, INF, INF, INF, INF],
[INF, 0, INF, INF, 1, INF, INF, -2, INF, INF],
[INF, INF, 0, 2, INF, INF, INF, INF, INF, INF],
[INF, INF, INF, 0, INF, INF, -2, INF, INF, INF],
[INF, INF, INF, INF, 0, INF, INF, INF, 3, INF],
[6, INF, INF, 1, INF, 0, 2, INF, INF, INF],
[INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0, INF, INF, -2],
[INF, INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0, -1, INF],
[INF, INF, INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0, -2],
[INF, INF, INF, INF, INF, 3, INF, INF, INF, 0]]

Vystup z programové realizace:

0-15-20-3-4-3-4-6

4 09-11-2-3-2-3-5

7 60271043-2

541005-1-221-4

109155043731
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6 511160-132-3

7612271043-2

6511160-10-1-3

7612271040-2

98144932650

8.2.2 Priklad 2

Nyni je uvazovan nésledujici orientovany graf o 8 uzlech (graf ¢.80). Pomoci Floyd-War-

shallova algoritmu se najdou vSechny mozné nejkratsi cesty mezi jeho jednotlivymi dvoji-

cemi uzll. Dany sitovy graf se pievede do tvaru tabulky 70 vyjadiujici sousednost jednotli-

vych uzli. Tabulka 70 se bude jmenovat DIST pro tento ptipad.

Graf ¢. 80 pro ptiklad 2 aplikace Floyd-Warshallova algoritmu

Tabulka 70 — Matice sousednosti tabulkovou formou s nazvem DIST

uzly A B C D E F G H
A 0 2 00 00 3 00 00 00
B 00 0 -2 2 00 00 00 00
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 00 00 1 0 00 00 00 2
E 00 00 ) ) 0 00 1 00
F -1 00 00 -1 00 0 00 00
G 00 00 00 00 00 1 0 -3
H 00 00 0 0 2 00 0 0

Nyni se vytvoii pomocna tabulka podle DIST[i][k] + DIST[k][j] kde proménné veliliny &,

i ajjsou z intervalu <0;7> € Z pro tento uvedeny priklad. Zacne se tabulkou pro 4= 0.
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Tabulka 71 — pomDIST pro k=0

k=0 )
0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 2 00 00 3 00 00 00
1 [*4] 00+2 00 00 00+3 00 00 00
2 00 00+2 00 00 00+3 00 00 00
. 3 0 00+2 00 00 00+3 00 00 00
: 4 [*4] 00+2 00 00 00+3 00 00 00
5 -1 1 00-1 | -1 2 0-1 | -1 | -1
6 00 00+2 00 00 00+3 00 00 00
7 00 00+2 00 00 00+3 00 00 00

Nyni tabulka pro &= 0 se porovna s DIST tabulkou. Pokud hodnota v pomocné tabulce
je mensi neZ v DIST, prepise se hodnota v tabulce DIST za hodnotu v tabulce pro &= 0.

Prepsané hodnoty jsou zvyraznény. (Tabulka 72)

Tabulka 72 — DIST po porovnani s pomDIST pro £ =0

uzly A B C D E F G H
A 0 2 00 00 3 00 00 0o
B 00 0 -2 2 0o 00 00 00
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 00 00 1 0 0 (%) (%) 2
E 00 00 (] ] 0 00 1 00
Fl 1| 1 w | -1 | 2 0 o | oo
G 00 00 00 00 00 1 0 -3
H 00 00 00 00 2 00 00 0

Pokracuje se na tabulku k= 1:

Tabulka 73 - pomDIST pro k=1

k=1 )

0 1 3 4 5 6 7
0 00+2 2 00+2 | 0042 [ 00+2 | 00+2

1 00 0 -2 2 00 00 00 00

2 00 0 | 02 [00+2 | o0 00 00 00

. 3 © © 00-2 | co+2 [ © © 0

! 4 00 0 | 02 [00+2 | o 00 00 00
5 oo+1 1 -1 3 | o+l [ o0+1 | c0+1 | co+]

6 00 0 | 02 [00+2 | o0 00 00 00

7 © 0 -2 | 00+2 00 00 0 0

Porovnani s DIST:
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Tabulka 74 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=1

uzly A B C D E F G H
A 0 2 0 4 3 o 00 o
B 00 0 -2 2 00 00 00 00
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 0 00 1 0 () 00 00 2
E 00 00 00 00 0 00 1 00
F -1 1 -1 -1 2 0 00 00
G 00 00 00 00 00 1 0 -3
H 00 00 00 00 2 00 00 0
Tabulka k = 2:
Tabulka 75 - pomDIST pro k=2
k=2 J
0 1 3 4 5 6 7
0 00 00 00 00 00 00 00
1| w2 | 02 [ 2| 02| ®02 | 02| ®2 | 02
2 00 00 0 00 00 00 00 00
. 3 co+1 co+1 1 oo+1 oco+1 oco+1 oo+1 oo+1
I 4 00 00 00 00 00 00 00 00
5 | o1 | 001 | -1 | 001 | 001 | 01 [ 001 | -1
6 00 00 00 00 00 00 00 00
7 00 00 00 00 [*) 00 00 00

Porovndani s DIST:

Tabulka 76 - DIST po porovnédni s pomDIST pro k=2

uzly A B C D E F G H
A 0 2 0 4 3 ® | o [ o
B 00 0 -2 2 00 00 00 00
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 00 00 1 0 [’} (%) (%) 2
E 00 00 00 00 0 00 1 00
F -1 1 -1 -1 2 0 00 o0
G 00 00 00 (] (] 1 0 -3
H 0 0 0 0 2 [ o 0
Tabulka k = 3:
Tabulka 77 - pomDIST pro k=3
k=3 )
0 1 3 4 5 6

0 00+4 00+4 5 4 o00+4 | co+4 | oo+4

00+2 00+2 3 2 00+2 00+2 00+2 4
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0 00 0o+1 0 0 00 0 00+2

oco+1 00 00 00 00 00+2

00 00 0o+1 0 0 00 0 00+2

Njo|lo|s|w]d
8
8

00 00 0o+1 00 0 00 0 00+2

Porovnani s DIST:

Tabulka 78 - DIST po porovnani s pomDIST pro £ =3

uzly A B C D E F G H
A 0 2 0 4 3 00 00 6
B e 0 -2 2 ) ) 0 4
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 0 00 1 0 00 00 00 2
E 00 00 00 00 0 00 1 00
Fl 1| 1| 1] 1] 2 0 o 1
G 00 00 00 00 00 1 0 -3
H 00 00 0 0 2 00 0 0
Tabulka pro k = 4:
Tabulka 79 - pomDIST pro k=4
k=4 J
0 1 2 3 4 5 6 7
0 00+3 00+3 00+3 0+3 | 3| ®+3 4 00+3
1 00 [e) 00 [e] [e] [e] oco+1 00
2 00 00 00 00 00 00 0o+1 00
. 3 00 00 00 00 00 00 0o+1 00
: 4 00 [e) 00 00 0 00 1 00
5 00+2 00+2 00+2 0+2 | 2| o+2 3 00+2
6 00 00 00 00 00 00 0o+1 00
7 0+2 | 00+2 | c0+2 | o+2 |2 | 00+2 3 00+2

Porovnani s DIST:

Tabulka 80 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=4

uzly A B C D E F G H
A 0 2 0 3 00 4 6
B 00 0 -2 2 0 00 00 4
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 00 00 1 0 (] 00 00 2
E 00 00 ) ) 0 00 1 00
F -1 1 -1 -1 2 0 3 1
G 00 00 00 00 00 1 0 -3
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Tabulka pro k = 5:

Tabulka 81 - pomDIST pro k=5

k=5 J
0 1 2 3 4 5 6 7
0 00- 0o+1 00- 00- 00+2 |00 | 00+3 oco+1
1 -1 0o+1] 00-1 -1 0+2 |oo| o0+3 oo+1]
2 -1 0o+1] 00-1 -1 0+2 |oo| 0+3 oo+1]
. 3 00-1 oco+1 00-1 00-1 00+2 | oo | 00+3 oo+1
! 4 -1 oo+1] -1 -1 ©0+2 |[oo| c0+3 oo+1]
5 -1 1 -1 -1 2 0 3 1
6 0 2 0 0 3 1 4 2
7 -1 oo+1] -1 -1 ©0+2 |[oo| c0+3 oo+1]

Porovnani s DIST:

Tabulka 82 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=5

uzly A B C D E F G H
A 0 2 0 4 3 00 4 6
B e 0 -2 2 ) ) 0 4
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 00 00 1 0 00 00 00 2
E 00 00 00 00 0 00 1 00
F -1 1 -1 -1 2 0 3 1
G 0 2 0 3 1 0 -3
H 1) 1) 00 2 (o] 3 0
Tabulka pro k = 6:
Tabulka 83 - pomDIST pro k=6
k=6 )
0 1 213 5 6 7
0 4 6 414 7 5 4
1 00 00+2 00 | o 00+3 oo+1 00 00-3
2 00 00+2 00 | o 00+3 oo+1 00 00-3
. 3 00 00+2 00 | 00+3 oco+1 0 00-
! 4 1 3 1(1 4 2 1 -2
5 3 5 313 6 4 3 0
6 0 2 0]0 3 1 0 -3
7 3 5 313 6 4 3 0

Porovnani s DIST:
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Tabulka 84 - DIST po porovnani s pomDIST pro k=6

uzly A B C D E F G H

A 0 2 0 4 3 5 4 1

B | = 0 | 2] 2 | o | o | o | 4

C 00 00 0 00 00 00 00 00

D ) 0 0 00 00 00 2

E 1 3 1 0 2 1 -2

F -1 1 -1 -1 2 0 3 0

G 0 2 0 3 1 0 -3

H 3 5 3 3 2 4 3 0

Tabulka pro k= 7:
Tabulka 85 - pomDIST pro k=7
k=7 J

4 6 7
0 4 1
1 7 7 7 8 7 4
2 0+3 | 00+5 | 0+3 | 0+3 | 0+2 | 00+4 | 00+3 00
) 3 5 7 5 5 4 6 5 2
! 4 1 3 1 1 0 2 1 -2
5 3 5 3 3 2 4 3 0
6 0 2 0 0 -1 1 0 -3
7 3 5 3 3 2 4 3 0

Porovndani s DIST:

Tabulka 86 - DIST po porovnédni s pomDIST pro k=7

uzly A B C D E F G H
A 0 2 0 4 3 5 4 1
B 7 0 -2 2 6 8 7 4
C 00 00 0 00 00 00 00 00
D 5 7 0 4 6 5 2
E 1 3 1 0 2 1 -2
F -1 1 -1 -1 2 0 3 0
G 0 2 0 0 -1 1 0 -3
H 3 5 3 3 2 4 3 0

Doslo se az na konec algoritmus s vyslednou tabulkou DIST. Je dobré si vSimnout radku
C, ktery ztistal v nekonec¢nych hodnotach, nebot z uzlu C nevede Zadny cesta do ostat-
nich uzld. Nyni tabulka obsahuje nejkrat$i cesty mezi jednotlivymi dvojicemi uzld

v grafu. (Tabulka 86)
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Vstup do programové realizace:

graph = [[0, 2, INF, INF, 3, INF, INF, INF],
[INF, 0, -2, 2, INF, INF, INF, INF],
[INF, INF, 0, INF, INF, INF, INF, INF],
[INF, INF, 1, 0, INF, INF, INF, 2],
[INF, INF, INF, INF, 0, INF, 1, INF],
[-1, INF, INF, -1, INF, 0, INF, INF],
[INF, INF, INF, INF, INF, 1, 0, -3],
[INF, INF, INF, INF, 2, INF, INF,0]]

floydwarshall(graph)

Vystup z programové realizace:

02043541

70-226874

inf inf O inf inf inf inf inf

57104652

1311021-2

-11-1-12030

0200-110-3

35332430
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ZAVER

Cilem v dané praci bylo vytvofeni studijni opory, které miize ¢tenai pouzit k seznameni
s metodikami dynamického programovani. Tato prace se hlavné zamétuje na algoritmy pro
vyhledavani extremdlnich cest v grafech z hlediska dynamického programovéani. Specificky

feceno se zaméfuje na Dijkstriiv algoritmus a jeho modifikace. Algoritmy jsou také progra-

mov¢ realizovany a uplatnény na ukazkovych piikladech.

V teoretické &asti se za¢ina ivodem do optimaliza¢nich metod. Ctenaii jsou uvedeny za-
kladni znalosti o optimaliza¢nich metodach, které jsou pottebné pro dynamické programo-
vani. Dynamické programovani je pak vysvétleno v nasledujici kapitole, kde jsou uvedeny
jeho definice, formy a postupy, kter¢ jsou pak zpracovany na ukdzkovém piikladu. Nasledna
kapitola se pak zabyva specifikaci ¢asti metodik dynamického programovani, a to o algorit-
mech pro hledani nejkratsi cesty v grafu. Jedna se o Dijkstrav algoritmus, Bellman-Forduv
algoritmus a Floyd-Warshalliv algoritmus, které jsou jednotlivé analyzovany a vysvétleny
jejich postupy na ilustracnich ptikladech. Dalsi kapitola je o teorii grafi. Kapitola udava
zakladni informace o teorii grafli pro Ctenafe, aby mohl 1épe pochopit prostiedi na které se
dané algoritmy aplikuji. Posledni kapitola je vénovana programovacimu jazyku Python. Cte-
nafi se tak mohou sezndmit s programovacim jazykem, ve kterém byly algoritmy realizo-
vany. Pfinosem této prace jsou programové kody uvedenych algoritm, které mohou slouzit

v pedagogickém procesu.

V praktické ¢asti se nachazi kody programové realizace jednotlivych algoritmt. Kazdy jed-
notlivy algoritmus je ilustrovan na dal$ich piikladech na procviceni jejich postupti. Celkové
1ze konstatovat, Ze dand prace seznamuje Ctenaie se zaklady dynamického programovani a
uvodem pro studium algoritmil pro hledani nejkratsi cesty v grafu. Tato prace vSak nefesi
vSechny problémy, se kterymi je mozno se v praxi setkat. Dijkstrav algoritmus naptiklad
nelze aplikovat na grafy se zdporné ohodnocenimi hranami. Floyd-Warshalliiv algoritmus
neposkytuje optimalni trajektorii mezi libovolnymi dvéma uzly. A Bellman-Fordav algorit-
mus je zna¢né asov€ narocny pii pouziti na slozitych grafech s velkym mnoZstvim hran.
Tyto modifikace nebo pouziti jinych vyhledavacich algoritmi jsou inspiraci pro navazujici

prace.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

R Mnozina redlnych cisel
f:A >R Zobrazeni mnoziny A v mnoziné¢ R
{0, 1, ...|V|-1} Mnozina posloupnosti od 0 do poctu uzli v grafu -1

|N| nebo |V Pocet uzlu v grafu
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Ptiloha P I: dijkstra.py



PRILOHA P I: DIJSKTRA.PY

Soubor obsahuje programovou realizaci Dijkstrova algoritmu, Bellman-Fordova algoritmu
a Floyd-Warshallova algoritmu v jazyce Python. Dale jsou tam piidany vstupy grafi pouzi-

tych v dané préci.



