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ABSTRAKT

Matematicka optimalizace je nastroj, pomoci kterého je mozné fesit problémy z ruz-
nych odvétvi, napt. logistika, doprava, pocitacové sité a ekonomie. Soucasti matema-
tické optimalizace je linearni programovani. Zakladem linedrniho programovani jsou
linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy. Predstavime si propojeni linearnich funkei
s linedrnimi rovnicemi. Ukazeme, jak graficky TeSit linearni rovnice, nerovnice a je-
jich soustavy. Prace déle seznamuje ¢tenare s matematickou optimalizaci a zakladnimi
problémy kombinatorické matematické optimalizace. Soucasti prace jsou tlohy linear-
niho programovani, na kterych si ukazujeme jejich grafické feSeni pomoci nazornych
prikladi. Praktickou ukazkou jsou kody v jazyce Python pro generovani, feSeni a vizu-
alizaci lineadrnich rovnic, nerovnic, jejich soustav a tiloh linearniho programovani. Préce
také popisuje navrh algoritmu pro sestaveni tlohy linearntho programovéani na zakladé

zadaného feseni. Tento algoritmus je implementovan v jazyce Python.

Kli¢ova slova: rovnice, nerovnice, linearni rovnice, linedrni nerovnice, soustava rovnic,
soustava nerovnic, optimalizace, matematicka optimalizace, linearni programovani, sim-

plexova metoda



ABSTRACT

Mathematical optimization is a tool that can be used to solve problems in various fields,
such as logistics, transportation, computer networks, and economics. Mathematical op-
timization includes linear programming. Linear programming is based on linear equati-
ons, inequations, and their systems. We present the connection between linear functions
and linear equations. We will demonstrate how to graphically solve linear equations,
inequations, and their systems. The work also introduces mathematical optimization
and basic problems of combinatorial mathematical optimization to the reader. The
work includes linear programming problems, and we illustrate their graphical solutions
by using clear examples. Practical examples are Python codes for generating, solving,
and visualizing linear equations, inequations, their systems, and linear programming
problems. The work also describes the proposed algorithm for developing a linear pro-
gramming problem based on a specified formulation. This algorithm is implemented in
Python.

Keywords: equation, inequation, linear equation, linear inequation, system of equations,
system of inequations, optimization, mathematical optimization, linear programming,

simplex method
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UVOD

Matematicka optimalizace je odvétvi matematiky, které ma dlouholetou historii. Je-
jim cilem je nalezeni nejlepsiho prvku vzhledem k zadanym kritériim. Jelikoz mnoho
problémii kolem nas je mozné fesit nalezenim toho nejlepsiho prvku, matematicka op-

timalizace ma Siroké uplatnéni v riznych odvétvich.

Nedilnou soucésti matematické optimalizace je linedrni programovani. Jeho pocatky
sahaji do prvni poloviny 20. stoleti. Pomoci techniky linedrniho programovéani je mozné
vyjadrit optimaliza¢ni problémy z oblasti teorie grafii, napt. problém obchodniho ces-
tujiciho, problém nejkratsi cesty a problém batohu.

Cilem prace je seznamit ¢tenafe s grafickym zptisobem feSeni tiloh linearniho pro-
gramovani. Jelikoz zékladem linedarniho programovani jsou linearni rovnice a nerovnice
a jejich soustavy, na zacatku prace se vénujeme také grafickému znazornéni a feSeni

rovnic, nerovnic a jejich soustav.

V praci definujeme rovnice a nerovnice pomoci funkci. Za vyuziti ndzornych ukazek
¢tenéri vysvétlujeme, jak je provazédno ucivo linedrnich rovnic a nerovnic s ucivem
linearnich funkci.

Déle se vénujeme matematické optimalizaci a zakladnim problémtim kombinatorické
matematické optimalizace. Za vyuziti jednoduchych principi fesime problém nejkratsi
cesty, obchodniho cestujiciho a batohu.

V ramci matematické optimalizace se zabyvame linedrnim programovanim. Soucasti
prace jsou ulohy linearniho programovani, na kterych ukazujeme ¢tenafi moznosti gra-
fického TeSeni na zakladé znalosti ziskanych o grafickém FeSeni rovnic a nerovnic.

Dalsim cilem je navrhnout a implementovat algoritmus pro sestaveni tlohy lineér-
niho programovani na zakladé daného optimalniho feseni. Princip a myslenky algoritmu

ukazujeme na nékolika piikladech i s podrobnym postupem pfi tvorbé zadani.

Na zavér se vénujeme zafazovani linearnich rovnic, nerovnic, jejich soustav a mate-
matické optimalizace do vyuky matematiky a informatiky na zékladnich a stfednich
skolach. Ukazujeme, jaké ocekavané cile z rdmcovych vzdélavacich plant plnime zara-

zovanim jednotlivych témat z prace.
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1 ZAKLADNI POIMY

Prvni kapitola slouzi k vymezeni zédkladnich pojmii a definic z oblasti matematiky, se

kterymi budeme v préci pracovat a které jsou v praci pouzity.

1.1 Rovnice

Rovnice je zapis rovnosti dvou vyrazi, ve kterych se miuze vyskytovat jedna proménna
nebo vice proménnych.

Méjme dva vyrazy L(x) a P(z) o jedné neznamé z, kde vyraz L(z) je definovany na
mnoziné Dy, a vyraz P(x) je definovany na mnoziné Dp. Pak rovnici o jedné neznamé

x € M zapisujeme ve tvaru:

Vyrazu L(x) se fika leva strana rovnice a vyrazu P(z) prava strana rovnice.

Rovnici miizeme také definovat pomoci realnych funkei. Méjme dvé funkce f a g
o jedné nezndmé, kde funkce f je definovana na mnoziné D; a funkce g je definovana
na mnoziné Dy. Pak rovnice funkei o jedné neznamé x € M je zapis funkei f a g ve

tvaru:

flz) = g(x).
Analogicky muzeme vySe zminény pripad definovat pro funkce vice proménnych. Tedy
rovnice funkei o vice neznamych xq, xo, ..., x, € M je zapis funkei f a g ve tvaru:
f(xlax% s 7xn) = g(xlax% S 7xn)7

kde funkce f pfedstavuje levou stranu rovnice a funkce g pravou stranu rovnice.

Mnozina M je takova mnozina, ve které hledame FeSeni rovnice (viz kapitola 1.1.1
o FeSeni rovnic). Pokud nebude napsano jinak, fesime rovnice o jedné neznamé vzdy
v oboru realnych ¢isel (tzn. M = R), respektive rovnice o n neznamych v oboru R™.
Defini¢nim oborem rovnice je mnozina D, kterd vznikne prinikem mnozin Dy a Dp,
piipadné mnozin Dy a D,. VSechna TeSeni rovnice tvoii mnozinu K, kde prvky mno-

ziny K oznacCujeme za kofeny.

1.1.1 ResSeni rovnice

Resit rovnici znamend nalézt mnozinu vSech kofeni K dané rovnice. Specidlné, pro

rovnici o jedné neznamé, kazdy prvek zy € D, pro ktery L(zg) = P(xq), piipadné
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f(zo) = g(xo), se nazyva kofenem rovnice. Analogicky, pro rovnici o n neznamych,
kazda n-tice (x1,x,...,x,) € D, pro kterou L(xq,...,x,) = P(z1,...,x,), piipadné
flx1,...,x,) = g(x1,...,2,), se nazyva kofenem rovnice.

Rovnice fesime pomoci ekvivalentnich uprav. Ekvivalentni tpravy rovnice jsou ta-
kové tpravy, po jejichz provedeni ziskdme rovnici, ktera mé stejnou mnozinu feSeni

jako ptuvodni rovnice. Mezi ekvivalentni iipravy rovnice patii:

s

e pric¢itani a odecitani ¢isla nebo vyrazu obsahujici neznamou k obéma stranam

rovnosti, pokud je toto ¢islo nebo vyraz definovan v celém oboru feseni M,

e nasobeni a déleni obou stran rovnosti nenulovym ¢islem nebo nenulovym vyrazem

obsahujici neznamou, je-li toto ¢islo nebo vyraz definovan v celém oboru feseni M,

e zaména levé a pravé strany rovnice.

Reseni rovnice méa také graficky vyznam. Obecné, vSechna feSeni rovnice o n ne-
znamych tvoii podprostor dimenze n — 1 (nadrovinu) v Eukleidovském vektorovém

prostoru dimenze n.

Grafem funkce f o jedné neznamé = je podmnozina dvourozmérného prostoru vSech
usporddanych dvojic ve tvaru (z, f(z)) € R? pro « € Dy.

Grafem funkce f o dvou neznamych z,y je podmnozina tfirozmérného prostoru
vSech usporadanych trojic ve tvaru (z,v, f(z,y)) € R* pro (z,y) € Dy.

Analogicky, grafem funkce f o n neznamych je podmnozina (n + 1)rozmérného pro-
storu vsech usporddanych (n + 1)tic ve tvaru (xq, Ta, ..., Ty, f(T1, T2, ..., 2,)) € R*T!
pro (x1,Z2,...,%,) € Dy.

Pro rovnici o jedné neznamé plati, Zze feSenim jsou body (dimenze 0) v Euklei-
dovském vektorovém prostoru dimenze 1. Refen{ si miZeme zobrazit na &selné ose
(kartézska soustava soufadnic dimenze 1) jako body. Grafem funkce o jedné proménné
je podmnozina dvourozmérného prostoru (napf. primka).

Pro rovnici o dvou neznamych plati, Ze feSenim jsou kiivky (napf¥. piimka, tsecka,
kruznice — dimenze 1) v BEukleidovském vektorovém prostoru dimenze 2. ReSeni si
muzeme zobrazit v roviné (kartézska soustava soufadnic dimenze 2) jako ¢aru. Grafem

funkce o dvou proménnych je podmnozina t¥irozmérného prostoru (napf. plocha).
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1 1 7
Priklad 1.1.1 Vyreste rovnici i(x 1)} +1= ok + 3 graficky i pocetné pro x € R.
1. grafické reseni rovnice Zobrazime si grafy obou funkci — parabolu a primku.
K feSeni rovnice hleddme body, ve kterych se obé kfivky protnou. Z grafu lze vidét,
Ze existuji dva prusec¢iky Pi[—1;3] a P»[4; 1F]. MnoZzinou fesenf rovnice jsou tedy z-ové

souradnice obou priseciki, tj. K = {—1;4}.

30 %
r—1)2+1

T+

N[ N[~
[SJEN]

20 ¢

_15 =10 -5 -l 45 10 15

—10 +

Obrézek 1.1 Grafické znazornénf rovnice 3(z — 1)2 + 1 = 1z +

N~

2. pocetni Fedeni rovnice Zadanou rovnici upravime pomoci ekvivalentnich tprav:

Sa— 1P Hl= ot o2
(z—1)2+2=2+7
=204+ 1+42=a+7
2’ —2r+3=x+7 /—x—T
-2 4+3 -2 —-T=a0+7—2—1T

22 —3r—4=0
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Nésledné vytfesime kvadratickou rovnici pomoci diskriminantu:

—(=3)+ V25

D=(-32—4-1-(-4) =T
3+5
D=94+16 Ty = % =4
D =25 3—95
pp= 2 =1
2
Zadana rovnice mé dva koteny 1y = —1 a 9 = 4, tj. K = {—1;4}, které si muzeme

zobrazit na ¢iselné ose:

-l | | | | | | |
w w w w w l w w

| |
[ [
6 5 -4 -3 2 4 0 1 2 3 4, 5 6

|
N
&
_l_
NJEN]

Obrézek 1.2 Znazornéni kofenti rovnice 1 (z — 1)* +1 =
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1.2 Algebraicka rovnice

Algebraickou rovnici n-tého stupné s nezndmou = € R rozumime rovnici ve tvaru:

A" + ap 12" 4 o 4 asx® + a1+ ag = 0, (1.1)

kde ag, a1, ..., a, jsou realné koeficienty rovnice a a,, # 0.

Polynom na levé strané rovnice (1.1) zna¢ime P, (z). Algebraickou rovnici n-tého

stupné s neznamou x € R potom zkracené zapisujeme ve tvaru:
P,(z) =0.

1.3 Linearni rovnice s jednou neznamou

Za linearni rovnici s jednou neznamou x € R oznacujeme kazdou rovnici, kterou lze
ekvivalentnimi dpravami prevést na algebraickou rovnici prvniho stupné s jednou ne-

znamou:

a1z + ag = 0. (1.2)

Zjednodusené se linearni rovnice s jednou nezndmou v zakladnim tvaru zapisuje ve

tvaru:

ar +b=0, (1.3)

kde koeficient a nazyvame linearni koeficient a koeficient b nazyvame absolutni ¢len.

1.3.1 Geometricky vyznam linearni rovnice s jednou neznamou

Grafem funkci na obou stranach obecné linedrni rovnice s jednou neznamou jsou
piimky. ReSenim linedrni rovnice je z-ova soufadnice prusec¢iku téchto funkeci. Spe-
cifickym pfipadem je linearni rovnice v zakladnim tvaru (viz (1.2) a (1.3)), kde fesenim

rovnice je prusecik grafu funkce na levé strané rovnice s osou x.

1.3.2 Reseni linearni rovnice s jednou neznamou

Podle kapitoly 1.1.1 o FeSeni rovnic, linearni rovnice s jednou neznamou ve tvaru ax +

b = 0 se Tesi osamostatnénim neznamé x pomoci ekvivalentnich tprav. Kazda linedrni
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rovnice mé vzdy jeden kofen ve tvaru:

Tento kofen si samoziejmé mizeme zobrazit na ¢iselné ose:

< = > I

—00 b 00
a

Obrazek 1.3 Obecné znazornéni korenu linearni rovnice azxz + b = 0.

Jak jiz vime, dalsim moznym zpusobem feSeni linearni rovnice s jednou neznamou
je grafické TeSeni. ReSenim rovnice je x-ova soutfadnice bodu, ve kterém se grafy funkci

na obou stranach rovnice protnou.
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Priklad 1.3.1 Vyreste rovnici x + 3 = 0 graficky i pocetné pro x € R.

1. grafické 7esent rovnice Zobrazime si grafy obou funkci. K feSeni rovnice hledame
bod, ve kterém se obé piimky protnou. Prisecikem funkci je bod P[—3;0]. Mnozinou

feSeni rovnice je K = {—3}.

10 Y f(z) =2+3
g(z) =
5 |
P[—3;0}
| e
} } L 1 1

—10 —5 5% 10
_5 a
_]_0 1

Obrazek 1.4 Grafické znazornéni rovnice z + 3 = 0.

2. pocetni Tedeni rovnice Zadanou linearni rovnici vyfesime pomoci ekvivalentnich

aprav:

r+3=0 /=3
r+3-3=0-3
T = -3

Rovnici mame uz v zékladnim tvaru az + b = 0, proto k feSeni muzeme vyuzit

vzorec 1.4:
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Zadana linearni rovnice m4 jeden kotfen x = —3, tj. K = {—3}, ktery si zobrazime

na ¢iselné ose:

- | | | | | | | | |
6 -5 -4 5 -2 -1 0 1 2 3

|
[

) 6

v
8

|

x

4
Obrazek 1.5 Znazornéni kofenu rovnice z + 3 = 0.
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Priklad 1.3.2 Vyreste rovnici 5z — 24 = —%x — 2 graficky i pocetné pro x € R.

1. grafické 7esent rovnice Zobrazime si grafy obou funkci. K feSeni rovnice hledame

bod, ve kterém se obé piimky protnou. Prisecikem funkci je bod P[4; —4]. Mnozinou
feSeni rovnice je K = {4}.

15 %

10+

—10 _5

—10 1L

Obrazek 1.6 Grafické znazornéni rovnice bz — 24 = —%x — 2.

2. pocetni Tedeni rovnice Zadanou linearni rovnici vyfesime pomoci ekvivalentnich
aprav:

1 1
5x—24:—§x—2 /—|—§x+2

1 1 1
5m—24+§m+2:—§x—2+§x+2

11
Ze-2=0 /-2
1z —44=0 /+44
11z — 44+ 44 = 0 + 44
Mz=44 /=11

r=4
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Zadana linearni rovnice méa jeden koten z = 4, tj. K = {4}, ktery si zobrazime na

¢iselné ose:

| |
‘ |
6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 1.7 Znazornéni korfenu rovnice 5z — 24 = —%x — 2.
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1.4 Linearni rovnice s vice neznimymi

Linearni rovnici o n neznamych x1, x», ..., x, rozumime rovnici ve tvaru:
a1T1 + asxs + ... + Gp_1T,_1 + apx, + b =0,

kde ay,as, ..., a, jsou realné koeficienty rovnice a b je absolutni ¢len.

Resenim linearni rovnice o n neznamych jsou usporadané n-tice isel (1, za, ..., x,).
Nejvyse si lze predstavit linearni rovnici o dvou neznamych, kdy grafem linearni funkce

o dvou nezndmych je rovina.

1.4.1 Linearni rovnice o dvou neznamych

Za linearni rovnici o dvou neznamych z;, 2z, € R povazujeme kazdou rovnici, kterou

lze ekvivalentnimi Gpravami prevést na tvar:
a1y + axrs +b =0,

kde aq, as jsou realné koeficienty rovnice, a; # 0, as # 0 a b je absolutni ¢len.

U linearnich rovnic o dvou neznamych se ¢asto misto =y, xs vyuziva znaceni nezna-

mych z,y:

a1z + ay +b=0. (1.5)

Resenfm takové rovnice jsou pak usporadané dvojice ¢isel (x,y), spliujici rovnici (1.5).
Leva i prava strana obecné linearni rovnice o dvou neznamych ptredstavuje funkei,
jejimz grafem je rovina. Pak feSenim linearni rovnice o dvou nezndmych je priisecnice
téchto dvou rovin. Tuto prisecnici lze ziskat graficky i pocetné. Obecnou rovnici upra-
vime na tvar (1.5), ze kterého pomoci ekvivalentnich tprav vyjadiime neznéamou y,
ktera priisecnici popisuje jako primku:
—b— a1z ay b

_ _ w0 1.6
Yy - PR (1.6)
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Tuto primku si muZzeme zobrazit v rovinné kartézské soustave:

y ap b

Obrazek 1.8 Obecné znazornéni korent linedrni rovnice a;x 4+ asy + b = 0.
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Priklad 1.4.1 Vyreste rovnici —2x +y + 6 = 0 graficky i pocetné pro z,y € R.

1. grafické teseni rovnice Zobrazime si grafy obou funkci — dvé roviny. ReSenim
rovnice je prusecnice téchto dvou rovin. Prisecénici je pfimka y = 22 — 6. Mnozinou
feSeni rovnice jsou vSechny uspofadané dvojice K = {[z;2z — 6],z € R}, které tvori

tuto priisecnici.

20_20

Obréazek 1.9 Grafické znazornéni rovnice —2z + y + 6 = 0.

2. pocetni Teseni rovnice Zadanou linearni rovnici upravime pomoci ekvivalentnich

Uprav a vyjadiime neznamou y, kterd predstavuje rovnici pfimky — prisecnici rovin:

—2rx+y+6=0 /+2x—6
—2r4+y+64+2r—-6=0+2x—-6
y=2xr—06

Rovnici mame uz v zakladnim tvaru a;z+asy +b = 0, proto k feSeni miizeme vyuzit

vzorec (1.6):

—2z4+y+6=0
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Regenim linearni rovnice je piimka y = 2z — 6, tj. K = {[z; 2z — 6],z € R}, kterou

si zobrazime v rovinné kartézské soustavé souradnic:

20 ¢
y flz) =22 -6
10 |
L I I X |
—20 —10 10 20
14!
_9p |

Obrazek 1.10 Znazornéni koreni linearni rovnice —2x +y + 6 = 0.
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Priklad 1.4.2 Vyreste rovnici —3z + 5y — 6 = 8x + 6y + 8 graficky i pocetné pro
z,y € R.

1. grafické Feseni rovnice Zobrazime si grafy obou funkci — dvé roviny. ReSenim
rovnice je prisecnice téchto dvou rovin. Prisecnici je pfimka y = —11x — 14. MnozZinou
feSeni rovnice jsou v8echny usporadané dvojice K = {[z; —1lx — 14],x € R}, které

tvori tuto prisecnici.

@ fay) =30 +5y -6
& g(z,y) =8z + 6y + 8

100

10
—100

10—10

Obrazek 1.11 Grafické znézornéni rovnice —3x + by — 6 = 8z + 6y + 8.

2. pocetni TeSeni rovnice Zadanou linearni rovnici upravime pomoci ekvivalentnich

tprav a vyjadiime neznamou y, kterd predstavuje rovnici piimky — prisecnici rovin:

—3x+5y —6=8x+6y+38 /+3x—6y+6
—3r+d5y—6+3r—-6y+6=8r+6y+8+3xr—6y+6
—y=1lz+14 /- (=1)

y=—1lz—14
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Regenim linedrn{ rovnice je piimka y = —11z — 14, tj. K = {[z; =11z — 14], 2 € R},

kterou si zobrazime v rovinné kartézské soustavé souradnic:

10 %
y f(x)=—11z — 14
5 1
L I I X\
—10 -5 D 10
_q
_10'l

Obrazek 1.12 Znazornéni korenu linearni rovnice —3x + 5y — 6 = 8x + 6y + 8.
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1.5 Nerovnice

Nerovnice je zapis nerovnosti dvou vyrazi, ve kterych se muze vyskytovat jedna pro-
ménna, nebo vice proménnych. V nerovnicich se na rozdil od rovnic misto znaku rov-
nosti vyskytuji znaky nerovnosti <, <, > nebo >.

Meéjme dva vyrazy L(x) a P(z) o jedné neznamé z, kde vyraz L(z) je definovany na
mnoziné Dy, a vyraz P(z) je definovany na mnoziné Dp. Pak nerovnici o jedné neznamé

x € M zapisujeme ve tvaru:
L(z) < P(z) (resp. L(z) < P(z), resp. L(z) > P(z), resp. L(z) > P(z)),

kde vyrazu L(zx) se fika leva strana nerovnice a vyrazu P(z) je prava strana nerovnice.

Nerovnici muzeme také definovat pomoci redlnych funkci. Méjme dvé funkce f a g
o jedné nezndmé, kde funkce f je definovana na mnoziné D; a funkce g je definovana
na mnoziné Dy. Pak nerovnice funkei o jedné neznamé x € M je zapis funkei f a g ve

tvaru:
f(x) < g(z) (vesp. f(z) < g(x), resp. f(x) > g(z), resp. f(x) > g(x)).

Analogicky muzeme vySe zminény piipad definovat pro funkce vice proménnych. Tedy

nerovnice funkei o vice nezndmych zq, xs,...,z, € M je zapis funkei f a g ve tvaru:

(@, @a,. 0 mn) < g(T1, T2, T0),
resp. f(xy, 2o, ..., x,) < g(x1,22,...,2,),
resp. f(x1, 2o, ..., xn) > g(x1, 29, ..., 2,),
resp. f(x1, o, ..., xn) > g(x1, 22, ..., 2y),

kde f predstavuje levou stranu nerovnice a funkce g pravou stranu nerovnice.

Stejné jako u rovnic, mnozina M je takovd mnozina, ve které hledame teSeni ne-
rovnice. Pokud nebude napsano jinak, feSime nerovnice s jednou nezndmou v oboru
realnych ¢isel (tzn. M = R), respektive nerovnice o n neznamych v oboru R". Prini-
kem mnozin Dy, a Dp, piipadné mnozin Dy a D, je defini¢ni obor D nerovnice. VSechna

feSeni nerovnice tvori mnozinu K, kde prvky mnoziny K oznacujeme za koteny.

1.5.1 Reseni nerovnice

Resit nerovnici znamené nalézt mnozinu vSech feSeni K dané nerovnice. Specialné,
pro nerovnici o jedné neznamé, kazdy prvek xzo € D, pro ktery plati L(xzo) < P(x)

(resp. L(xg) < P(xg), resp. L(xg) > P(xg), resp. L(zg) > P(xg)), se nazyva kofenem
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nerovnice. Analogicky, pro nerovnici o n neznamych, kazda n-tice (1, s, ..., 2,) € D,
pro kterou L(zq,xo,...,2,) < P(x1,z9,...,2,) (piipadné jiné znaménko nerovnosti),

se nazyva korenem nerovnice.

Stejné jako rovnice se nerovnice fesi pomoci ekvivalentnich tprav, které nezmeéni

platnost nerovnice:

e pricitani a odecitani ¢isla nebo vyrazu obsahujici neznamou k obéma stranam

nerovnosti, pokud je toto ¢islo nebo vyraz definovan v celém oboru feseni M,
e nésobeni obou stran nerovnosti vzdy kladnym vyrazem (napt. kladnym ¢islem),

e nasobeni obou stran nerovnosti vzdy zapornym vyrazem s otoenim znaménka

nerovnosti (napf. zapornym ¢islem).

Ekvivalentnimi tipravami se snazime prevést nerovnici na tvar, ze kterého je jedno-
dussi urcit FeSeni, napf. na jedné strané ¢islo (obvykle nula).

Nerovnice maji ¢asto vice feSeni, pri¢emz kofeny nerovnic se zapisuji pomoci inter-
valii. Pokud je kofentt méné, je mozné je zapsat vyctem prvku.

Resenf nerovnice mé také graficky vyznam. Reseni nerovnice o n neznamych tvori

cast prostoru dimenze n — 1 v Eukleidovském vektorovém prostoru dimenze n.

Jak jsme se dozvédéli v kapitole o TeSeni rovnic (viz kapitola 1.1.1), grafem funkce
o n neznamych je podmnozina (n + 1)rozmérného prostoru.

Pii grafickém feSeni nerovnice s jednou neznamou f(z) < g(z) (pfipadné jiné zna-
ménko nerovnosti) si zobrazime grafy obou funkci. Z grafu uréime, ve kterych interva-
lech je splnéna nerovnost f(z) < g(x) (pfipadné jiné znaménko nerovnosti). Resenim
nerovnice jsou x-ové souradnice bodt, které danou nerovnost spliuji. Regenf si mizeme
zobrazit na ¢iselné ose (tzn. kartézska soustava soufadnic dimenze 1) jako interval bodu.

U nerovnice se dvéma neznamymi f(xy,z2) < g(z1,x9) (pfipadné jiné znaménko
nerovnosti) je postup obdobny. Zobrazime si grafy obou funkei a jejich pruseénici.

7 grafu ur¢ime ¢ast roviny, ktera je feSenim nerovnice o dvou neznamych.
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1 1
Priklad 1.5.1 Vyreste nerovnici —§(x — 102 + 25 < 2 + 10 pocetné i graficky
prox € R.

1. grafické reseni nerovnice Zobrazime si grafy obou funkci — parabolu a piimku.
K teseni nerovnice je potfeba nalézt pruseciky obou funkci. Z grafu lze vidét, ze existuji

dva pruseciky P [5; %] a P5[14; 17]. Nasledné z grafu zjistime, v jakych intervalech plati

zadana nerovnost, tzn. kdy ma funkce —%(x— 10)?+25 nizsi funkéni hodnoty nez funkce

sz + 10. ReSenim je tedy sjednoceni intervali K = (—oo; 5) U (14; 00).

30 4
y
Py [14; 17}
20 I ‘
17._61_[5_);_7 _
w|l g
2 1
1047 [, i
| | | ol x
30 220  —10 [5 10 14 |20 30
(—o0;5) (14; 00)
_10 1

f(x) = —4(z—10)* + 25
—g(z) = 32+ 10

Obrézek 1.13 Grafické znédzornéni nerovnice —3(z — 10)? + 25 < 1z + 10.

2. pocetni Feseni nerovnice Zadanou nerovnici upravime pomoci ekvivalentnich aprav:

1 1
——(z—10)*+25 <~z + 10

2 2

1, 1
—5(@® =202+ 100) + 25 < 3¢+ 10

1, 1
—52 #1020 =50 +25 < gr+10 [/~ Jr—10
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1 1 1 1
—§x2+10x—25—§x—10<§x+10—§x—10

—%x2+gx—35<0 /-2
—2°+ 192 -70<0 /42— 192+ 70
—2? 4+ 192 =70+ 2> — 192+ 70 < 0 + 22 — 192 + 70
0 < 2*— 192 + 70
2?2 — 192 4+ 70 > 0

Nasledné najdeme pruseciky kvadratické funkce s osou x, tzn. vyfesime kvadratickou
rovnici 22 — 192 + 70 = 0:

 —(-19)+ V81

D=(-192—4-1-70 T2 = 2.1
19+9
D = 361 — 280 ¥y = ; =14
D =81 19-9
x2:T:5

V nalezenych prisecicich P;[5;0] a P;[14;0] se mize ménit funkéni hodnota funkce
2?2 — 192 + 70 z kladné na zapornou, nebo naopak. Toho vyuZijeme, jelikoZ nasim
ikolem je najit takové hodnoty, pro které je funkéni hodnota kladna. V tabulce 1.1

jsou znaménka funkénich hodnot v danych intervalech:

(—00;5) (5;14) (14; 00)

x2 — 19z 4+ 70 + — +

Tabulka 1.1 Tabulka intervalii a znaménko funkénich hodnot v danych intervalech.

ReSenim nerovnice je tedy sjednoceni intervali K = (—oc0;5) U (14;00), které si

T A

h [ [
—o0 5 14 >

Obrézek 1.14 Zobrazeni vyslednych intervali nerovnice —%(x —10)2+ 25 < %x + 10.

zobrazime na ¢iselné ose:
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1.6 Algebraickd nerovnice

Algebraicka nerovnice n-tého stupné s neznamou x € R je kazda nerovnice ve tvaru:
P,(x) <0, (resp. P,(z) <0,resp. P,(x) > 0,resp. P,(z) > 0),
kde P,(x) je mnohoc¢len n-tého stupné:
A" + ap 12"+ o 4 a0z + a1z + ao,

kde ag, ay, ..., a, jsou realné koeficienty a a,, # 0.

1.7 Linearni nerovnice s jednou neznamou

Za linearni nerovnici s jednou neznamou x € R oznacujeme kazdou nerovnici, kterou
lze ekvivalentnimi Gpravami prevést na algebraickou nerovnici prvniho stupné s jednou

neznamou (obdobné pro dalsi znaménka nerovnosti):

a1z + ag < 0.

Zjednodusené se linearni nerovnice s jednou neznédmou v zakladnim tvaru zapisuje

ve tvaru (obdobné pro dalsi znaménka nerovnosti):

ar +b < 0,

kde koeficient a nazyvame lineadrni koeficient a koeficient b nazyvame absolutni ¢len.

1.7.1 Geometricky vyznam linedrni nerovnice s jednou neznamou

Grafem funkci na obou stranich obecné linearni nerovnice jsou primky. ReSenim ne-

rovnice jsou pak x-ové soufadnice bodi, které danou nerovnost spliiuji.

1.7.2 Reseni linearni nerovnice s jednou neznidmou

Linearni nerovnice s jednou nezndmou ve tvaru ax + b < 0 se TFeS$i osamostatnénim
neznamé x pomoci ekvivalentnich tprav. Kazda linedrni nerovnice ma koteny splitujici

nerovnost ve tvaru (obdobné pro dalsi znaménka nerovnosti):

r< ——. (1.7)
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Tento interval si samoziejmé miiZeme zobrazit na ¢iselné ose:

< I - X
—00 b o0

Obrazek 1.15 Obecné znazornéni korenu linearni nerovnice ax + b < 0.

Linearni nerovnice s jednou neznamou lze fesit také graficky. x-ové soufadnice bodii,

které splhuji zadanou nerovnost, jsou kofeny nerovnice.
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1
Priklad 1.7.1 Vyreste nerovnici ok + 2 < 0 graficky i pocetné pro x € R.

1. grafické Teseni merovnice Zobrazime si grafy obou funkci. ReSenim nerovnice
jsou x-ové souradnice bodi, které jsou pod osou x. ReSenim nerovnice je tedy interval
K = (—o0; —4).

10 ¢

—10 L

Obrazek 1.16 Grafické znazorndéni nerovnice %x +2 <0.

2. pocetni FeSeni nerovnice Zadanou linearni nerovnici vyfesime pomoci ekvivalent-

nich dprav:

1

1

|
Sr< -2 /.2
2" /

T < —4
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Nerovnici mame uz v zékladnim tvaru ax + b < 0, proto k feSeni muzeme vyuzit

vzorec (1.7):

—rz+2<0
2

$<—T

2

T < —4

ReSenim nerovnice je interval K = (—oo; —4), ktery si miizeme zobrazit na ¢iselné

ose:

-« | | | | | | | | | | |

| |

! !

-r -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
0.

Obrazek 1.17 Zobrazeni vysledného intervalu nerovnice %:L‘ +2<

> T
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1
Priklad 1.7.2 Vyreste nerovnici 1" + 8 > —3x — 14 graficky i pocetné pro x € R.

1. grafické reSeni nerovnice Zobrazime si grafy obou funkci. K feseni nerovnice je
potfeba nalézt prusecik obou funkci. Z grafu lze vidét, Ze prusecikem je bod P[—8;10].
Néasledné z grafu zjistime, v jakém intervalu plati zadand nerovnost, tzn. kdy méa
funkce —Z—llx + 8 vyssi funkéni hodnoty nez funkce —3z — 14. Resenfm je tedy inter-
val K = (—8;00).

15 %

P[+8;10] ' — f(a) = —g= +8
‘ g(x) = =3z — 14
\—10-.
| 51
I  x
—15 —=10—% -4 5) 10 15
(~8; 00)
_5 1

Obrazek 1.18 Grafické znazorndéni nerovnice —ix +8 > —3x — 14.

2. pocetni reSeni nerovnice Zadanou linearni nerovnici vyfesime pomoci ekvivalent-

nich aprav:
1
—Zx+8>—3x—14 /+3x+ 14
1
—Zm+8+3x+14>—3x—14+3x+14

11
TTE22>0 /-4

11z +88>0 /—88
11z + 88 — 88 > 0 — 88
1z >-88 /=11

> —8
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ReSenim nerovnice je interval K = (—8;00), ktery si muzeme zobrazit na ¢iselné

ose:

-0-9 8 -7 6 5 4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 1.19 Zobrazeni vysledného intervalu nerovnice —%x +8 > -3z — 14.




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 37

1.8 Linearni nerovnice s vice neznimymi

Linearni nerovnici o n neznamych x1, zs, . .., z, rozumime nerovnici ve tvaru (obdobné

pro dalsi znaménka nerovnosti):
a171 + Aoy + ... + Gp_1Tp_1 + apx, + b <0,

kde aq,ao, ..., a, jsou realné koeficienty rovnice a b je absolutni ¢len.

Resenim linearni nerovnice o n neznamych jsou usporadané n-tice ¢isel (z1, xa, . .., Zy)
— TeSenim je oblast, ktera spliiuje danou nerovnost. Nejvyse si lze predstavit linearni

nerovnice o dvou neznamych — grafem lineédrni funkce o dvou neznamych je rovina.

1.8.1 Linearni nerovnice o dvou neznidmych

Za linearni nerovnici se dvéma neznamymi x,,xs € R oznacujeme kazdou nerovnici,
kterou lze ekvivalentnimi tipravami prevést na algebraickou nerovnici prvniho stupné

se dvéma neznamymi (obdobné pro dalsi znaménka nerovnosti):
a1T1 + asxs + b < 0,

kde aq, as jsou realné koeficienty rovnice a b je absolutni ¢len.

U linearnich nerovnic o dvou neznéamych se ¢asto misto xq, xo vyuziva znaceni ne-

znamych z,y (obdobné pro dalsi znaménka nerovnosti):

a1x + asy + b < 0.

Regenfm linearn{ nerovnice o dvou neznamych jsou usporadané dvojice ¢isel (x1, z3)
takové, ze L(x1,x9) < P(x1,22) (pfipadné jiné znaménko nerovnosti).

Leva i prava strana linedrni nerovnice o dvou nezndmych predstavuje funkei, jejiz
grafem je rovina. ReSenim nerovnice o dvou neznamych je polorovina s hrani¢ni pfim-
kou, v pripadé nerovnosti se znaménky > a < je feSenim polorovina vcetné hranic¢ni
piimky, v piipadé nerovnosti se znaménky < a > je feSenim polorovina bez hrani¢ni

primky. Hrani¢ni pfimkou je prisec¢nice obou rovin:
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Priklad 1.8.1 Vyreste nerovnici —2x +y + 6 < 0 graficky i pocetné pro z,y € R.

1. grafické Feseni nerovnice Zobrazime si grafy obou funkci — dvé roviny. K feSeni
nerovnice hledame priisecnici téchto dvou rovin, ktera je hrani¢ni primkou. Prisecnici
funkci je pfimka y = 2z — 6. V nerovnici je ostra nerovnost, proto hrani¢ni pfimka
nebude soucasti FeSeni. ReSenim nerovnice jsou v8echny body [z;y], kterym funkce
f(z,y) = —2x + y + 6 pfifazuje hodnoty mensi nez nula. Mnozinou feSeni nerovnice
jsou pak v8echny uspofadané dvojice K = {[z;y],z € R,y < 2x — 6}, které danou

nerovnost spliuji.

*f(x,y) =-2x+y+6

20

2020

Obrazek 1.20 Grafické znazornéni nerovnice —2z + y + 6 < 0.

2. pocetni Teeni nerovnice Zadanou linedrni nerovnici upravime pomoci ekviva-
lentnich aprav a vyjadiime neznamou y, které predstavuje rovnici pifimky — prisecnici

rovin:

—2r4+y+6<0 /+2x—6
—2r+y+6+2r—-6<0+4+2x—-6

y<2ar—6
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Pocetné jsme ziskali nerovnici y < 2 — 6. Rovnice y = 2z — 6 je hrani¢ni primkou
a vSechny body lezici pod ni jsou kofeny dané nerovnice a tvori polorovinu. Resenim
nerovnice je pak mnozina K = {[z;y],x € R,y < 2x—6}, kterou si zobrazime v rovinné

kartézské soustavé souradnic:

20 ;
y . ey =21—6

L

¢ _20 1

Obréazek 1.21 Znézornéni kofent linearni nerovnice —2x +y — 6 < 0.
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Priklad 1.8.2 Vyfeste nerovnici —3x +y + 6 > 4x + 2y + 8 graficky @ pocetné pro
z,y € R.

1. grafické Feseni nerovnice Zobrazime si grafy obou funkci — dvé roviny. K feSeni
nerovnice hledame priisecnici téchto dvou rovin, ktera je hrani¢ni primkou. Prisecnici
funkeci je pfimka y = —7x — 2. V nerovnici je ostra nerovnost, proto hrani¢ni pfimka
nebude soudasti FeSeni. ReSenim nerovnice jsou v8echny body [z;y], kterym funkce
f(z,y) = —3x+y+6 piifazuje hodnoty vétsi nez funkce g(z,y) = 4z +2y+8. Mnozinou
feSeni nerovnice jsou pak vSechny usporadané dvojice K = {[z;y],x € R,y < —Tx—2},

které danou nerovnost spliuji.

@ fay) = -3c+y+6
%g(w,y) =4r +2y+38
--- h(z) =Tz —2

10

10_10

Obrazek 1.22 Grafické znazornéni nerovnice —3x +y + 6 > 4x + 2y + 8.

2. pocetni Fedeni merovnice Zadanou linearni nerovnici upravime pomoci ekviva-
lentnich uprav a vyjadiime neznamou y, které predstavuje rovnici pfimky — priisecnici

rovin:

—3x+y+6>4r+2y+38 /+3x—2y—=6
—3r+y+6+3r—2y—6>4r+2y+8+3xr—2y—=6
—y>Tr+2 /=T +y—2
—y—Tre+y—2>Tr+2-Te+y—2
—Tr—2>y

y< —Txr—2
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Pocetné jsme ziskali nerovnici y < —7x —2. Rovnice y = —7x —2 je hrani¢ni primkou
a vSechny body lezici pod ni jsou kofeny dané nerovnice a tvori polorovinu. Resenim

nerovnice je pak mnozina K = {[z;y]l,z € R,y < =Tz — 2}, kterou si zobrazime
v rovinné kartézské soustavé souradnic:

10 4

Y -y =—Tr—2
5,,
L I I‘ I X\
—10 —5 ". 5 10
-5 ".
_1p b

Obrazek 1.23 Znézornéni kotfenu linearni nerovnice —3x + y + 6 > 4x + 2y + 8.
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2 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC A NEROVNIC

2.1 Soustava linearnich rovnic

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych nazyvame systém linearnich rovnic ve

tvaru:

1,171 + Q122 + ...+ A1 nTn = b1

a21X1 + a2 2X2 + ...+ A2 nTyp = bQ

Am, 121 + Qm,2T2 +...+ AmnTn = bm)

kde a; ; jsou koeficienty soustavy, b; jsou absolutni ¢leny a x; jsou neznamé pro vSechna

1=1,....maj=1,...,n.

2.1.1 Reseni soustavy linearnich rovnic

ReSenim soustavy linedrnich rovnic je kazda usporddanad n-tice ¢isel takova, ze pri
dosazeni za neznamé x1, o, . .., x, jsou splnény vsechny rovnice soustavy.
Aby byly splnény vsechny podminky soustavy, stanovime mnozinu feSeni pro kazdou

rovnici zvlast a feSenim soustavy rovnic je potom prunik v8ech mnoZin feSeni.

Hledani feSeni soustavy linedrnich rovnic spoc¢iva v nahrazeni soustavy jinou sou-
stavou, kterd ma stejnou mnozinu feSeni jako pivodni soustava a je jednodussi. Nova
soustava linearnich rovnic vznikne postupnou tpravou a transformaci ptivodni soustavy

rovnic pomoci ekvivalentnich dprav soustavy:
e zména poradi rovnic,
e nasobeni libovolné rovnice nenulovym c¢islem,
e piicteni k-nésobku nékteré rovnice k jiné rovnici.

Mezi pocetni metody TeSeni soustavy linearnich rovnic patii metoda dosazovaci,
sCitaci a srovnavaci. Dalsi metodou feSeni soustavy linearnich rovnic je Gaussova eli-

minac¢ni metoda.

Pro feSeni soustavy linearnich rovnic lze vyuzit také grafickou metodu. Kazdou rov-
nici si upravime do tvaru, ze kterého dokazeme zobrazit jeji graf a jeji kofeny v grafu.

Resenim soustavy rovnic je mnozina bodt, které jsou feSenim vSech rovnic v soustave.
Soustavam linearnich rovnic se vénuje kniha |1, str. 97-118], ve které jsou podrobné
popsany elementarni transformace soustavy linedrnich rovnic a feSeni soustavy linear-

nich rovnic. V knize jsou také ptiklady k procviceni.
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Priklad 2.1.1 Vyfeste soustavu linedrnich rovnic s jednou nezndmou graficky i po-

cetné pro x € R:

20 +6=0
1 3
—3r—9=

1. grafické fedeni soustavy rovnic Kazda rovnice ma na pravé strané 0, ktera pred-
stavuje osu x. Zobrazime si grafy levych stran rovnic. ReSenim soustavy rovnic je x-ova
soufadnice bodu na ose x, ve kterém se vSechny pfimky protnou. Resenim je tedy mno-

zina K = {-3}.

f(z)=2z+6
g9(z) =37+ 3

10 20

—20

Obrazek 2.1 Grafické znazornéni soustavy linedrnich rovnic.

2. pocetni Fedeni soustavy rovnic Vyfesime kazdou rovnici zvIast:
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Jelikoz TeSenim vSech tif rovnic je x = —3, mame TeSeni soustavy rovnic. Kofenem
soustavy rovnic je x = —3, tj. K = {—3}, ktery si miuzeme zobrazit na ¢iselné ose:
| | | | | | | | | | | | |
w w w w w w w Zz

6 5 4 5 2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Obrézek 2.2 Znazornéni kofenu soustavy linearnich rovnic.
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Priklad 2.1.2 Vyfeste soustavu linedrnich rovnic s jednou nezndmou graficky i po-

cetné pro x € R:

20 +12=0
2 +2=0
——x —
)
1

1. grafické fedeni soustavy rovnic Kazda rovnice ma na pravé strané 0, ktera pired-
stavuje osu z. Zobrazime si grafy levych stran rovnic. Jelikoz vSechny tii pfimky ne-
maji zddny spole¢ny bod, soustava rovnic nema koten. ReSenim je tedy prazdna mno-
zina K = (.

10 %
Y f(x) =2x+12
gla) = 2z +2
5 — h(z) =iz +2

—10 *

Obrazek 2.3 Grafické znazornéni soustavy linedrnich rovnic.

2. pocetni Fedeni soustavy rovnic VyfesSime kazdou rovnici zv1ast:

Jelikoz vSechny rovnice maji rizné kofeny, feSenim soustavy je prazdna mnozina,
tj. K = 0.
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Priklad 2.1.3 Vyreste soustavu linedrnich rovnic graficky i pocetné pro x,y € R:

—r+y+7=0
r+y+4=0.

1. grafické reseni soustavy rovnic U vSech rovnic mame na pravé strané rovnice 0,
ktera predstavuje rovinu xy. Aby bylo dobfe vidét feseni kazdé rovnice, vyresime kazdou
rovnici zvlast. K feSeni soustavy je potieba nalézt bod, ktery je feSenim obou rovnic. Jde

o prunik feseni jednotlivych rovnic (tzn. prisecik primek). Regenim je tedy bod [%, —%],

. K = {3 -4},

—z+y+7=0. z+y+4=0.

2020

—fx)=2z-7
—h(z)=—ax—4

(¢) Znazornéni kofenu soustavy rovnic v prostoru.

Obrazek 2.4 Grafické znazornéni soustavy rovnic.
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2. pocetni Fedeni soustavy rovnic Kazdou rovnici vyfesime zvIast:

—x+y+7=0 r+y+4=0
y=x—7 y=—-xv—4

K vypoctu souradnic bodu, ktery je kofenem soustavy rovnic, pouzijeme srovnévaci

metodu. Hodnotu = pak dosadime do jedné z rovnic:

r—T7=—-x—4 /+x+7 ,

za & dosadime 5

r—T+x+T7T=—-x—4+x+7 y=x—7
900 =3 /=2 y=3_7
2
5 11
==
2 - __-
Y=

11

Kofenem soustavy rovnic je tedy bod [2; =4, tj. K = {[2; —%]}, ktery si miizeme

zobrazit v kartézské soustavé souradnic:

2 o
y

3

2
: — | X}
_9 2 1 i

P -

-

_13_16____--6 P[5 —%]

Obrazek 2.5 Znazornéni kofenu soustavy linearnich rovnic.
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2.2 Soustava linearnich nerovnic

Soustavou m linearnich nerovnic o n nezndmych nazyvame systém linedrnich nerovnic

s riznymi znaménky nerovnosti ve tvaru:

a1,17 + A12T2 + ...+ A1 Ty < by
A21%1 + A22%2 + ... + G2 nTy > b

a3,171 + a3,2%2 + ...+ a3.nTp S b3

am,171 + A 2X2 +...+ Ay nLn Z bm;

kde a; ; jsou koeficienty soustavy, b; jsou absolutni ¢leny a z; jsou nezndmé pro vsechna

1=1,....majg=1,...,n.

2.2.1 Reseni soustavy linearnich nerovnic

Resenim zadané soustavy linearnich nerovnic je kazda usporadana n-tice ¢isel takova,

7e pii dosazeni za nezndmé 1, x», ..., x, jsou splnény vSechny podminky soustavy.

Aby byly splnény vsechny podminky soustavy, stanovime mnozinu feSeni pro kazdou

nerovnici zvlast a feSenim soustavy nerovnic je potom prunik vSech mnozin feSeni.

Hledani feseni soustavy linearnich nerovnic spoc¢iva v nahrazeni soustavy jinou sou-
stavou, kterd ma stejnou mnozinu feSeni jako pivodni soustava a je jednodussi. Nova
soustava linearnich nerovnic vznikne postupnou tpravou a transformaci ptuvodni sou-
stavy.

Pro feSeni soustavy linearnich nerovnic lze vyuzit také grafickou metodu. Kazdou ne-
rovnici si upravime do tvaru, ze kterého dokdzeme zobrazit jeji graf a jeji feSeni v grafu.

Resenim soustavy je mnozina bodi, které jsou fesenim vSech nerovnic v soustave.
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Priklad 2.2.1 Vyfeste soustavu linedrnich nerovnic graficky i pocetné pro x,y € R:

—2r4+y—6<0
r4+y+3>0.

1. grafické reseni soustavy nerovnic (Obé nerovnice maji na pravé strané 0, ktera
predstavuje rovinu xy. Aby bylo dobfe vidét feseni kazdé nerovnice, vyresime kazdou
nerovnici zvlast. K feSeni soustavy nerovnic hledame body, které jsou feSenim obou
nerovnic. ReSenfm prvni nerovnice je rizové Srafovanéd oblast, feSenim druhé nerov-
nice je modfe Srafované oblast. Resenfm soustavy je potom prinik téchto dvou reseni.
Timto obdrzime vyslednou dvojité srafovanou oblast obsahujici body, které jsou koreny

soustavy nerovnic.

®9(5€7y) = ®g(m,y) =0

---h(z)=22+6 ---h(z)=—2-3
(a) Grafické znazornéni nerovnice (b) Grafické znazornéni nerovnice
—2z+y—6<0. z+y+3>0.

20_20

--- f(z)=22+6
---h(z)=—x—-3

(¢) Znéazornéni kofeni soustavy nerovnic v prostoru.

Obrazek 2.6 Grafické znazornéni soustavy nerovnic.
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2. pocetni Fedeni soustavy nerovnic Kazdou nerovnici vyresime zvlast:

—2r+y—6<0 r+y+3>0

Yy<2x+6 y>—x—3

Regenfm soustavy nerovnic jsou tedy v8echny body [z; y], které spliwji vyse zminéné
nerovnice, tj. K = {[z;y] € R?, —x — 3 < y < 2x + 6}.

Jinymi slovy se jedna o prunik jednotlivych polorovin, které jsou feSsenim jednotli-
vych nerovnic. Nejjednodussim zptisobem zobrazeni tohoto priiniku je graficky zobrazit
obé poloroviny a vyznacit oblast, ktera je jejich prinikem. Resenim zadané soustavy

nerovnic je tedy ¢ast roviny vymezena obéma piimkami, kterou si zobrazime v grafu:

20 4. -
4 Y --- f(x) =2x+6

---g(x) =—2x—3

Obrazek 2.7 Znazornéni kofenti soustavy nerovnic.
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Priklad 2.2.2 Vyfeste soustavu linedrnich nerovnic graficky i pocetné pro x,y € R:

—r+y+3>0
20 +y+10>0

—lx +y—5<0.
2

1. grafické reseni soustavy nerovnic VsSechny tii nerovnice maji na pravé strané 0,
kterd predstavuje rovinu zy. Aby bylo dobfe vidét feSeni kazdé nerovnice, vyfesime
kazdou nerovnici zvlast. K feseni soustavy nerovnic hleddme body, které jsou fesenim
viech t¥ nerovnic. ReSenim prvni nerovnice je ruzové srafovana oblast, feSenim druhé
nerovnice je modre Srafovana oblast a FeSenim tfeti nerovnice je oranzové vysSrafovana
oblast. Regenfm soustavy je potom prinik téchto tii feseni. Timto obdrzime vyslednou
trojité srafovanou oblast obsahujici body, které jsou kofeny soustavy nerovnic, viz grafy

na obrazku 2.9.

2. pocetni Fedeni soustavy nerovnic Kazdou nerovnici vyfesime zvlast:

1
—x+y+3>0 20 +y+10>0 —§m+y—5<0
1
y>x—3 y > —2x — 10 y<§x+5

Resenfm soustavy nerovnic jsou tedy v8echny body [z; y], které spliwji vyse zminéné
nerovnice, tj. K = {[z;y] e R: y >z —3Ay> 20 —-10Ay < Lz +5}.

Jinymi slovy se jedna o prunik jednotlivych polorovin, které jsou resenim jednotli-
vych nerovnic. Nejjednodussim zptusobem zobrazeni tohoto pruniku je graficky zobra-
zit vSechny tfi poloroviny a vyznacit oblast, ktera je jejich prinikem. Regenim zadané

soustavy nerovnic je tedy ¢ast roviny vymezena tfemi pfimkami, kterou si zobrazime

v grafu:
20
% b / — f(z)=x-3
s == g(z) = —22-10
‘\“ 10 // h(z) =iz +5
‘\‘ / X
—20 -7 10 // 10 20
~10°
H
/ —20

Obrazek 2.8 Znazornéni kofent soustavy nerovnic.
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50

—50,

(a) Grafické znazornéni nerovnice (b) Grafické znazornéni nerovnice
—r+y+3>0. 2z +y+10 > 0.

LIHT AT AT ST A LS L S LTS P ATHT
LI LFLIL T T T AT AT AL SLSST
B s

---g(x)=-2z-10
---h(z)=3z+5

(c) Grafické znazornéni nerovnice
—%:U +y—-5<0. (d) Znézornéni FeSeni soustavy nerovnic.

Obrazek 2.9 Grafické znazornéni soustavy nerovnic.
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2.3 Prevod soustavy linearnich nerovnic na soustavu linearnich rovnic

Soustavu linearnich nerovnic lze prevést na soustavu linearnich rovnic pomoci dopli-
kovych nezndmych. Pfevod na rovnici spo¢iva v pridani dopliikové neznamé na levou
stranu nerovnice tak, aby se obé strany rovnaly. Této tpravy se vyuziva pii feSeni

problémii linearniho programovéni pomoci simplexové metody, viz kapitola 4.5.

Doplnkova neznama se pridava na jednu stranu nerovnice tak, aby se ,,vyrovnala“
nerovnost a vznikla rovnice. Pro prehlednost jsou niZe vypsany vSechny piipady, ve

kterych je pomocna neznama pridana na levou stranu nerovnice.

K levé strané nerovnice ve tvaru
ar1 +asxe + ...+ apxt, < b

pricteme dopliitkovou nezndmou z,,; > 0 tak, aby se obé strany rovnaly. Tim nam

vznikne rovnice ve tvaru

a1x1 + agxs + ... + apx, + T = 0.

K levé strané nerovnice ve tvaru

121 + a9y + ...+ apt, < b

pricteme dopliikkovou neznamou z,,; > 0 tak, aby se obé strany rovnaly. Tim n&m

vznikne rovnice ve tvaru
a1r1 + agxs + ... + ap®, + Tpiq = 0.
Od levé strany nerovnice ve tvaru
a1y + asxo + ...+ apx, > b

ode¢teme doplitkovou neznamou x,.; > 0 tak, aby se obé strany rovnaly. Tim ndm

vznikne rovnice ve tvaru

a1y + agxy + ... + apT, — Tpy1 = b.

Od levé strany nerovnice ve tvaru

a1x1 + asxo + ...+ anx, > b
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ode¢teme doplitkovou neznamou x,.1; > 0 tak, aby se obé strany rovnaly. Tim ndm

vznikne rovnice ve tvaru
a1y + agxs + ... + apT, — Tpyy = b.

Soustavu linearnich nerovnic lze prevést na soustavu linedrnich rovnic pomoci po-

psaného postupu. K soustavé nerovnic ve tvaru:

a11%1 + a12%2 + ...+ a1 T, < by
2,171 + Q22T + ... + A2 Ty < by

3,171 + a3,2T2 + ...+ a3.nTn Z b2

A1 T1 + A 2T2 + . oo+ QT > Uiy,

kde a; ; jsou koeficienty soustavy, b; jsou absolutni ¢leny a z; jsou neznadmé pro vsechna

t1=1,...,maj=1,...,n, vytvofime odpovidajici soustavu linearnich rovnic ve tvaru:

a1,1%1 + a12%2 + ...+ ATy + T = by
2,121 + A22%2 + ... + A2 Ty + Tpio = by

a3, + a32%2 + ... + A3, Tp — Tpyg = by

Qm,1T1 + A, 222 +...+ AmnTn — Tptm = bma

kde a; ; jsou koeficienty soustavy, b; jsou absolutni ¢leny, x; jsou nezndmé a x,; jsou

doplnkové neznamé pro vsechnat=1,...,maj=1,...,n.
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3 MATEMATICKA OPTIMALIZACE

Matematicka optimalizace je odvétvi aplikované matematiky, které ma za cil z mnoziny

v8ech (tzv. pripustnych) FeSeni vybrat to nejlepsi vzhledem ke vstupnim kritériim.
3.1 Optimaliza¢ni aloha
Optimalizac¢ni tloha je definovana nasledovné:

Definice 3.1.1 Necht je dana mnozina M C R™ a redlnd funkce f definovand na M.
Cilem optimalizacéni ilohy je nalézt vektor x = (x1,...,x,) € M, pokud takovy vektor

x existuje, aby hodnota f(x) byla maximdini, resp. minimdlnd. |2, str. 7|

Funkce f se nazyva ucelova funkce a mnozina M se nazyva mnozinou piipustnych
feSeni |2, str. 7].

Optimaliza¢ni tlohy mizeme dale rozdélit na kombinatorické a spojité optimalizace
a variacni pocet. Pro kombinatorickou optimalizaci plati, Ze mnozina M je kone¢na,
pro spojitou optimalizaci plati, Ze mnozina M obsahuje redlna ¢isla, nebo vektory, pro

variacni pocet plati, Ze mnozina M obsahuje funkce.

3.1.1 Kombinatoricka optimalizace

Kombinatoricka optimalizace hleda optimalni feSeni v konecné mnoziné pripustnych
feSeni a pracuje s diskrétnimi proménnymi, proto je ob¢as nazyvana diskrétni opti-
malizace. Typickymi problémy kombinatorické optimalizace jsou tlohy z teorie grafi,
napi. problém obchodniho cestujiciho, problém minimalni kostry, problém nejkratsi

cesty, problém batohu. Kombinatorické optimalizaci se vénuje kniha [3].

Pro nékteré problémy kombinatorické optimalizace existuji polynomialni exaktni
algoritmy, které problémy fesi, napt. Dijkstruv algoritmus (viz [4]) a algoritmus Bell-
mana Forda (viz [5, str. 651-655]) pro problém nejkratsi cesty, Kruskaliv algoritmus
(viz |5, str. 631-633|) pro problém miniméalni kostry. Jiné problémy neni mozné vyftesit
v realném case (fadi se do NP tézkych problému), proto se na né aplikuji aproxi-
macni algoritmy s vyuzitim heuristik (napf. problém obchodniho cestujiciho, problém
batohu).

3.1.2 Spojita optimalizace

V tlohach spojité optimalizace je mnozina piipustnych feseni nespocetna. Proménné
nabyvaji hodnot ze spojitého rozsahu, napi. z oboru realnych cisel.
V tulohéch spojité optimalizace je cilem najit minimum, pfipadné maximum realné

funkce. Jedna se o tzv. globalni minimum, pfipadné globalni maximum funkce. Diky
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spojitosti funkce je mozné k hledéni globalniho minima, pfipadné maxima vyuzit tech-

niky matematické analyzy.

3.2 Aplikace matematické optimalizace

Jak uz slovo optimalizace napovida, cilem je najit ,,nejlepsi“ mozné pripustné (tzv. opti-
maélni{) feSeni, které pro danou tilohu dosahuje nejvyssi (resp. nejnizsi) hodnoty funkce f.
Slovo nejlepsi se pro ruzné ulohy lisi. Matematickd optimalizace je nastroj, ktery se

uplatiuje v mnoha odvétvich:

e logistika: optimalizace nakladi na dopravu (co nejkratsi ¢as na rozvoz, snizeni

nékladi na pohonné hmoty), distribuce produktii, planovani svozu odpadu,
e ckonomie: maximalizovat zisk,
e planovani: vytvareni skolnich rozvrhi, planovani vyrobnich kroki,
e doprava: algoritmy v navigaci (GPS), hledani nejkratsi/nejrychlejsi cesty,

e routing: navrh pocitacovych siti, smérovaci protokoly (OSPF — stanoveni nejkrat-
sich cest). |6, str. 1]

V nésledujicich podkapitolach si pfedstavime zakladni problémy matematické opti-
malizace, na kterych si ukdzeme moznosti jejich feSeni a principy linearniho programo-

vani.
3.3 Zakladni pojmy z teorie grafi

K formélni definici dale zminénych tloh jsou potieba zéklady teorie grafii, kterym se
prace podrobné nevénuje. Teorii grafi se podrobné zabyvaji zdroje 7] a [8|.
Neforméalni definice grafu: graf G se sklada z vrcholt V' (uzli) a hran E (dsecek),
které propojuji dvojici vrcholu [9, str. 1]. Pomoci grafi dokaZeme reprezentovat vztahy
mezi objekty a vyuzivaji se jako modely fesenych problémii a situaci. Grafy se casto pro
lepsi predstavivost zadavaji zakreslenym obrazkem, ktery ndm pro nasSe tcely postaci.
Pti modelovani nékterych situaci je nutné mit hrany grafu popsané. Tento popis
mize vyjadfovat cenu, délku, vzdalenost, obecné dodate¢nou informaci. Z tohoto du-

vodu se zavadi ohodnocené grafy, jejichz hrany maji vahu.

Na obréazku 3.1a je zndzornén tzv. neorientovany ohodnoceny graf se 4 vrcholy. Mezi
vrcholy A a B je neorientovana hrana (bez Sipek), po které se dostaneme z vrcholu A
do vrcholu B a také z vrcholu B do vrcholu A.
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Na obrazku 3.1b je znézornén tzv. orientovany ohodnoceny graf se 4 vrcholy. Mezi

vrcholy A a B je orientovana hrana (se Sipkou), po které se dostaneme pouze z vrcholu A

X
© ©®

(a) Neorientovany graf. (b) Orientovany graf.

do vrcholu B, ale naopak ne.

Obréazek 3.1 Neorientovany a orientovany graf.

3.4 Problém nejkratsi cesty

Problém nejkratsi cesty patii mezi casté ilohy matematické optimalizace, které maji re-
alné vyuziti. Neformalné feceno se jedna o problém nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma
vrcholy daného grafu tak, aby soucet vzdalenosti byl co nejmensi mozny. Formalné je

problém nejkratsi cesty mezi danou dvojici vrcholu v grafu definovan nasledovné:

Definice 3.4.1 Méjme ohodnoceny graf G = (V, E). Problém nejkratsi cesty mezi da-
nou dvogici vrcholi u,v € V(G) spoc¢iva v nalezeni nejkratsi cesty z vrcholu u do vr-
cholu v. [5, str. 644]

Naivnim pfistupem pro feSeni problému nejkratsi cesty je vyzkouset vSsechny mozné
cesty mezi zadanymi vrcholy a vybrat tu nejkratsi. Timto zptisobem je mozné fesit
problém o malém poc¢tu vrcholi a hran. Jedna o feSeni problému zplisobem brute
force, neboli hrubou silou.

Efektivnéjsimi algoritmy pro hledani nejkratsich cest jsou prohledavani do $itky (an-
glicky Breadth-first search, zkracené BFS), Dijkstruv algoritmus, algoritmus Bellmana
Forda a heuristické algoritmy (napt. A* algoritmus). Témto algoritmim a dal$im pii-

stupim se vénuji publikace [5] a [10].
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Priklad 3.4.1 Mdme graf zndzornény na obrdzku 3.2. Cisla nad cestami uddvaji pocet

kilometri mezi sousednimi mésty. Jakd je nejkratsi cesta z vrcholu S do vrcholu B?

Obrazek 3.2 Zadani pro ulohu nejkratsi cesty.

Ulohu budeme fesit hrubou silou. Vytvoiime si tabulku, do které si zapiSeme viechny
mozné cesty z vrcholu S do vrcholu B, viz tabulka 3.1. Existuje tedy celkem 7 rtiznych

cest. Z tabulky 3.1 vidime, Ze nejkratsi cesta s délkou 9 km vede postupné mésty:

e S—-(C —A— B.

poradi mést | celkova délka cesty
SAB 10+1=11
SACB 10+3+6=19
SACDE |10+3+24+6=21
SCB 5+6=11
SCAB 5+3+1=9
SDFE 4+6=10

Tabulka 3.1 V8echny cesty z vrcholu S do vrcholu B.
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3.5 Problém obchodniho cestujiciho

Prikladem problému matematické kombinatorické optimalizace je problém obchodniho
cestujictho (anglicky travelling salesman problem, zkracené TSP). Problém obchodniho
cestujictho méa své vyuziti napt. v logistice a planovani procesi. Problém obchodniho

cestujiciho je neformalné zadan nésledovné:

Definice 3.5.1 Je ddna mnozina mést a vzddlenosti mezi jednotlivymi mésty. Ukolem
obchodniho cestujiciho je projit vSemi mésty a vratit se do vijchoziho mésta s mini-
mdalnimi ndklady (nejkratsi moznd trasa) s tim, Ze kaZdé mésto musi navstivit presné
jednou. |11, str. 1]

Poznamka 1 Pokud neni mezi néjakymi mésty cesta, pri modelovdni pomoct grafu mai-
Zeme chybéjici hrany nahradit hranami s velmi vysokym ohodnocenim, napt. +oo. |11,
str. 3]

Ulohu obchodniho cestujiciho s malym mnoZstvim vrcholt lze fesit naivnimi pii-
stupy — metodou brute force (princip enumerace) a prohledavanim grafu do hloubky
(DFS algoritmus). Vice o téchto postupech v praci [12, str. 70-80], kde jsou podrobné
a formalné popsany.

Je zfejmé, Ze oba zminéné postupy resi problém tak, Ze zkousi vSechny mozné cesty
a nakonec vyberou tu nejlepsi (v nasi tloze povazujeme za nejlepsi tu nejkratsi). Rozdil
mezi brute force metodou a prohledavanim do hloubky je ten, ze brute force metoda
prochazi i ty cesty, které mezi vrcholy neexistuji — dva vrcholy nejsou navzajem propo-
jeny hranou. Brute force metoda vygeneruje vSechna mozna potfadi vrcholid bez ohledu
na to, zda je mezi kazdymi sousednimi vrcholy hrana, a kazdou takto vytvorenou cestu

projde. Pti prohledavani do hloubky se prochazi pouze existujici cesty v grafu.
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Priklad 3.5.1 Mame mésta A, B,C'" a D a cesty mezi nimi zndzornéné v grafu na
obrazku 3.3. Obchodni cestujici zacind ve mésté A a vraci se do meésta A. Cisla nad
cestami uddvaji pocet kilometri mezi sousednimi mésty. Jakd je jeho nejkratsi moznd

cesta?

10 3

Obrazek 3.3 Zadani pro ulohu obchodniho cestujiciho.

Pro teSeni tlohy naivnim pfistupem si vytvorime tabulku, do které si zapiSeme
vSechny mozné cesty a jejich délku, viz tabulka 3.2. Graf m&a 4 vrcholy, celkem tedy
existuje 4! = 24 riznych potadi, v jakém mésta navstivit. Jelikoz obchodni cestujici
zaCina i konci ve mésté A, neni nutné vypisovat cesty, které zacinaji nebo kond¢i v jiném

meésté. Z tabulky 3.2 tedy vidime, Ze existuji celkem dvé nejkratsi cesty s délkou 22 km:

e A-B—>C—D— A,

e A—-D—-(C—B— A.

poradi mést | celkova délka cesty
ABDCA |54+3+6+10=24
ACBDA | 10+74+3+4=24
ACDBA | 104+6+3+5=24
ADBCA |44+34+7+10=24

Tabulka 3.2 VSechny permutace vrcholi za¢inajici a koncici ve vrcholu A.
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3.6 Problém batohu

Dalsim prikladem problému matematické kombinatorické optimalizace je problém ba-
tohu (anglicky knapsack problem). Existuje vice variant tohoto problému, ale podstata
zustava stejnd — ve vSech tlohach je cilem urcit, jaké véci ze seznamu vybrat do pro-
storu (do batohu) co nejefektivnéji. Podminky mohou byt kladeny na nosnost batohu,

kapacitu batohu, mnozstvi polozek aj.

Jedna z variant tlohy, které se v praci vénujeme, je tzv. problém batohu 0-1 (anglicky
0-1 knapsack problem). Tento problém spoc¢iva v rozhodnuti u kazdého predmétu, zda

jej vybereme, nebo nikoliv. Uloha je definovana nasledovné:

Definice 3.6.1 Mdme n predméti, pricemzZ kaZdy md svou hmotnost a cenu. Ddle
mame batoh o kapacité c. Cilem je vybrat predméty a umistit je do batohu tak, aby byl

mazimalizovdn zisk a zdroven nebyla piekrocena kapacita batohu c. [13, str. 2]

Vétsina praktickych tuloh pocita s tim, Ze hmotnost i cena kazdého predmétu a ka-
pacita batohu jsou nezaporné hodnoty. Samotny problém tato omezeni nestanovuje
a hodnoty mizou byt i zaporné. Pridéani pfedmétu se zapornou hmotnosti by zname-

nalo zvySeni kapacity batohu. [13, str. 10|

3.6.1 Formulace pomoci linearniho programovani

Problém batohu lze formulovat pomoci (celo¢iselného) linearniho programovéani. Pro

formulaci matematické modelu tlohy zavadime proménné:

e n ...pocet predméti,

® p; ...cena i-tého predmétu, : =1,2,...n,

e w; ...hmotnost i-tého predmétu, i = 1,2,...n,

e 1; ...vybér i-tého predmétu: 0 pro nevybran, 1 pro vybrén, i =1,2,...n,

e ¢ ...kapacita batohu.

V tloze pozadujeme maximalizovat zisk, tzn. cenu za vSechny predméty v batohu,
tedy vyraz > | p;-x;, coz je ucelova funkce matematického modelu. Omezeni klademe
na hmotnost zvolenych predméti, kterd nesmi byt vyssi nez nosnost batohu. Tuto
podminku zapisujeme pomoci vyrazu Y . w; - x; < c. Uplny matematicky model

s omezenimi vypada nasledovné [13, str. 3|:
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maximalizovat:

za podminek:

i=1,...

Priklad 3.6.1 Mame 4 predméty, kaZdy s danou hmotnosti a cenou, viz tabulka 3.5.

Ddle mdme batoh s nosnosti 10 kg. Které predméty mdme zabalit do batohu, aby cel-

kova hmotnost predmeti neprekrocila nosnost batohu a zdroven aby soucet cen byl co

nejuetsi?

predmét A | pfedmét B | pfedmét C | predmét D
hmotnost (kg) 4 3 2 5
cena 2 3 1 4

Tabulka 3.3 Pfedméty s jejich hmotnostmi a cenami.

Problém batohu s malym mnozstvim pfedméti lze naivné fesit tak, Ze vyzkousime

vSechny moznosti, jak miizeme batoh zabalit, a u kazdé z nich zkontrolujeme celkovou

hmotnost a zapiSeme si cenu. Na zavér pak vybereme piipustnou moznost s nejlepsi

cenou.

Prakticky to znamenda vyzkouSet vSechny podmnoziny mnoziny predméti. Obecné

plati, Ze mnozina s n prvky ma celkem 2" podmnozin. Mnozina vSech pfedméti tlohy

mé 4 prvky: M = {pfedmét A, pfedmét B, predmét C, predmét D}, pocet jejich pod-

mnozin je tedy 2* = 16. VSechny tyto podmnoZiny si zapiseme do tabulky, u kazdé

zkontrolujeme celkovou hmotnost a zapiSeme si cenu, viz tabulka 3.4. Z tabulky lze vy-

C¢ist, Ze nejvyssi cenu s neprekro¢enim nosnosti batohu ma moznost zabaleni predméti

B, CaD.
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vybér predmeéti

hmotnost (kg)

zadny predmét
A
B
C
D
AB
AC
AD
BC
BD
CD
ABC
ABD
ACD

ABCD

0

4

3

2

5

4+3=7
4+2=6
4+5=9
3+2=5
3+5=28
24+5=17
4+3+2=9
4+3+5=12
4+2+5=11

44+3+2+5=14

cena
0
2
3
1
4
2+3=5
2+1=3
2+4=6
3+1=4
3+4=7
1+4=5
2+3+1=6
2+3+4=9
2+144=7
24+3+1+4=10

Tabulka 3.4 VSechny moznosti vybéru véci do batohu.
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4 LINEARNI PROGRAMOVANI

Soucasti matematické optimalizace je linearni programovéni (anglicky linear program-
ming, zkracené LP), ob¢as nazyvané linearni optimalizace. Neformalné feceno, cilem
linedrniho programovani je dosahnout nejlepsiho vysledku vzhledem k zadanym poza-
davktim. Optimalizace je nazyvana linearni, jelikoz jednotlivé pozadavky jsou popsany

linearni funkei.

4.1 Uloha linearniho programovani

Ulohou linedrniho programovani je minimalizace, pfipadné maximalizace uc¢elové funkce
za danych omezujicich podminek. Ucelova funkce je linearni funkce a omezujici pod-

minky jsou ve tvaru linedrnich rovnic a nerovnic. Linedrni ticelova funkce je ve tvaru:

n

2(x1, T, T3,y ..., Ty) = 121 + CoTy + C3T3 + ... + CpTp = g CiTi,
i=1

kde c1, g, c3, ... ¢, € R jsou tzv. cenové koeficienty a x1, xo, 3, ..., jsou proménné.

Obecnou tlohu linedrniho programovani miuZzeme zapsat nasledovné (analogicky pro

maximalizovat):

minimalizovat:

2= C1T1 + CoTo + ... Chn (4.1)
za podminek:

1101 + @122 + ...+ a1,T, < by (4.2)

A21%1 + A22%2 + ... + A2, Ty < bo (4.3)

a3 11 + 3222 + ... + a3, Ty, > b3 (4.4)

Am1T1 + QmoTa + .o+ Qpp®y > by (4.5)

2, >0, i=1,2,...,n (4.6)
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Funkce (4.1) (a jeji zkracené tvary (4.7) a (4.8)) se nazyva ucelova funkce. Podminky
(4.2) az (4.6) se nazyvaji omezujici podminky. Z nich podminky (4.2) az (4.5) jsou
vlastni omezeni a podminky (4.6) jsou podminky nezapornosti.

Vyse zminénou tlohu pro nerovnosti < muzeme zapsat zkracené ve tvaru (analogicky

pro maximalizovat):

minimalizovat:

n
z= Z CiT; (4.7)
i=1
za podminek:
n
Zai7jl’i§bi, izl,...,m
j=1

r; >0, 1=1,2,....n

Ulohu linearntho programovani muzeme také zapsat pomoci maticového zapisu.
Mé&jme matici A € M,,«,(R) reprezentujici koeficienty a; j, vektor x € R" reprezen-
tujici proménné, vektor b € R™ reprezentujici pravé strany vsech vlastnich omezeni

a vektor ¢ € R" reprezentujici cenové koeficienty tcelové funkce:

aii ar2 ... Ai1p
az 1 Q292 ... Q2p
A=
Apm,1 am,Z am,n
I by
) by
X = b=
Ty, bm
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Ulohu linearntho programovani pro nerovnosti typu < muzeme zapsat maticovym

zépisem nasledovné (analogicky pro maximalizovat):

minimalizovat:

za podminek:

A-x<b

4.2 ResSeni tloh linearniho programovani

Pripustnym feSenim tlohy linedrniho programovani je kazdé feSeni soustavy nerovnic,
ktera urcuje omezujici podminky dané tlohy. Jinymi slovy, vektor x je pripustnym
feSenim, pokud vyhovuje nerovnostem (4.2) az (4.6).

Vg8echna pfipustnd feseni dané tlohy tvoii mnozinu pfipustnych feSeni, ktera se

nazyva konvexni polyedr, viz definice 4.2.1 a 4.2.2.

Definice 4.2.1 Mnozina bodu M C R"™ se nazyvd konvexni, jestlize spolu s kazZdymi

dvema body x,y € M patii do mnoZiny také celd isecka s krajnimi body x a y. [14,

str. 51]

(a) Konvexni mnoziny. (b) Nekonvexni mnoziny.

Obrazek 4.1 Ukéazka konvexnich a nekonvexnich mnozin (obrazky prevzaty z [14,
str. 51]).



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 67

Definice 4.2.2 Mnozina vSech pripustnijch TeSeni tvori konvexni mnoZinu, kterd se
nazyvd konvexni polyedr. Konvexni polyedr je prinikem konecné mmnoha poloprostori
(oblast urcend jednou linedrni nerovnici) a je urcen konecnym poctem wvrcholi. |15,
str. 5]

Optimalnim fesenim tlohy linedrniho programovani je takové pripustné feSeni, pri
kterém tucelova funkce z nabyva pii maximalizaci maximalni hodnoty a pfi minimalizaci
minimalni hodnoty. Tato maximalni (resp. minimalni) hodnota se nazyva optimalni
hodnota.

S vlastnostmi konvexniho polyedru souvisi feseni tlohy:
e je-li mnozina pripustnych feSeni prazdné, tloha nema feseni, viz piiklad 4.3.6,

e je-li mnozina piipustnych FeSeni nepréazdna a ohranic¢ena, potom tucelova funkce
nabyva své optimalni hodnoty v nékterém z vrcholtt mnoziny pripustnych fesent,
viz piiklady 4.3.2 a 4.3.3,

e nabyva-li ucelova funkce optimalni hodnoty ve dvou ruznych vrcholech, potom
také nabyva optimélni hodnoty ve vSech bodech lezicich na Gsec¢ce mezi témito

vrcholy, viz ptiklad 4.3.3,

e neni-li mnozina pripustnych reSeni ohrani¢ené a tucelova funkce nabyva své opti-
mélni hodnoty na této mnoziné, nabyva této hodnoty v nékterém z vrcholi této

mnoziny, viz piiklad 4.3.5,

e neni-li mnozina pripustnych feSeni ohranicena, tiloha nemusi mit reSeni, jelikoz
ucelova funkce nemusi byt nad touto mnozinou shora (pfipadné zdola) ohrani-

¢end, viz priklad 4.3.4.

Linearni programovani je moZné fesit pomoci algoritmii v polynomialnim ¢ase. |5,
str. 850][16, str. 127]

Pomoci linearniho programovani je mozné modelovat tlohy z teorie grafii, toki a siti

a také optimaliza¢ni problémy, kterym jsme se vénovali v kapitole 3.

4.3 Grafické reSeni tloh linearniho programovani

Grafické feSeni tloh linedrniho programovani lze vyuzit u tloh, které obsahuji nejvyse
tfi proménné. Do grafu si zobrazime pfimku nebo rovinu, které je definovana tucelovou
funkci, a také mnozinu pripustnych feseni, kterd je definovana soustavou omezujicich
podminek. Z takto vykresleného grafu lze vy¢ist optimalni feSeni tlohy s optimalni

hodnotou.
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Pokud fesime tulohu o tfech neznamych a nemame k dispozici néstroj, ktery nam
vykresli grafy v prostoru, muzeme tlohu vyfesSit v roviné pomoci vrstevnic ucelové

funkce. Diky vrstevnicim tak muzeme ziskat predstavu o tvaru ptuvodni plochy.

Definice 4.3.1 Rezy grafu funkce dvou proménnijch rovinou rovnobézZnou se soutadni-
covou rovinou xy (pidorysnou) se nazyvaji vrstevnice. Vrstevnicovym grafem rozumime

priméty vrstevnic do roviny xy.

Definice 4.3.2 Vrstevnici funkce z = f(x,y) na drovni ¢ rozumime mnoZinu vSech

bodi (xz,y) € R, pro které plati f(x,y) = c.

Poznamka 2 V textu budeme pouzivat pojem vrstevnice misto kolmého primétu vrs-

tevnice do roviny xy.

7 pravé zminénych definic vidime, Ze vrstevnice jsou kfivky na grafu funkce dvou
proménnych se stejnou funkéni hodnotou (u grafu linearni funkce dvou proménnych
jsou vrstevnicemi piimky). Do grafu si tedy zakreslime mnozinu piipustnych feseni
jako ¢ast roviny zy. Ucelovou funkei si nevykreslime do prostoru, ale znazornime ji

pomoci vrstevnic.

Grafickému feseni tloh linearniho programovani se vénuje kniha [17, str. 17-28], ve

které jsou také priklady k procviceni.
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Priklad 4.3.1 Zndzornéte graf a vrstevnice funkce z = f(x,y) = x +y.

~ Qz:x—i-y
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Obrézek 4.2 Graf funkce z = x + y.
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Obrazek 4.3 Kolmé pruméty vrstevnic funkce z = x + y na rovinu zy.
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Piiklad 4.3.2 Najdéte mazimum funkce z = f(x,y) = x+y pro x,y € R za podminek:

1
_ <2
2m+y_

—3r+y> -8
x>0
y > 0.

1. mnozina pFipustngjch veseni K TeSeni tlohy potfebujeme ziskat mnozinu p¥ipust-
nych feseni. Jak jsme si ukdzali na prikladech v kapitole 2, soustavu nerovnic mtuzeme
feSit pocetné a poté si graficky znazornit kotreny soustavy jako prunik feseni jednotli-

vych nerovnic. Kazdou z omezujicich podminek vytesime zvlast:

1 1

—3r+y> -8 — y>3xr—8

Kazdé nerovnice ndm vymezuje polorovinu s danou hrani¢ni piimkou, viz graf na
obrazku 4.4. Resenim soustavy nerovnic, tedy mnozinou pripustnych reSeni je potom
prinik vSech téchto polorovin, viz ¢tyfuhelnik v grafu na obrazku 4.5. Aby byl graf 4.4
prehledny, u podminek nezédpornosti neSrafujeme dané poloroviny. Vime ale, Ze feSeni

musi mit obé soufadnice nezaporné.

Y —_—y=3x—-38
| J —y=3jz+2

r=0

- /

-1 1 2/3 ¥

Obréazek 4.4 Znazornéni kofent soustavy omezujicich podminek.
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Obrazek 4.5 Grafické znazornéni mnoziny piipustnych feseni.

2. grafické Feseni v prostoru Prvnim zpusobem feSeni je znazornéni grafu ucelové
funkce v prostoru. Znazornime si graf funkce z = x + y a mnozinu pripustnych feseni
z prvniho kroku ptikladu s jejich funkénimi hodnotami, viz graf na obrazku 4.6. Jelikoz
hleddme maximalni hodnotu, optimalnim feSenim je bod z mnoziny piipustnych feseni,
ktery mé funkéni hodnotou polozenou nejvyse v grafu. V grafu vidime, Zze optiméalnim

feSenim je bod se soufadnicemi x = 4 a y = 4 a s funkéni hodnotou z = 8.

Qz:x—l—y

€T 0

Obréazek 4.6 Graf Gcelové funkce z = x + y s mnozinou pfipustnych feseni.
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3. grafické Feseni pomoci rovnobéZnich primek Maximum funkce jde najit i jinym
zpusobem. Zvolime si nékolik funkénich hodnot funkce z = = + y a k nim mnozinu

bodu [z;y], ve kterych funkce danych hodnot nabyva, napt.:

e pro z = 0 mame rovnici 0 = z + v,
e pro z =4 mame rovnici 4 = x + y,

e pro z = 8 mame rovnici 8 =z + y.

V8echny tyto rovnice predstavuji rovnice pifimek. Pfimky jsou navzajem rovnobézné,
jelikoz se lisi pouze absolutnim ¢lenem. VSechny body na jedné pirimce maji stejnou
funkéni hodnotu. Hodnota tcelové funkce roste tim vice, ¢im je primka dale od po-
¢atku souradnicového sytému, viz graf na obrazku 4.7. K optimalnimu feSeni vyuzi-
jeme piimku 8 = x + y, kterd prochazi jedinym bodem z mnoziny piipustnych reSeni

se souradnicemi x = 4 a y = 4 a s funkéni hodnotou z = 8.

Qz:x—l—y
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Obréazek 4.7 Graf ucelové funkce z = x + y s pfimkami.
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4. grafické FeSeni pomoci vrstevnic Ulohu muZeme fesit také v rovinné kartézské
soustavé soufadnic pomoci kolmého priumétu vrstevnic grafu ucelové funkce na ro-
vinu zy, viz graf na obrazku 4.8. VSechny vrstevnice (viz poznamka 2) maji predpis
2z = x +vy, z néhoz si vyjadiime smérnicovy tvar y = —x + z. Kolmé priméty vrstevnic
ucelové funkce na riznych trovnich si zobrazime do grafu, tj. rovnobézky s piimkou
y = —ux, viz graf na obrazku 4.9. Opét v grafu vidime, ze hodnota ucelové funkce roste
tim vic, ¢im je dale od pocatku souradnicového systému.

Podle grafu na obrazku 4.9 je tedy feSenim bod [4;4] s optimalni hodnotou z = 8§,
kterého se prfimka s predpisem y = —z + 8 ,dotkne” jako posledni z celé mnoziny

pripustnych feseni.

f 7 Az=x+vy
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Obréazek 4.9 Grafické znazornéni tcelové funkce z = = + y pomoci vrstevnic.
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Piiklad 4.3.3 Najdéte minimum funkce z = f(xz,y) = x4y pro x,y € R za podminek:

r+y>2
—r+y<A4
3r+y <12
x>0
y = 0.

1. mnozZina piipustnijch reseni K TeSeni tlohy potiebujeme ziskat mnozinu p¥ipust-
nych reSeni. Postupujeme stejné jako v piikladu 4.3.2. Soustavu nerovnic feSime po-
¢etné a poté si graficky znazornime kofeny soustavy jako prunik feSeni jednotlivych

nerovnic. Kazdou z omezujicich podminek vyfesime zvlast:

rT+y>2 — y>—x+2
—r+y<A4 — y<z+4

3r+y <12 — y < —3xr+12

Kazdé nerovnice ndm vymezuje polorovinu s danou hrani¢ni piimkou, viz graf na
obrazku 4.10. ReSenim soustavy nerovnic, tedy mnozinou piipustnych feseni je potom

prunik v8ech téchto polorovin, viz pétithelnik v grafu na obrazku 4.11.

—_—y=—T+2

—_—y=x+4
—_—y =3+ 12
z=0
y=20

=\ izt
N

Obréazek 4.10 Znézornéni kotfeni soustavy omezujicich podminek.
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L L C x\
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Obrazek 4.11 Grafické znazornéni mnoziny pripustnych feseni.

2. grafické Fedeni v prostoru Zmazornime si graf funkce z = x + y a mnozinu pii-
pustnych feSeni z prvniho kroku pfikladu s jejich funkénimi hodnotami, viz graf na
obrazku 4.12. Jelikoz hleddme minimélni hodnotu, optimalnim fesenim je bod z mno-
ziny pripustnych feSeni, ktery ma funkéni hodnotou polozenou nejnize v grafu. V grafu
vidime, Ze optimalnim feSenim neni pouze jeden bod, ale vSechny body tsecky s kraj-
nimi body A[0;2] a B[2;0] a s funkéni hodnotou z = 2.

oz:m%—y

Obrazek 4.12 Graf ucelové funkce z = x + y s mnozinou pripustnych reseni.
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3. grafické Feseni pomoci vrstevnic Ulohu miZeme fesit také v rovinné kartézské
soustavé soufadnic pomoci kolmého priumétu vrstevnic grafu ucelové funkce na ro-
vinu zy, viz graf na obrazku 4.13. VSechny vrstevnice (viz poznamka 2) maji predpis
2z = x +vy, z néhoz si vyjadiime smérnicovy tvar y = —x + z. Kolmé priméty vrstevnic
ucelové funkce na riznych trovnich si zobrazime do grafu, tj. rovnobézky s piimkou
y = —ux, viz graf na obrazku 4.14. Opét v grafu vidime, Ze hodnota tacelové funkce klesa
tim vic, ¢im je blize k po¢atku souradnicového systému. ReSenfm nenf pouze jeden bod,
ale vSechny body tusecky s krajnimi body A a B a s funkéni hodnotou z = 2.

Podle grafu na obrazku 4.14 je tedy feSenim tsecka s krajnimi body [2;0] a [0; 2]

s optimalni hodnotou z = 2, které se primka s predpisem y = —x + 2 ,,dotkne* jako

prvni z celé mnoziny piipustnych feseni.

Az=x+y

6

\C  ax

Obréazek 4.14 Grafické znazornéni acelové funkce z = x + y pomoci vrstevnic.

1
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Piiklad 4.3.4 Najdéte mazimum funkce z = f(x,y) = x+y pro x,y € R za podminek:

1. mnozina piipustnijch reseni K TeSeni tlohy potiebujeme ziskat mnozinu pfipust-
nych feSeni. Postupujeme stejné jako v piikladu 4.3.2. Soustavu nerovnic feSime po-
¢etné a poté si graficky znazornime kofeny soustavy jako prunik feSeni jednotlivych

nerovnic. Kazdou z omezujicich podminek vyfesime zvlast:

—r+y <1 — y<x+1

3 7 3 7
§x+y2§ — y2—§x+§
1 1
—Za:—i-yZO — yZZI

Kazda nerovnice ndm vymezuje polorovinu s danou hrani¢ni piimkou, viz graf na
obrazku 4.15. ReSenim soustavy nerovnic, tedy mnozinou piipustnych feseni je potom

prunik v8ech téchto polorovin, viz mnozina znézornéna v grafu na obrazku 4.16.

Obréazek 4.15 Znézornéni kofeni soustavy omezujicich podminek.
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Obrazek 4.16 Grafické znazornéni mnoziny pripustnych feseni.

2. grafické feseni v prostoru Znazornime si graf funkce z = x + y a mnozinu pii-
pustnych feSeni z prvniho kroku pfikladu s jejich funkénimi hodnotami, viz graf na
obrazku 4.17. Jelikoz hledame maximalni hodnotu, optimalnim feSenim je bod z mno-
ziny pripustnych FeSeni, ktery ma funkéni hodnotou polozenou nejvyse v grafu. V grafu
vidime, ze funk¢ni hodnota tcelové funkce roste ve sméru, ve kterém je mnozina pii-
pustnych FeSeni neohranicena. Z toho divodu maximum funkce z neexistuje a tloha

nemé optimalni reSeni.

Qz:x—l—y

77 T F
i
i
LS AT T T~ 7 T P

A

.

7/ ” AT

€T 6 0

Obrézek 4.17 Graf ucelové funkce z = x + y s mnozinou pf¥ipustnych reseni.
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3. grafické Feseni pomoci vrstevnic Ulohu miZeme fesit také v rovinné kartézské
soustavé soufadnic pomoci kolmého priumétu vrstevnic grafu ucelové funkce na ro-
vinu zy, viz graf na obrazku 4.18. Vsechny vrstevnice (viz poznamka 2) maji predpis
2z = x +vy, z néhoz si vyjadiime smérnicovy tvar y = —x + z. Kolmé priméty vrstevnic
ucelové funkce na riznych trovnich si zobrazime do grafu, tj. rovnobézky s piimkou
y = —ux, viz graf na obrazku 4.19. Opét v grafu vidime, Ze hodnota tucelové funkce
roste tim vic, ¢im je dale od pocatku souradnicového systému a zaroven ve sméru, ve
kterém je mnozina pripustnych reSeni neohranicena. Z toho duvodu maximum funkce z

neexistuje a tloha nemé optimalni feSeni.

S z=x+Yy

—1

Obréazek 4.19 Grafické znazornéni tucelové funkce z = x + y pomoci vrstevnic.
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Piiklad 4.3.5 Najdéte minimum funkce z = f(xz,y) = x4y pro x,y € R za podminek:

1. mnozina piipustnijch reseni K TeSeni tlohy potiebujeme ziskat mnozinu pfipust-
nych feSeni. Postupujeme stejné jako v piikladu 4.3.2. Soustavu nerovnic feSime po-
¢etné a poté si graficky znazornime kofeny soustavy jako prunik feSeni jednotlivych

nerovnic. Kazdou z omezujicich podminek vyfesime zvlast:

—r+y <1 — y<x+1

1 5 1 5
§x+y2§ — y2—§x+§
1 1
—Za:—i-yZO — yZZI

Kazda nerovnice ndm vymezuje polorovinu s danou hrani¢ni piimkou, viz graf na
obrazku 4.20. ReSenim soustavy nerovnic, tedy mnozinou piipustnych feseni je potom

prunik v8ech téchto polorovin, viz mnozina znézornéna v grafu na obrazku 4.21.

—y=x+1
—y=—tot}
—y=1a
—x=0

y=0

e O S S

Obréazek 4.20 Znézornéni kotfeni soustavy omezujicich podminek.
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Obréazek 4.21 Grafické zndzornéni mnoziny pfipustnych reseni.

2. grafické Fedeni v prostoru Znazornime si graf funkce z = z + y a mnozinu pii-
pustnych feSeni z prvniho kroku pfikladu s jejich funkénimi hodnotami, viz graf na
obrazku 4.22. Jelikoz hleddme minimélni hodnotu, optimalnim fesenim je bod z mno-
ziny pripustnych feSeni, ktery ma funkéni hodnotou polozenou nejnize v grafu. V grafu
vidime, ze optimalnim feSenim je bod se souradnicemi z = 1 a y = 2 a s funkéni

hodnotou z = 3.

Qz:x—l—y

T 6 0

Obrazek 4.22 Graf ucelové funkce z = x + y s mnozinou pripustnych reseni.
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3. grafické Feseni pomoci vrstevnic Ulohu miZeme fesit také v rovinné kartézské
soustavé soufadnic pomoci kolmého priumétu vrstevnic grafu ucelové funkce na ro-
vinu zy, viz graf na obrazku 4.23. VSechny vrstevnice (viz poznamka 2) maji predpis
2z = x +vy, z néhoz si vyjadiime smérnicovy tvar y = —x + z. Kolmé priméty vrstevnic
ucelové funkce na riznych trovnich si zobrazime do grafu, tj. rovnobézky s piimkou
y = —ux, viz graf na obrazku 4.24. Opét v grafu vidime, Ze hodnota tacelové funkce klesa
tim vic, ¢im je blize k pocatku souradnicového systému.

Podle grafu na obrazku 4.24 je tedy feSenim bod [1;2] s optimalni hodnotou z = 3,

kterého se primka s predpisem y = —x + 3 ,,dotkne* jako prvni z celé mnoziny pfipust-

nych feseni.

f 7 Kz=x+vy
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Obrazek 4.24 Grafické znazornéni acelové funkce z = x + y pomoci vrstevnic.
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Piiklad 4.3.6 Najdéte mazimum funkce z = f(x,y) = x+y pro x,y € R za podminek:

2v+y <4
r+y>5
x>0
y=>0.

1. mnozina piipustnijch reseni K TeSeni tlohy potiebujeme ziskat mnozinu pripust-
nych feSeni. Postupujeme stejné jako v prikladu 4.3.2. Soustavu nerovnic feSime po-
Cetné a poté si graficky znazornime kofeny soustavy jako prunik reSeni jednotlivych

nerovnic. Kazdou z omezujicich podminek vyfesime zvlast:

20 +y <4 — y< —2x+4

t+y>5 o y>-—x+45

Kazda nerovnice ndm vymezuje polorovinu s danou hrani¢ni primkou, viz graf na
obrézku 4.25. ReSenim soustavy nerovnic 2x +y < 4 a x +y > 5 je oblast dvojité
vysrafovana v grafu na obrazku 4.25, ale tyto kofeny nespliuji podminky nezapornosti.

7 tohoto duvodu je mnozina piipustnych feseni prazdné a tiloha nemé Tfeseni.

8 Y —y=—-22+4
—_—y=-—T+5
6 r=0
y:

W
D\
N
N

Obréazek 4.25 Znézornéni kotfeni soustavy omezujicich podminek.
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Priiklad 4.3.7 Nyni trosku sloZitéjsi uloha na grafické reseni. Najdéte maximum funkce

z= f(z,y) = 2z +y pro x,y € R za podminek:

3r+y>4
—3r+4y <16
—x+4y <24
r+2y <24
dor +y <54
—4x +y > —50
y> -2
3x+ 5y > 8
x>0
y > 0.

1. mnozina pFipustngjch reseni K TeSeni tlohy potfebujeme ziskat mnozinu p¥ipust-
nych feseni. Postupujeme stejné jako v predchozich piikladech. Soustavu nerovnic fe-
Sime pocetné a poté si graficky znéazornime koteny soustavy jako prunik feseni jednot-

livy’ch nerovnic. Kazdou z omezujicich podminek vyresime zvlast:

r+y>4 y > —3x+4
3
—3r+4y <16 y§1x+4
1
—r+4y <24 y§1x+6
1
r+2y <24 y§—§x+12
dr +y < b4 y < —4x + 54
—4x +1y > —50 y > 4x — 50
y=>—2 y>—2
3 8
3x+ 5y > 8 y2—5x+5
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Kazda nerovnice ndm vymezuje polorovinu s danou hrani¢ni pfimkou, viz graf na
obrazku 4.26. ReSenim soustavy nerovnic, tedy mnozinou piipustnych feSeni je potom

prinik v8ech téchto polorovin, viz mnozina znézornéna v grafu na obrazku 4.27.

—_—y = —3x +4
——y=3r+4
y:%az-l-(i
y:—%x—l—u
—y = —4x + 54
—y = 4x — 50

—_—y =2
—y=-—50+5
—_—x =0
—y=0

Obrazek 4.26 Znazornéni kofent soustavy omezujicich podminek.
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Obréazek 4.27 Grafické znazornéni mnoziny pripustnych reseni.
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2. grafické Feseni v prostoru Znazornime si graf funkce z = %x + y a mnozinu pii-
pustnych feSeni z prvniho kroku pfikladu s jejich funkénimi hodnotami, viz graf na
obrazku 4.28. Jelikoz hledame maximalni hodnotu, optimalnim reSenim je bod z mno-
ziny pi¥ipustnych feSeni, ktery mé funkéni hodnotou polozenou nejvyse v grafu. V grafu
vidime, Ze optimélnim feSenim je bod se souradnicemi x = 12 a y = 6 a s funkéni hod-

notou z = 24.

T 150

@:=iaty

Obrazek 4.28 Graf ucelové funkce z = %m + y s mnozinou pripustnych feseni.
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3. grafické re3eni pomoci vrstevnic Ulohu muzeme Tesit také v rovinné kartézské
soustavé soufadnic pomoci kolmého priumétu vrstevnic grafu ucelové funkce na ro-
vinu xy. VSechny vrstevnice (viz poznamka 2) maji predpis z = %SB + vy, z néhoz si

vyjadiime smérnicovy tvar y = —%x + z. Kolmé pruméty vrstevnic ucelové funkce na
3
2
na obrazku 4.29. V grafu vidime, Ze hodnota tucelové funkce roste tim vic, ¢im je dale

riznych drovnich si zobrazime do grafu, tj. rovnobézky s piimkou y = —<z, viz graf
od pocatku souradnicového systému.

Podle grafu na obrazku 4.29 je tedy fesenim bod [12; 6] s optimalni hodnotou z = 24,
kterého se primka s predpisem y = —%x + 24 | dotkne* jako posledni z celé mnoziny

pripustnych feseni.

\6 \O\
v —H N

Obrazek 4.29 Grafické znazornéni tacelové funkce z = %m + y pomoci vrstevnic.
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4.4 Pocetni reSeni dloh linearniho programovani

Realné problémy modelované pomoci linearntho programovani ¢asto obsahuji vice nez
tfi proménné. K feSeni takovych tloh linearniho programovani uz neni mozné pouzit
grafické feseni. Pro vySsSi pocet neznamych se vyuzivaji pocetni metody, z nichZz nej-
znamgejsi je simplexova metoda, kterou predstavil matematik George Dantzig, viz [18|.
Dalgimi metodami jsou elipsoidni algoritmus (anglicky Ellipsoid Algorithm) a algoritmy

vnitinich bodu (anglicky Interior-Point Algorithms) |3, str. 73|[19].

4.5 Simplexova metoda

Simplexova metoda neboli simplexovy algoritmus je pocetni metoda pro feSeni tiloh
linearniho programovani. Simplexova metoda je na rozdil od grafické metody pouzitelna
pro libovolny pocet proménnych.

Zjednodusené feceno, simplexova metoda prochazi po hranach mezi vrcholy mnoziny
pripustnych feseni (konvexniho polyedru), dokud nenajde optimélni feSeni. Neni nutné
navstivit vSechny vrcholy, jelikoZ metoda pozna ,,nejvhodnéjsi cestu“ a jestli uz nasla

optimalni hodnotu.

Simplexovou metodou se zabyva publikace |20, str. 139-167|. V knize jsou ukazkové
priklady a také je v ni popsana simplexova tabulka, ktera se pouziva pro zjednoduseni

vypocCti.
4.5.1 Kanonicky tvar

Pted pouzitim simplexové metody je nutné prevést tlohu do urcitého tvaru. Pro dlohy
linearntho programovani existuje nékolik tvarti, a to v zavislosti na po¢tu rovnostnich
a nerovnostnich omezeni. My zminime kanonicky tvar, dalsimi tvary jsou zakladni tvar
a standardni tvar. Nazvoslovi jednotlivych tvart neni ustalené, rizné zdroje se lisi
v jejich pojmenovani.

Uloha je v kanonickém tvaru, jestlize jsou viechny proménné nezaporné a viechny
vlastni podminky jsou vyjadiené jako rovnost. Tento tvar byva oznacovan také jako

rovnicovy tvar. |20, str. 80-91]

Prevod podminek zadanych nerovnicemi na rovnice provedeme pomoci tzv. dopli-
kovych proménnych, viz kapitola 2.3. Doplitkové proménné vyjadiuji rozdil mezi levou
a pravou stranou puvodnich nerovnosti.

Pro prevod nerovnic se znaménky <, >, < a > viz kapitola 2.3, kde je vysvétlen po-
stup pro vSechna znaménka nerovnosti. Diky pfevodim je mozné kazdou tlohu prevést

do kanonického tvaru.
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Ulohu linearniho programovani ve zkraceném kanonickém (rovnicovém) zapisujeme

nasledovné (analogicky pro maximalizovat):

minimalizovat:

n
zZz = E C; T
=1

za podminek:

n
E CLZ'J.T,L':bi, izl,...,m
j=1

2, >0, i=1,2,...,n
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5 ALGORITMUS PRO TVORBU ULOHY LINEARNIHO PROGRA-
MOVANTI

Cilem prace je vytvoreni algoritmu pro sestaveni tlohy linedrniho programovani. Vstu-
pem do algoritmu je pozadované TeSeni tilohy, na jehoz zakladé bude vytvotrena tloha
linedrniho programovani (ucelova funkce i omezujici podminky).

Vzhledem k tomu, Ze je prace zaméfena na vyuku matematiky pro zakladni a stfedni

skoly, bude algoritmus zaméfen pouze na tlohy o dvou proménnych.
5.1 Zakladni myslenka algoritmu

Vstupem do algoritmu je pevné zvoleny bod [xo; yol, Zo, Yo > 0, ktery by mél byt feSenim

hledané tlohy. Princip algoritmu mutzeme rozdélit na dvé ¢asti:
e vytvoreni mnoziny pripustnych feseni,
e vytvoreni ticelové funkce.

V priloze diplomové prace v souboru LP TASK REVERSE 2 VARIABLES.PY je
implementovany niZe popsany algoritmus pro generovéani tloh linedrniho programovani

se dvéma proménnymi na zékladé daného Teseni.

5.1.1 Generovani mnoziny pripustnych reSeni

Prvnim krokem v algoritmu je vygenerovani mnoziny piipustnych feseni (tzv. konvex-
niho polyedru). Tuto mnoZinu musime vytvorit tak, aby vstupni bod mohl byt Fesenim.

Jak vime z predchozi kapitoly o linedrnim programovani, pokud je mnozina pii-
pustnych feSeni ohrani¢ena (respektive neni ohranicené, ale existuje optimalni feseni),
optimélni feseni tlohy lezi ve vrcholu mnoziny pripustnych feSeni, pripadné na hrané
dvou sousednich vrcholia. Z toho vyplyva, Ze vstupni bod bude jednim z vrcholti mno-
ziny pripustnych feseni.

Konvexni polyedr vytvorime pomoci podminek nezadpornosti pro obé proménné a po-
moci dvou piimek. Obé tyto pfimky musi prochazet vstupnim bodem, aby tento bod

nebyl uvniti konvexniho polyedru, nebo mimo né¢j.

Generovdani primek ODbé primky vytvoiime tak, Ze nahodné vybereme dva body na
ose x a oba body propojime se vstupnim bodem, viz graf na obrazku 5.1. Prusec¢ikem
obou pfimek je pravé vstupni bod. Pro zjednoduseni vypoc¢t v nasem algoritmu si
stanovime, ze jeden bod lezi nalevo od vstupniho bodu a druhy bod lezi napravo od

vstupniho bodu.
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15

10 A
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/

-10 4

-15 T T T T
-15 -10 ] 0 5 10 15

Obrazek 5.1 Generované piimky reprezentujici vlastni omezeni.

Generovdni konvexniho polyedru Generovani konvexniho polyedru jsme si rozdélili

na 4 piipady podle kombinace nerovnosti u obou primek, viz grafy na obrazku 5.2.
Necht ma ruzova piimka z obrézku 5.1 predpis y = a1z + by a zelena primka predpis

y = asx + by. Potom plati, viz obrazek 5.2:

e pripad 5.2a nastane, pokud y < a1x + by a zaroven y > asx + bo,
e piipad 5.2b nastane, pokud y > a;x 4 b; a zaroven y < asx + by,
e piipad 5.2¢ nastane, pokud y < ayx + by a zaroven y < asx + bo,

e piipad 5.2d nastane, pokud y > aix + by a zaroven y > asx + bs.
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54 -5
—10 4 104
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%1 x_1

(c) (d)
Obrazek 5.2 Ukazka 4 pripadu rozlozeni konvexniho polyedru.

15
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5.1.2 Generovani ucelové funkce

Na ptipadé 5.2c si ukazeme, jak generovat tcelovou funkci, aby na dané mnoziné pii-

pustnych feSeni ve vstupnim bodé nabyvala maximélni/minimélni optimalni hodnoty.

Mame konvexni polyedr znazornény nize na obrazku:

15

10 A

o

x2

—-10 4

-15 T T T T
=15 -10 -5 0 5 10 15

Obrézek 5.3 Konvexni polyedr.

Ke zjisténi vhodné tcelové funkce vyuzijeme kolmy primét vrstevnice, ktery mizeme
do rovinné soustavy zobrazit. Stejnym zpusobem, jakym jsme graficky fesili tlohy
linedrniho programovani, hleddme vrstevnici, jejiz kolmy prumét na rovinu zy bude
prochéazet optimalnim feSenim. Pro definici pfimky potfebujeme dva body. Vime, Ze
piimka prochazi vstupnim bodem. Otazkou je, kterym dalsim bodem bude primka

prochéazet.

Pro soutadnice druhého bodu méme na vybér 4 oblasti, které jsou vymezené obéma

piimkami, viz oblasti oznacené ¢isly 1 az 4 na obrazku 5.4.

Pokud by souradnice bodu byly v oblasti 2 nebo 4, potom by vstupni bod nebyl op-
timalnim Fesenim tlohy, jelikoz tcelova funkce bude klesat, nebo rist smérem k jinému

bodu, viz obrazek 5.5. Proto je potifeba vybrat bod z oblasti 1 nebo 3.

V algoritmu pracujeme s oblasti 1, ve které si vybereme bod na ose y tak, aby byl
mezi pruseciky obou funkei s osou y. y-ova soufadnice bodu bude tedy vétsi nez y-
ové soufadnice priseciku zelené funkce s osou y a zaroven mensi nez y-ova souradnice

priseciku ruzové funkce s osou y.
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15

10 A
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x2

—-10 4

-15 T T T T
=15 -10 -5 0 5 10 15

Obrazek 5.4 Konvexni polyedr s oblastmi pro volbu soufadnic.

30 35 40 45 50

Obrazek 5.5 Ukazka volby bodu z oblasti 4.
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Ptedpis kolmého prameétu vrstevnice ucelové funkce je linearni funkce popisujici
pifmku spojujici nas novy bod na ose y se vstupnim bodem. Uéelové funkce ma obecny
predpis:

z=axr + by.

Predpis kolmych praméti vrstevnice tcelové funkce vypada nasledovné:

7, predpisu pro kolmy prumét vrstevnice dokdzeme sestavit predpis tcelové funkce.
Timto zptusobem jsme vygenerovali ucelovou funkci, ktera mé ve vstupnim bodé opti-
maélni feSeni. Zminény postup si ukdzeme na ptikladu 5.1.1.

Tento postup aplikujeme na vSechny pripady: u pripada 5.2c a 5.2d vybirdme sou-
fadnice bodu z oblasti 1, u pfipadi 5.2a a 5.2b vybirame soutadnice bodu z oblasti 4.

Na zévér zbyva urcit, zda hleddme maximum, nebo minimum funkce. U p¥ipadu 5.2¢
hledame vzdy maximum, u pfipadu 5.2d hledame vzdy minimum, u pfipadu 5.2a hle-
dédme maximum, pokud predpis vrstevnice je funkce rostouci, a minimum, pokud pfed-
pis vrstevnice je funkce klesajici, u pripadu 5.2b hleddme minimum, pokud predpis

vrstevnice je funkce rostouci, a maximum, pokud predpis vrstevnice je funkce klesajici.
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Priklad 5.1.1 Sestavte wlohu linedrniho programovdni, aby optimdlnim resenim byl

bod [4;5].

Generovani konvexniho polyedru Na zacatek je nutné sestavit konvexni polyedr.
K tomu potfebujeme dvé piimky, které reprezentuji vlastni omezeni. Zvolime si na-
hodné dva rizné body na ose x, jeden nalevo a druhy napravo od bodu [4; 5], tzn. body
[£1;0] a [x9;0], kde 1 < 4 a x5 > 4.Vybrali jsme body [—1;0] a [5;0], viz graf na
obrazku 5.6.

Solution
15

10

[-1, 0] [5, 0]

-10 4

-15 T T T T
-15 -10 =5 0 5 10 15

Obrazek 5.6 Vstupni bod a body pro vytvotreni piimek.

Kazdy z vybranych bodi propojime se vstupnim bodem. Ziskdme tak pfimky re-

prezentujici hrani¢ni pfimky nerovnic, viz graf na obrazku 5.7.

Solution
15

10 A

[-1, 0] [5, 0]

-10 4

-15 T T T T
-15 —10 =5 0 5 10 15

Obrézek 5.7 Hrani¢ni pfimky nerovnic.
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Ze dvou bodt dokidZeme vypocitat obecnou rovnici dané primky. Vypocitame tedy

rovnice obou piimek.

1. vypocet predpisu pfimky uréené body [—1;0] a [4; 5] (zelend piimka):

e urcime smérovy vektor primky:

u= (5, 5)

e ze smérového vektoru uréime normalovy vektor piimky:
n= (—5, 5)
e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice piimky:
—5r+>Hy+c=0

e dopoéitame hodnotu ¢ (dosadime bod z piimky do obecné rovnice):

—5:-4+5:-5+c=0
—204+25+c=0
c= -5

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice piimky:

—Sr+5y—5=0
e 7 obecné rovnice vyjadiime y:
5r + 5

2. vypocet predpisu primky uréené body [5;0] a [4;5] (riZova piimka):

e urcime smérovy vektor primky:

u= (-1, 5)

e ze smérového vektoru uréime norméalovy vektor piimky:

n=(5 1)
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e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice piimky:
Sr+y+c=0

e dopocitame hodnotu ¢ (dosadime bod z piimky do obecné rovnice):

5:44+54+c=0
20+45+¢c=0
c=—25

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice primky:

5r+y—25=0

e 7 obecné rovnice vyjadiime y:

Yy = —5xr + 25

Jakmile mame funkéni predpisy obou primek, mizeme sestavit omezeni tlohy. Tato

omezeni vymezuji oblast zndzornénou v grafu na obrazku 5.8:

y<z+1
y < —bxr+25
x>0

y>0.
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15 T
—— Xx2<= 5%1+25
X2<= 1% 1+1

10 A

x2
w
—-"_—--

o

—10

-15 T T T T
-15 —10 ] 0 5 10 15

Obréazek 5.8 Konvexni polyedr pro priklad 5.1.1.

Generovdani udelové funkce Druhou cCasti algoritmu je generovani tucelové funkce.
Na ose y si vybereme bod, ktery lezi mezi pruseciky funkei s osou y. Vypocitame si

pruseciky obou funkei s osou y:

e prusecik zelené funkce s osou y:

y=ax+1
y=0+1
y=1
e prusecik ruzové funkce s osou y:
Yy = —5ox + 25
y=-5-0+25
y =25

Vybereme si bod, ktery lezi na ose y a jeho y-ova soufadnice mé hodnotu mezi 1 a 25.
Zvolime si napiiklad bod [0; 11]. Tento bod propojime se vstupnim bodem a vypocitame
rovnici primky urcéené témito body. Tim ziskame predpis kolmého primétu vrstevnice

ucelové funkce na rovinu xy, viz graf na obrazku 5.9:
1. vypocet predpisu piimky urcené body [0;11] a [4;5]:

e uréime smérovy vektor primky:

u=(4, —6)
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e ze smérového vektoru uré¢ime normalovy vektor piimky:

n= (6, 4)

e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice primky:
6r +4y+c=0

e dopocitame hodnotu ¢ (dosadime bod z pfimky do obecné rovnice):

6-44+4-5+c=0
24+204¢=0
c= —44

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice primky:
6 +4y —44 =0

e 7 obecné rovnice vyjadiime y:

_berad 3
y=—y 3"

“ \

10 A

X 2
Q

—10 4 — X 2<= 5% 1+ 25
Xx2<=1%*1+1
— x2=-15%1+11
-15 T T + T L
=15 -10 =5 0 5 10 15
x 1

Obrézek 5.9 Vrstevnice tc¢elové funkce prochazejici vstupnim bodem.
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7 predpisu kolmého prumeétu vrstevnice ucelové funkce na rovinu xy zjistime predpis
ucelové funkce. U pfedpisu primétu miuzeme vynechat absolutni ¢len (nahradime jej

proménnou z), timto krokem pouze posuneme piimku. Mame tedy predpis vrstevnice

0 +
=—=x+z
Y 9 )
ze kterého zjistime predpis roviny:
z=y+ 356‘

Mame vygenerovanou rovnici ti¢elové funkce, kterd nabyva na mnoziné ptipustnych

feSeni ve vstupnim bodé svého maxima.
Cela uloha linearntho programovani je dana nasledovné:

Najdéte maximum funkce z = %$ + vy pro x,y € R za podminek:

—r+y<l1
or +y <25
z>0
y > 0.

Zadani i feSeni tilohy si miizeme graficky znazornit, viz grafy na obrézcich 5.10 a 5.11.

s Maximize X 2+1.5%x 1

10 A

_10 -
—— x 2 <= -5%_1+ 25
Xx2<=1%1+1

—15 T T S

1
T }
-15 —10 ] 0 5 10 15
x 1

Obréazek 5.10 Zadani ulohy sestavené na zakladé zadaného FeSeni.
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Solution
15 \
10 1
5 | 4, 5]
™~
sl v]
—5
—10 4 — x 2<= -5*_1+ 25
x2<=1%1+1
— x2=-15*x_1+11
-15 T T } T L
-15 -10 -5 0 5 10 15

x 1

Obrézek 5.11 ReSent tlohy zadané na zakladé zadaného teseni.
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Priklad 5.1.2 Sestavte wlohu linedrniho programovdni, aby optimdlnim resenim byl

bod [6; 10].

Generovani konvexniho polyedru Na zacatek je nutné sestavit konvexni polyedr.

K tomu potiebujeme piimky, které reprezentuji vlastni omezeni. Zvolime si nahodné

dva rtizné body na ose z, jeden nalevo a druhy napravo od bodu [6; 10], tzn. body [z1; 0]
a [z2;0], kde 21 < 6 a x5 > 6.Vybrali jsme body [2;0] a [16; 0], viz graf na obrazku 5.12.

30

25 A

20

15

x_

-10

Solution

10

[2,0]

‘6, 10]

‘16, 0]

T T T T
10 15 20 25 30
x 1

Obrazek 5.12 Vstupni bod a body pro vytvoreni pfimek.

Kazdy z vybranych bodu propojime se vstupnim bodem. Ziskdme tak primky re-

prezentujici hraniéni pfimky nerovnic, viz graf na obrazku 5.13.

30

25

20

x_

-10

Solution

1\

10 A

[2,0]

6, 10]

16, 0]

. : . ‘
10 15 20 25 30
x 1

Obrazek 5.13 Hrani¢ni piimky nerovnic.
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Ze dvou bodt dokidZeme vypocitat obecnou rovnici dané primky. Vypocitame tedy

rovnice obou piimek.

1. vypocet predpisu piimky urcené body [2;0] a [6;10] (zelena piimka):

e urcime smérovy vektor primky:

u= (4, 10)

e ze smérového vektoru uré¢ime normalovy vektor piimky:

n— (—10, 4)

e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice piimky:
—10z+4y+c=0

e dopocitame hodnotu ¢ (dosadime bod z pfimky do obecné rovnice):

—10-6+4-10+c=0
—60+40+¢c=0
c=20

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice piimky:
—10x +4y+20=0

e 7 obecné rovnice vyjadiime y:

_10x—20_5 5
- T2t

2. vypocet predpisu primky uréené body [16;0] a [6; 10] (riZova piimka):

e urcime smérovy vektor primky:

u= (—10, 10)

e ze smérového vektoru uréime norméalovy vektor piimky:

n— (10, 10)
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e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice piimky:
10z +10y +¢c =0

e dopocitame hodnotu ¢ (dosadime bod z pfimky do obecné rovnice):

10-64+10-104+c¢c=0
60+ 100 +c=10

c = —160

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice primky:
102 + 10y — 160 =0

e 7 obecné rovnice vyjadiime y:

—10x + 160
= = — 16
Y 0 T+
Do ulohy ptridame treti omezeni. Zvolime si ndhodné dva body, jeden na ose x a druhy
na ose y tak, aby oba lezely pod prise¢iky ruzové funkce s danou osou, tzn. bod [zo; 0],
kde 0 < zg < 16, a bod [0;yo], kde 0 < yo < 16. Vybereme body [0;3] a [4;0].
Tyto dva body spolu propojime. Ziskdme tak primku reprezentujici hrani¢ni primku

tfettho omezeni, viz graf na obrazku 5.14.

Solution
30

25 A
20 A

15 A

x 2

-10 . . . . . ‘
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
x 1

Obrazek 5.14 Tteti hrani¢ni piimka.
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Ze dvou bodu vypocitame obecnou rovnici tfeti primky.

1. vypocet predpisu piimky urc¢ené body [4;0] a [0; 3] (fialova pfimka):

e urcime smérovy vektor primky:

u= (-4, 3)

e ze smérového vektoru uré¢ime normalovy vektor piimky:

n=(3 4)

e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice piimky:
r+4y+c=0

e dopocitame hodnotu ¢ (dosadime bod z pfimky do obecné rovnice):

3:44+4-0+c=0
124+04+c¢c=0
c=—12

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice primky:
3r+4y—12=0

e 7 obecné rovnice vyjadiime y:

Betl12 3
= = ——Z
y A 1
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Jakmile mame funkéni predpisy vSech tii piimek, muzeme sestavit omezeni tlohy.

Tato omezeni vymezuji oblast znadzornénou v grafu na obrazku 5.15:

5
yZ§$—5

y< —x+16

30

— x2<= -1*x 1+16
25 X 2>= 25%* 1-5
X 2>= 0.75% 1+ 3

20 A

15 A

X 2

10 A

T T T T T T
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
%1

Obrazek 5.15 Konvexni polyedr pro priklad 5.1.2.

Generovdani udelové funkce Druhou cCasti algoritmu je generovani tucelové funkce.
Na ose x si vybereme bod, ktery lezi mezi pruseciky funkei s osou . Vypocitame si

pruseciky obou funkei s osou z:

e prusecik zelené funkce s osou x:

5
y:§x—5
5}
5)
51':5
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e prusecik ruzové funkce s osou x:

y=—x+16
0=—2+16
x =16

Vybereme si bod, ktery lezi na ose z a jeho z-ova souradnice mé hodnotu mezi 2 a 16.
Zvolime si napiiklad bod [11; 0]. Tento bod propojime se vstupnim bodem a vypocitame
rovnici pfimky uréené témito body. Tim ziskame pfedpis kolmého pramétu vrstevnice

ucelové funkce na rovinu xy, viz graf na obrazku 5.16:

1. vypocet predpisu piimky uréené body [11;0] a [6; 10]:

e urcime smérovy vektor primky:

u= (-5 10)

e ze smérového vektoru uré¢ime normalovy vektor piimky:

n= (10, 5)

e normalovy vektor pouzijeme pro sestaveni obecné rovnice piimky:
10z +5y +c=0

e dopocitame hodnotu ¢ (dosadime bod z pfimky do obecné rovnice):

10-6+5-10+c=0
60 +50+c=0
c=—110

e hodnotu ¢ dosadime do obecné rovnice primky:

10z + 5y — 110 =0

e 7 obecné rovnice vyjadiime y:

~10z + 110
y = % = 20+ 22
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30
— x2<= -1*x_1+16
25 X 2>= 25%_1-5
X 2>= -0.75%x_1+ 3

— x 2=-2%x_1+22
201

15

10 A

5 \
-10 T T T

T T T
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
x 1

x2

Obrazek 5.16 Vrstevnice tucelové funkce prochazejici vstupnim bodem.

7 predpisu kolmého prumétu vrstevnice ticelové funkce na rovinu xy zjistime predpis
ucelové funkce. U pfedpisu primétu muzeme vynechat absolutni ¢len (nahradime jej

proménnou z), timto krokem pouze posuneme piimku. Mame tedy predpis vrstevnice

Y= —2r+z,

ze kterého zjistime predpis roviny:

z =y + 2.

Mame vygenerovanou rovnici tcelové funkce. Jelikoz predpis vrstevnice je funkce

klesajici, ikolem je najit maximum tcelové funkce.
Cela uloha linearntho programovani je dana nasledovné:

Najdéte maximum funkce z = 2x +y pro x,y € R za podminek:

5
- > -5
2a:+y_
r+y <16
3
x>0

y > 0.

Zadani i feSeni tilohy si muizeme graficky znazornit, viz grafy na obrézcich 5.17 a 5.18.
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Maximize x_2+2*x_1
30 = =

— x2<= -1*x 1+ 16
X 2>= 25%1-5
x 2>== -075%_ 1+ 3

25

20

15 A

X 2

10 A

;
10 -5 0 5 10 15 20 25 30
x 1

Obrézek 5.17 Zadani ulohy sestavené na zakladé zadaného teSeni.

Solution
30
— x2<= -1*x_1+16
25 X 2>= 25%x_1-5
X 2>= -0.75*%x_1+3
— x2=-2%1+22
20 A
15 4
™~
sl 10 H
5,
0
75 P
-10 . . T . .

T
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
x1

Obrézek 5.18 ReSent tlohy zadané na zakladé zadaného teseni.
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V nasledujicim piikladé ukazeme, jak algoritmus generuje rizna zadani pro jeden

vstupni bod.

Piiklad 5.1.3 Sestavte rizné ulohy linedrniho programovdng, aby optimdlnim teSenim
byl bod [7;6].

Prvni zadani alohy — tucelovou funkci mizeme upravit na z = x5 + 621:

Minimize x_2+5.999999999999984*x 1 " solution
— X 2>= 2*_1+20 — X 2>= -2¥_1+20
254 x2<= 12*_1-2.4 25 X 2<= 12%*x_1-2.4
—— x2=-6%x_1+48
20 204
154 154
:I 10 4 ‘:I 10
7, 6]
51 \ 5
4] 0
s ]
-10 T T T ¥ T T -10 T T T y T T
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 -10 -5 o} 5 10 15 20 25 30
x1 x 1
.
i e
(a) Zadani. (b) Reseni.

Obrazek 5.19 Ukazka zadéani ulohy linearniho programovéani pro optimalni feseni [7; 6].

Druhé zadani alohy — ucéelovou funkci miiZzeme upravit na z = xy — %xlz

Maximize x_2+-0.6666666666666666*x_1 30 Solution
— x2>= 1.2% 1+ 14.4 — x2>= -1.2% 1+ 14.4
25 X 2<= 0.6%_1+18 25 X 2<= 0.6%_1+18
— x_2=0.6667 *x_1 + 1.333
204 204
15 - 15 4
104 10
7 6]
54 54
0 0
s 5
-10 : : ‘ . } . -10 : . ‘ : } :
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 -0 -5 0 5 10 15 20 25 30
x1 x 1
(a) Zadani. (b) Reseni.

Obrazek 5.20 Ukazka zadéani ulohy linearniho programovéani pro optimalni feseni [7; 6].
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Treti zadani alohy:

Minimize x_2+1.8571428571428574%x_1

— x.2>= 3%1+27
254 X 2>= 0.6% 1+1.8

201

15 4

-10 T 7 T T T T
-10 -5 o 5 10 15 20 25 30

x1

(a) Zadani.

30

25

20

15

10

Solution

— x2>= -3%_1+27
X2>= 0.6% 1+138
— x2=-1.857*x_1 + 19

0 5 10 15 20 25
x1

(b) Resen.

30

Obrazek 5.21 Ukazka zadéani ulohy linearniho programovéani pro optimalni feseni [7; 6].

Ctvrté zadani dlohy — ucelovou funkci muzeme upravit na z = xo + 6x1:

Maximize x_2+5.999999999999984%x_1
- x 2 <= -1.2*_1 + 14.4
X 2>= 12%_1-24
x2>= -1.286 *x_1+ 9

254

204

15 4

-10 T T T T T T
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30

x 1

(a) Zadani.

Solution
30 T T
—— x2<= -1.2*_1+144
254 x2>= 12*_1-2.4
x2>= -1.286%x 1+ 9
—— x 2=-6*x_1+48
204
154
10 4
7, 6]
54
0
—54
=10 T T T T T T
-10 -5 [} 5 10 15 20 25 30

x 1

(b) Regeni.

Obrazek 5.22 Ukazka zadéani ulohy linearniho programovani pro optimalni feseni [7; 6].
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Paté zadani tlohy — predpis ruzové funkce muzeme upravit na o, = — %ml +10,67:
Maximize x_2+-0.7142857142857142*x_1 0 Solution
—— x 2 <= -0.6667 *x_1 + 10.67 —_— X2 <I= -0.6667 *x_1 + 10.67
25J Xx2<=2%1-8 251 X2<=2%1-8
x2>= -05%_1+6 x2>= -05%_1+6
— x2=07143* 1+ 1
204 201
15 A 15 _\
104 T 104
6]
54 5
0 0
s 5]
-10 T T T T T T -10 T T T T T T
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30
x1 x1
(a) Zadani. (b) Reseni.

Obrazek 5.23 Ukazka zadéani ulohy linearniho programovéani pro optimalni feseni [7; 6].

Sesté zadani tlohy — v tomto zadani ma rizova funkce stejny predpis jako vrs-

tevnice ucelové funkce, feSenim je proto celd tsecka:

Minimize x_2+0.8571428571428564*x_1 » Solution
— x_2>= -0.8571*x_1+ 12 — X 2>= -0.8571*x_1+ 12
254 X 2<= 3#%x_1-15 254 X 2<= 3*x_1-15
—— x_2=-0.8571 *x_1 + 12
20 - 204
15 154
10+ 104
7, 6]
5 - 5 |
[} 0
s )
-10 T T T T T T -10 T T T T T T
-10 -5 o] 5 10 15 20 25 30 -0 -5 4] 5 10 15 20 25 30
x1 x_1
o -
(a) Zadani. (b) Reseni.

Obrazek 5.24 Ukazka zadéani ulohy linearniho programovéani pro optimalni feseni [7; 6].
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6 OPTIMALIZACNI ULOHY VE VYUCE MATEMATIKY A INFOR-
MATIKY

Skoly musi p¥i tvorbé skolnich vzdélavacich plani (zkracené SVP) vychézet z rdmco-

vych vzdélavacich planu (zkracené RVP), které tvoii obecné zavazny ramec.

RVP kromé jiného stanovuje konkrétni cile a povinny obsah vzdélavani podle daného
oboru vzdélavani. Na zakladé RVP si kazda sSkola vytvari své vlastni SVP, které je

v souladu s RVP a s cili vzdélavani. [21]

RVP jsou verejné dostupné dokumenty. Jsou v nich popsany podrobné cile pro
v8echny vzdélavaci oblasti prislusného stupné vzdélavani. [21] NaSe prace je zaméiena
na zakladni a stfedni skoly, tyto RVP jsou vefejné dostupné:

e RVP pro zékladni vzdélavani (RVP ZV 2023): odkaz zde [22],
e RVP pro gymnazia (RVP G*): odkaz zde [23],

e RVP pro stfedni odborné vzdélavani (RVP SOV): odkaz zde [24].

Kvili velkému poc¢tu obort stfedniho odborného vzdélavani budeme dale pracovat

pouze s RVP pro zakladni skoly a gymnazia.

Matematickou optimalizaci je mozné zahrnout do vyuky matematiky a informatiky
na zakladnich i stfednich Skolach. Pomoci optimaliza¢nich tloh muze ucitel docilit
splnéni urcitych cilu ze SVP a tim zaroveii ukazat, zZe matematika ma své uplatnéni
i v realnych situacich.

V nasledujicich podkapitolach si ukazeme, jaké ocekavané vystupy je mozné splnit
zafazenim matematické optimalizace do vzdélavacich oblasti Matematika a jeji aplikace

a Informatika.
6.1 Matematika a jeji aplikace

Matematika obecné napoméaha k rozvoji abstraktniho, analytického i logického mysleni.
Podstatnou ¢asti je schopnost umét formulovat zadany problém, analyzovat problém
a umeét vybrat spravny postup k jeho feSeni. Aby zak dokézal zvolit vhodny postup,
musi ziskat prehled o zédkladnich algoritmech, vztazich a pojmech, diky kterym je scho-
pen pochopit vzajemné vztahy a vazby mezi rtiznymi okruhy uciva. Zaci se také ué
vyuzivat pfi vyuce matematiky vypocetni techniku, vyukové programy a aplikace a dalsi
pomticky, které jim poméhaji k pochopeni uéiva. [22, str. 31-38][23, str. 21-24]

Ulohy a témata, kterym jsme se v praci vénovali, zahrnuji uéivo z vice vzdélavacich
oblasti, napf. linedrni rovnice a nerovnice a jejich soustavy, linearni funkce a jejich

grafy, kombinatorické tlohy.


https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcovy-vzdelavacici-program-pro-zakladni-vzdelavani-rvp-zv/
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy-pro-gymnazia-rvp-g/
https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzdelavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy-stredniho-odborneho-vzdelavani-rvp-sov/
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6.1.1 Linearni rovnice

Na zacatku prace jsme se vénovali linearnim rovnicim, na které navazuje ucivo linear-
nich nerovnic a jejich soustav. Soustavy linearnich nerovnic jsou zakladem pro linearni

programovani, které je soucasti matematické optimalizace.

Linearni rovnice patii mezi ucivo zékladni skoly i gymnazia:

e RVP ZV 2. stupen:

— rovnice — linearni rovnice, soustava dvou lineadrnich rovnic se dvéma nezna-
mymi,
e RVP G*:

— rovnice a nerovnice — linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy.

Prace se zamétuje na grafické znézornéni linearnich rovnic a jejich feSeni. Na obou
stranéch linearni rovnice s jednou neznamou je vyraz, jehoz grafem je primka. V pripadé
linearni rovnice se dvéma neznamymi je grafem vyrazi na obou stranach rovina. Cilem
je ukazat, Ze linearni rovnice s jednou nebo dvéma nezndmymi je mozné resit graficky
— znézornénim grafii obou stran rovnic, kde feSenim jsou body, ve kterych se oba grafy
protinaji, napt. bod a priise¢nice).

Timto zpusobem je propojeno ucivo linearnich rovnic s u¢ivem linearnich funkei,
které ke grafickému feSeni vyuzivame. Linearni funkce jsou také ucivem zakladni skoly

1 gymnazia:
e RVP ZV 2. stupen:
— funkce — pravouhlé soustava soufadnic, linearni funkce,
e RVP G*:

— funkce — linearni funkce,

— obecné poznatky o funkcich — pojem funkce, defini¢ni obor a obor hodnot,

graf funkce, vlastnosti funkei.

Propojovanim uciva linearnich rovnic a line4drnich funkci spolec¢né s vypocetni tech-

nikou je mozné splnit nésledujici ocekavané vystupy z RVP:

e RVP ZV 2. stupen:

— vyjadii funkéni vztah tabulkou, rovnici, grafem,
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e RVP G*:

— Tesi linearni a kvadratické rovnice a nerovnice, fesi soustavy rovnic, v jed-

nodussich ptripadech diskutuje fesitelnost nebo pocet fesent,

— geometricky interpretuje ¢iselné, algebraické a funkéni vztahy, graficky zna-
zornuje TeSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav,

— nadrtne grafy pozadovanych funkei (zadanych jednoduchym funkénim pired-
pisem) a ur¢i jejich vlastnosti,

— vyuziva poznatky o funkcich pfi feSeni rovnic a nerovnic, pii ur¢ovani kvan-

titativnich vztahn.

V priloze diplomové prace v souboru LINEAR EQUATION.PY je implementovana

tfida LINEAREQUATION pro reprezentaci linearni rovnice, jeji feSeni i vizualizaci.

V priloze diplomové prace v souboru GENERATOR.PY je implementovana tiida LiI-

NEAREQUATIONGENERATOR pro generovani linearni rovnice, jeji feSeni i vizualizaci.

Vizualizace linearni rovnice s feSenim je mozna pouze pro linedrni rovnice s jednou

a dvéma neznamymi, viz grafy na obrazcich 6.1 a 6.2. Tento néstroj umoznuje uci-

teli generovat piiklady na lineadrni rovnice a ukazat zéktm jejich grafické znézornéni

a TeSeni.

15

10 +

~104

-15

Linear function: -5x_1-3 5 Solution of linear equation: -5x_1-3=0
— x_2=-5x_1-3 — x=0
— y=0
10 — x 2=-5x_1-3
— x_1=(-3)/5
5
[-0.6; 0]
2| [
s
10
T T T T -15 T T T T
-15 =10 =5 ] 5 10 15 =15 -10 -5 ] 5 10 15
x 1 x_1
(a) Graf linearni funkce s jednou (b) Znazornéni feseni linearni rovnice
neznamou. s jednou neznamou.

Obréazek 6.1 Graf a feSeni linearni rovnice s jednou neznadmou.
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Linear function: -4x_1-5x_2+2 Linear equation: -4x_1-5x_2+2=0
X 3=-4x_1-5x_2+2 X 3=-4x_1-5x 2+2
x 3=0

— x 2={-4x_142)/5

(a) Graf linearni funkce se dvéma (b) Znézornéni linearni rovnice se dvéma
neznamymi. neznamymi.

Solution of linear equation: -4x_1-5x_2+2=0

15
— x_2=(-4x_1+2)/5

10

-10

-15 T
-15 -10 -5 1] 5 10 15

(¢) Znazornéni feSeni linearni rovnice se
dvéma nezndmymi.

Obrézek 6.2 Graf a feSeni linearni rovnice se dvéma nezndmymi.

6.1.2 Linearni nerovnice

Na ucivo linearnich rovnic navazuje uc¢ivo lineadrnich nerovnic. Lineérni nerovnice patii

mezi ucivo gymnazia:
e RVP G*:

— rovnice a nerovnice — linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy.

Stejné jako u linearnich rovnic je v praci zduraznény geometricky vyznam linearni
nerovnice. Prava i levé strana linearni nerovnice jsou vyrazy, jejichz grafy jsou piimky
pii jedné nezndmé, roviny pii dvou neznamych. Cilem je ukazat, Ze i linedrni nerovnice
je mozné Tesit graficky — vybrat body, které danou nerovnost spliuji. Dilezité je umét

znazornit hraniéni pfimku/bod, od které /kterého se odviji feseni nerovnice.
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Opét je timto zpusobem propojeno ucivo linedrnich nerovnic a rovnic s linedrnimi
funkcemi. Linearni funkce jsou také ucivem gymnazia, jak jsme uvedli v podkapitole

o linearnich rovnicich.

V priloze diplomové prace v souboru LINEAR INEQUALITY.PY je implementovana

tfida LINEARINEQUALITY pro reprezentaci linedrni nerovnice, jeji feseni i vizualizaci.

V priloze diplomové prace v souboru GENERATOR.PY je implementovana tiida LiI-
NEARINEQUALITYGENERATOR pro generovani linearni nerovnice, jeji feSeni i vizuali-

zacl.

Vizualizace linedrni nerovnice s feSenim je mozné pouze pro linearni nerovnice s jed-
nou a dvéma nezndmymi, viz grafy na obrazcich 6.3 a 6.4. Tento nastroj umoznuje uci-
teli generovat piiklady na linedrni nerovnice a ukizat zakum jejich grafické znédzornéni

a TeSeni.

s Linear function: -5x_1+3 s Solution of linear inequality: -5x_1+3>=0
—— X 2=-5x_1+3 —— X 2=-5X 143
=& x 1=(+3)/5
10 4 10 4 — x 1<=(+3)/5
51 54
[0.6; 0]
2\ 0 :I 0
s ]
-10 4 -10 -
-15 T T T T -15 T T T T
=15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 o] 5 10 15
x 1 x 1
(a) Graf linearni funkce s jednou (b) Znézornéni FeSeni linearni nerovnice
neznamou. s jednou nezndmou.

Obrézek 6.3 Graf a feSeni linearni rovnice s jednou neznamou.
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Linear inequation: -1x_1-3x_2+3<=0
[ X 3=-1x_1-3x 2+3
% 3=0
— x 2=(-1x_1+3)3
T

Linear function: -4x_1-5x_2+2
X 3=-4x_1-5X_2+2

(b) Znéazornéni linearni nerovnice se dvéma

(a) Graf linearni funkce se dvéma
neznamymi. neznamymi.
1':’Sc\lutinn of linear inequality: -1x_1-3x_2+3<=0
— x2>=(-1x_1+3)3
10
5
S0
_54
_10
-15 . |
-5 0 5 10 15

T .
-15  -10
x 1

(¢) Znazornéni feSeni linearni nerovnice se
dvéma nezndmymi.

Obrazek 6.4 Graf a feSeni linedrni nerovnice se dvéma nezndmymi.
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6.1.3 Soustavy linearnich rovnic a nerovnic

Po zvladnuti linearnich rovnic a nerovnic se pokrac¢uje s u¢ivem soustavy linearnich rov-
nic a nerovnic. Soustavy linedrnich rovnic se probiraji na zakladni skole i na gymnaziu,

soustavy linedrnich nerovnic pouze na gymnaziu:

e RVP ZV 2. stupen:

— rovnice — linearni rovnice, soustava dvou linearnich rovnic se dvéma nezna-

mymi,
e RVP G*:

— rovnice a nerovnice — linearni rovnice, nerovnice a jejich soustavy.

Cilem préce je ukazat, Ze soustavy linearnich rovnic i nerovnic je mozné resit nejen
pocetné, ale i graficky. Jde o rozsifeni uciva o linearnich rovnicich a nerovnicich. Na
neznamé vyskytujici se v rovnicich a nerovnicich je kladeno vice omezeni. Resenim sou-
stavy linearnich rovnic (pfipadné nerovnic) jsou spole¢né feSeni vech rovnic (pfipadné
nerovnic). Pfi feSeni soustavy linearnich nerovnic se pracuje také s intervaly.

P1i grafickém feSeni soustavy linedrnich rovnic a nerovnic je mozné splnit vystupy

stejné s vystupy u linearnich rovnic a nerovnic, viz predchozi podkapitoly.

V priloze diplomové prace v souboru SET OF LINEAR INEQUALITIES.PY je im-
plementované tiida SETOFLINEARINEQUALITIES pro reprezentaci soustavy linearnich
nerovnic, jeji feSeni i vizualizaci.

V priloze diplomové prace v souboru GENERATOR.PY je implementovana tiida SE-
TOFLINEARINEQUALITIESGENERATOR pro generovani soustavy linedrnich nerovnic,
jeji feSeni i vizualizaci.

Vizualizace soustavy lineadrnich nerovnic s feSenim je mozné pouze pro soustavu
linearnich nerovnic s jednou nebo dvéma neznamymi, viz grafy na obrazku 6.5. Tento
nastroj umoznuje uciteli generovat priklady na soustavu linearnich nerovnic a ukazat

zaktm jejich grafické zndzornéni a feseni.
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5 Set of Linear Inequalities 5 Solution of set of linear inequalities
— x 2=-5x_1+4 JR— x72>:(+3x71+0)le
&= x 1=(+4)/5 x 2<(-1x_1-2)/2
10 { — x 1<=(+4)/5 10
— x2=+1x13
&= x 1=(+3)11
54 — x 1l<=(+3)/1 54
:\ 0 gl 0
s .
-10 4 ~101
-15 T T T T -15 f T T T
-15 -10 =5 Qo 5 10 15 =15 -10 -5 0 5 10 15
x1 x 1
(a) Znazornéni feSeni soustavy linedrnich (b) Znézornéni FeSeni soustavy linearnich
nerovnic s jednou neznamou. nerovnic se dvéma neznamymi.

Obrazek 6.5 Znazornéni feseni soustavy linedrnich nerovnic.

6.1.4 Linearni programovani

Slozitéjsim ucivem souvisejicim se soustavou linearnich nerovnic a s matematickou
optimalizaci je linedrni programovani. Ulohy linearniho programovani je mozné zaradit
do vyuky matematiky na gymnaziu.

Linearni programovéani neni u¢ivem zékladni skoly ani gymnazia, ale jeho zafazenim
do vyuky ve vyssich ro¢nicich (napf. na gymnéziu, v ramci volitelnych seminait) je

mozné plnit ocekavané vystupy:

e RVP G*:
— Tesi linearni a kvadratické rovnice a nerovnice, fesi soustavy rovnic, v jed-
nodussich pfipadech diskutuje feSitelnost nebo pocet fesent,

— geometricky interpretuje ¢iselné, algebraické a funkéni vztahy, graficky zna-

zorhuje TeSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav,

— analyzuje a Tesi problémy, v nichz aplikuje FeSeni line4drnich a kvadratickych

rovnic a jejich soustav,

— nadrtne grafy pozadovanych funkei (zadanych jednoduchym funkénim pred-

pisem) a urci jejich vlastnosti,
— formuluje a zdivodnuje vlastnosti studovanych funkei a posloupnosti,

— vyuziva poznatky o funkcich pii feSeni rovnic a nerovnic, pii ur¢ovani kvan-

titativnich vztahi,
— Tesi aplika¢ni tlohy s vyuzitim poznatku o funkcich a posloupnostech,

— vyuziva nacrt pii feSeni rovinného nebo prostorového problému,



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 123

— uziva rizné zpusoby analytického vyjadieni pFimky v roviné (geometricky

vyznam koeficientit).

Cilem zafazeni tloh linearntho programovani do vyuky matematiky je ukazat zdkim
dalsi navaznost na soustavy linearnich nerovnic a moznost modelovat a Tesit praktické
ulohy.

Ulohy linearniho programovani se dvéma neznamymi kombinuji schopnost Fesit sou-
stavy linearnich nerovnic a schopnost promitnout si mnozinu pripustnych reseni do
grafu ucelové funkce a najit tak v jejim grafu bod, ktery je feSenim tlohy. Ucivo je
dobré propojit s aplika¢nim softwarem pro vizualizaci funkcei — zakiim pomiize pfi Te-
Seni tulohy a ziskavaji nové digitalni kompetence.

V priloze diplomové prace v souboru LINEAR_PROGRAMMING.PY je implemento-
vana tfida LINEARPROGRAMMINGTASK pro reprezentaci tlohy linedrniho programo-
vani, jeji feSeni i vizualizaci.

V priloze diplomové prace v souboru GENERATOR.PY je implementovana tiida LiI-
NEARPROGRAMMINGTASKGENERATOR pro generovani ulohy linedrnitho programo-
vani, jeji feSeni i vizualizaci.

Vizualizace ulohy linedarniho programovani s feSenim je mozna pouze pro ulohy se
dvéma neznadmymi, na kterych se dobfe ukazuje princip, viz grafy na obrazcich 6.6.
Tento néstroj umoznuje uciteli generovat piiklady na linedrni programovani a ukazat

zakam jejich grafické znazornéni a teseni.

Linear programming task - objective function in 3D Feasible set and contour line of the cost function.

X 3=+1x_1+1x 2+0 14 4

12 4
30
25 104
20
X3
15 X 8

3 6
0
4 /
24 — X 2<=(+0.5x_142)/1
x 2>=(+3x_1-8)/1
0 — X 2=(-1x_1+0)/1 7
o 2 4 6 8 1 12 1a
x_1
(a) Znazornéni ucelové funkce se dvéma (b) Znézornéni mnoziny piipustnych reseni
neznamymi. a vrstevnice ucelové funkce.

Obréazek 6.6 Znazornéni tlohy linearniho programovani.

V priloze diplomové prace v souboru LP_ TASK _REVERSE 2 VARIABLES.PY je im-
plementovany také jiz zminény algoritmus pro sestaveni ulohy linedrniho programovani

podle zadaného optimalniho TeSeni, viz kapitola 5.
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6.1.5 Dalsi optimaliza¢ni tlohy

Kromé zminénych typu tloh je mozné do vyuky matematiky zahrnout tlohy, které
zminujeme v dalsi podkapitole vénujici se vyuce informatiky. Jde o problémy nejkratsi
cesty, problém obchodniho cestujiciho a problém batohu. Obecné jde o kombinatorické

tlohy, coz je ucivo zékladni skoly i gymnéazia:
e RVP ZV 1. stupen:
— slovni tlohy (¢ast nestandardni aplika¢ni dlohy a problémy),
e RVP ZV 2. stupen:

— zavislosti a data — nékresy, schémata, diagramy, grafy, tabulky,

— logické a netradi¢ni geometrické ulohy (¢ast nestandardni aplikaéni dlohy

a problémy),
e RVP G*:

— kombinatorika — elementarni kombinatorické tlohy.

Zarazovanim kombinatorickym tloh se propojuje ucivo kombinatoriky, vizualizace

dat a slovnich tloh a jsou plnény nasledujici oc¢ekdvané vystupy:
e RVP ZV 1. stupen:

— Tesi jednoduché praktické slovni tlohy a problémy, jejichz feSeni je do znacéné

miry nezavislé na obvyklych postupech a algoritmech skolské matematiky,
e RVP ZV 2. stupen:
— uziva logickou tivahu a kombinac¢ni tisudek pfi feSeni tloh a problému a na-
léza rizna Teseni predkladanych nebo zkoumanych situaci,
— Tesi ulohy na prostorovou predstavivost, aplikuje a kombinuje poznatky a do-
vednosti z ruznych tematickych a vzdélavacich oblasti,

e RVP G*:

— zduvodnuje sviij postup a ovéfuje spravnost feseni problému,
— Tesi realné problémy s kombinatorickym podtextem (charakterizuje mozné
pripady, vytvaii model pomoci kombinatorickych skupin a urcuje jejich po-

Cet).
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6.2 Informatika

P1i revizi RVP doglo ke zméné vyuky informatiky. Pivodni oblast informac¢ni a komu-
nika¢ni technologie byla pfejmenovana na informatika a vyznamné se zménily vystupy

a cile vzdélavani této oblasti.

Oblast informatika se zaméiuje hlavné na rozvoj informatického mysleni, na po-
chopeni digitalnich technologii a na rozvijeni schopnosti efektivné, bezpecné a eticky
digitalni technologie vyuzivat. [22, str. 39-44|[23, str. 62-65]

Vyuka informatiky probihé jiz na prvnim stupni, kde Zéci formou her a dalSich
aktivit poznévaji pojmy jako jsou data a informace. Postupné se uc¢i dovednostem
umét popsat problém a hledat jeho FeSeni. [22, str. 39-44] Tyto schopnosti jsou soucasti

informatického mysleni, které vyuziva nékolik principt:
e metoda pokus-omyl (Zaci jsou povzbuzovani k tomu, aby vymysleli vlastni feSeni),

e ucime se tim, Ze to délame (cilem vyuky je divéfovat vlastnim schopnostem, ne

uplatiiovat pouze postupy, které jim ucitel fekl),

e podstatna je vytrvalost (kdyz ¢lovék saim néco vymysli a vénuje tomu velké usili,

rozviji se),

e spoluprace (zaci se uc¢i kooperovat, kombinovat svoje silné stranky a komuniko-
vat). [25]

Na druhém stupni zaci dale pokracuji v prohlubovani svych znalosti o informatic-
kych konceptech, digitdlnich technologiich a algoritmizaci. Rozpoznavaji, jaké tlohy
jsou vhodné pro automatizaci strojem. Studium informatiky na gymnéziu predstavuje
zéklim néstroje, které vyuziji i v jinych oblastech.

Kombinatorické tlohy, které jsme v praci predstavili, zahrnuji uc¢ivo z vice oblasti,

napt. modelovani situaci, zjednoduSovéni reality, algoritmizace.

Kombinatorické tlohy se zahrnuji do vyuky informatiky na zékladni i stfedni skole:

e RVP ZV 1. stupen:

— modelovani: model jako zjednoduSené znézornéni skutec¢nosti; vyuziti obra-
zovych modeli (myslenkové a pojmové mapy, schémata, tabulky, diagramy)

ke zkoumani, porovnavani a vysvétlovani jevi kolem zaka,
e RVP ZV 2. stupen:

— modelovani: schéma, myslenkova mapa, vyvojovy diagram, ohodnoceny a ori-

entovany graf; zakladni grafové tlohy,
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e RVP G*:

— modelovani — model jako zjednoduSeni reality, schéma, diagram, pojmova
a myslenkova mapa; graf, vrcholy, hrany, orientovany graf, ohodnoceny graf,

kriticka cesta.
Zarazovanim grafovych tloh jsou plnény nésledujici ocekavané vystupy:

e RVP ZV 1. stupen:
— vy¢te informace z daného modelu,
e RVP ZV 2. stupen:

— vymezi problém a urci, jaké informace bude potiebovat k jeho feSenf; situaci
modeluje pomoci grafii, piipadné obdobnych schémat; porovnéa svij navr-
zeny model s jinymi modely k FeSeni stejného problému a vybere vhodné;jsi,

svou volbu zduvodni

— zhodnoti, zda jsou v modelu vSechna data potiebné k feSeni problému; vy-

hled& chybu v modelu a opravi ji,
e RVP G*:

— formuluje problém a pozadavky na jeho FeSeni; ziskava potiebné informace,
posuzuje jejich vyuzitelnost a dostatek (tiplnost) vzhledem k feSenému pro-
blému; pouziva systémovy pristup k feseni problémi; pro feSeni problému
sestavi model, simulaci,

— prevede data z jednoho modelu do jiného; najde chyby daného modelu a od-

strani je; porovna rizné modely s ohledem na uzite¢nost pro feseni daného

problému.
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ZAVER

Prace seznédmila ¢tenare se zakladnimi principy linedrniho programovani a s pojmy,
které se této oblasti tykaji. V celé praci jsme kladli diraz na grafické fesenfi tloh.

Nejprve jsme se vénovali rovnicim a nerovnicim, které jsme definovali pomoci funkei.
Poté jsme se zamérili na linearni rovnice a nerovnice s jednou i vice nezndmymi. Pomoci
nézornych priklada jsme ukazali, jak 1ze linearni rovnice a nerovnice s jednou a dvéma
neznamymi tesit graficky i pocetné.

V dalsi kapitole jsme se zabyvali soustavami linedrnich rovnic a nerovnic, jejich
grafickému i pocetnimu zptisobu feseni. Soucasti této kapitoly je popis pfevodu soustavy
line4drnich nerovnic na soustavu linearnich rovnic pomoci doplikovych proménnych.

Treti kapitola je zamérena na matematickou optimalizaci. Kapitola seznamila ¢te-
nare se zaklady teorie grafu a se zédkladnimi problémy, které se fadi do kombinatorické
matematické optimalizace. Predstavili jsme problém nejkratsi cesty, problém obchod-

niho cestujictho a problém batohu.

Linearnimu programovani se vénuje néasledujici kapitola. Definovali jsme pojem kon-
vexni polyedr a ukazali, jak jeho vlastnosti souvisi s feSenim tuloh. Na ukéizkovych
prikladech jsme nazorné demonstrovali grafické feseni tloh linearniho programovani se
dvéma proménnymi v prostoru i v roviné. Kromé grafické metody feSeni jsme pied-
stavili simplexovou metodu, ktera resi tilohy linearntho programovéani pro vyssi pocet
proménnych.

Néavrhu algoritmu pro sestaveni tlohy linearniho programovani se zabyva pata kapi-
tola. Princip algoritmu jsme rozdélili na dvé ¢asti, na vytvoreni konvexniho polyedru
a na vytvoreni ucelové funkce. Soucasti kapitoly jsou také piiklady, které demonstruji

princip algoritmu a detailné ukazuji, jak algoritmus funguje krok za krokem:.

Algoritmus je zaméreny pouze na generovani uloh o dvou proménnych. Prace je ori-
entovand na vyuku na zakladnich a stfednich skolach, kde je ucivo linearnich rovnic
a nerovnic zameéieno pouze na jednu nebo dvé neznamé. To je jeden z divodi, proc
jsme nenavrhli algoritmus pro vyssi pocet neznamych. Dalsim divodem je fakt, ze prace

Vs v

klade diiraz na grafické feSeni tloh, které pro vyssi pocet nezndmych uz neni mozné
pouzit. K navrhu algoritmu pro vyssi pocet neznamych bychom vychézeli ze simple-
xové metody, které jsme se vénovali pouze okrajové. Mezi mozné komplikace fadime

dvoufazovou simplexovou metodu, ktera by ztézovala postup od vysledku k zadéni.
Na zavér jsme se vénovali moznostem zafazeni linearnich rovnic, nerovnic, jejich

soustav a uloh matematické optimalizace do vyuky na zékladnich a strednich skoléch.

Popsali jsme odpovidajici u¢ivo, cile i vystupy z ramcovych vzdélavacich programu.
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Praktickou soucasti prace jsou implementované algoritmy pro generovani, feseni a vi-
zualizaci linedrnich rovnic, nerovnic, jejich soustav a tloh linearniho programovani. Al-
goritmus pro generovani tloh linearniho programovani podle zadaného feseni je také
soucasti. Tyto nastroje slouzi jako pomucky pii vyuce matematiky, diky kterym ucitelé
zakim ucivo nézorné predstavi.

Moznym navazéanim na praci je vytvoreni algoritmu pro generovani tloh linedrniho

programovani podle zadaného Teseni s vyS$im poctem dimenzi.
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