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ABSTRAKT

Mnoho problémii a situaci kolem nds je moZzné popsat pomoci grafi, které modeluji vztahy
mezi objekty. Grafy maji své vyuziti v riznorodych oblastech — logistika, pocitacové sité,
doprava i biologie. Soucasti matematiky je také matematickd optimalizace, kterd md za cil
nalézt nejlepsi feseni. Mnoho problémd z teorie grafii je mozné formulovat jako tlohy ma-
tematické optimalizace. Pfi rozhodovani v situacich, ve kterych nezndme vSechny okolnosti,
nam pomdha pravdépodobnost a statistika. V redlnych situacich se musime rozhodovat bez
jistoty, protoZe nezname vSechny informace. Nékteré informace mizou byt dostupné az po
naSem rozhodnuti. Pokud pfiddime do modelu matematické optimalizace neurcitost, ziskdme
ulohu stochastického programovani. Prace predstavuje ¢tendfi zakladni pojmy z teorie grafi,
matematické optimalizace, pravdépodobnosti a statistiky. Dale seznamuje Ctenare se stochas-
tickym programovanim, piistupy, jak problémy s neurcitosti fesit, a hodnotami, které slouzi
k porovnéni vysledka z jednotlivych modelii. Prace uvadi ¢tenare do problematiky jednot-
livych pfistupi pomoci ilustrativnich piikladi s nazornymi obrazky a podrobnymi kroky

jednotlivych piistupii. Soucdsti prace jsou kédy v jazyce Python, které dané priklady fesi.

Klicova slova: matematicka optimalizace, matematické programovani, teorie grafli, neurci-
tost, stochastické programovdéni, jednostupniova stochastické optimalizace, problém nejkratsi

cesty, problém obchodniho cestujiciho, rozvozni problém



ABSTRACT

Many problems and situations that occur can be described using graphs, which can model
the relationships between objects. Graphs are used in various fields — logistics, computer ne-
tworks, transport and biology. Mathematics also includes mathematical optimization, which
aims to find the best solution. Many problems from graph theory can be formulated as op-
timization tasks. When making decisions in situations where we do not know all the cir-
cumstances, probability and statistics help us. In real situations, we need to make decisions
without certainty because we do not have all the information. Some information may not be
available until our decision. If we add uncertainty to the optimization task, we get a stochastic
programming problem. The paper makes the reader familiar with the basic concepts of graph
theory, mathematical optimization, probability and statistics. Stochastic programming, ap-
proaches to solving tasks with uncertainty and values used to compare results from different
models are introduced. The paper presents these approaches through illustrative examples
with pictures and detailed steps for each algorithm The work includes Python codes that

solve the given tasks.

Keywords: mathematical optimization, mathematical programming, graph theory, uncerta-
inty, stochastic programming, single-stage stochastic optimization, shortest path problem,

travelling salesman problem, vehicle routing problem
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UVOD

Matematicka optimalizace je soucdsti matematiky, kterd ma dlouholetou historii. Jejim ci-
lem je nalezeni nejlepsiho prvku vzhledem k zadanym kritériim. Mnoho problémt a situaci
kolem nds je mozné vyftesit tim, Ze najdeme ten nejlepsi prvek. Proto ma matematicka opti-
malizace Siroké uplatnéni v riznych oblastech.

Dalsi matematickou disciplinou s Sirokym uplatnénim je teorie grafi. S vyuzitim graf
dokaZzeme modelovat rizné situace, které nds obklopuji. Grafy maji své vyuZiti v riiznoro-
dych oblastech — logistika, pocitacové sité, doprava i biologie.

Mnoho problému z oblasti teorie grafii je moZzné formulovat jako dlohu matematické op-
timalizace, napt. pomoci linedrniho programovani, které je nedilnou soucasti matematické
optimalizace. Typickymi priklady teorie grafii a matematické optimalizace jsou nejkratsi

cesty, problém obchodniho cestujiciho a rozvozni problémy.

Pravdépodobnost a statistika jsou obory, které ndm pomahaji s rozhodovanim v situacich,

ve kterych nezndme vSechny okolnosti, a také ndm umoZiiuji popisovat redlné systémy.

V redlnych situacich musime Cinit néktera rozhodnuti bez jistoty, jelikoZ nékteré infor-
mace muzou byt dostupné aZ po naSem rozhodnuti, napt. jaké bude zitra pocasi. Po pridani
této neurcitosti do modelu matematické optimalizace ziskdme tlohu stochastického progra-
movani. V takové tiloze mdme ndhodné proménné, které jsou popsdny pomoci pravdépodob-

nostnich a statistickych charakteristik.

V préci definujeme zdkladni pojmy z oblasti teorie grafii, matematické optimalizace, prav-
dépodobnosti a statistiky. Dale predstavime zakladni grafové problémy souvisejici s dopra-

vou — problém nejkratsi cesty, problém obchodniho cestujiciho a rozvozni problém.

Cilem préce je sezndmit ¢tendre se stochastickym programovanim a metodami, jak pro-
blémy s neurcitosti fesit. V praci definujeme zdkladni ptistupy pro feSeni dloh — wait-and-
see a here-and-now. Aplikace pfistupu wait-and-see spociva v Cekani na realizaci ndhod-
nych proménnych. Pristup here-and-now spoCiva v ucinéni rozhodnuti pred realizaci na-
hodnych proménnych. V modelech here-and-now se vyuZzivaji charakteristiky ndhodnych
veliCin, napf. stfedni hodnota, rozptyl a modus.

Kromé pristupli k feSeni problémil zminujeme hodnoty, které slouzi k porovnani vy-

sledkti z jednotlivych modeld. Jde o ocekdvany vysledek pfi pouZiti pristupu here-and-now
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se stredni hodnotou (EEV), hodnotu stochastického feSeni (VSS) a hodnotu perfektni infor-
mace (EVPI)

Dalsim cilem je podrobné demonstrovat jednotlivé pfistupy na ilustrativnich ptikladech.
U kazdého prikladu nazorné a podrobné popisujeme postup jednotlivych piistupt. Dale jed-
notliva feSeni porovndme pomoci hodnot EEV, VSS a EVPI a na zdkladé dosaZenych vy-
sledkii zhodnotime jednotlivé piistupy. Soucasti piikladi jsou také zdrojové kédy v jazyce

Python, které dané tdlohy fesi.
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1 MATEMATICKA OPTIMALIZACE

Matematicka optimalizace je odvétvim aplikované matematiky, které ma za cil vybrat z mno-
Ziny vSech (tzv. ptipustnych) feseni to nejlepsi vzhledem ke vstupnim kritériim.

1.1 Optimalizac¢ni dloha

Optimalizacni dloha je definovédna nédsledovné:

Definice 1.1.1 Necht’ je ddna mnoZina M C R" a redlnd funkce f definovand na M. Cilem
optimalizacni iilohy je nalézt vektor x = (x1,...,x,) € M, pokud takovy vektor x existuje, aby

hodnota f(x) byla minimdlni, resp. maximdlni. [1, str. 7]

Funkce f se nazyva ucelovd funkce a mnoZina M se nazyva mnoZina piipustnych fe-
Seni [1, str. 7]. Obecnou optimaliza¢ni tlohu potom zapisujeme ve tvaru (obdobné pro ma-

ximalizaci):

minimalizovat:

f(x) (1.1)

za podminek:

kde funkce f je obecné nelinedrni ucelovd funkce, funkce g; jsou omezujici podminky ve

tvaru nerovnosti a funkce A; jsou omezujici podminky ve tvaru rovnosti.

1.2 ReSeni tloh matematické optimalizace

Vektor x € M, ktery spliuje vSechna omezeni, se nazyva piipustné feSeni zadaného pro-
blému. VSechna pfipustna feSeni dané tlohy tvoii mnoZinu pfipustnych feSeni, kterou v praci

znalime 4 :

.///:{XEM|g,-(x)§0,i:1,...,m/\hj(x):O,j:1,...1}.



18 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Optimdlnim feSenim x* je pfipustné feSeni, které minimalizuje (pfipadné maximalizuje)

ucelovou funkci. Pro optimalni feSeni x* tedy plati:

‘e f(x)=minf(x),

piipadné f(x*) = max f(x).

1.3 Déleni iloh matematické optimalizace

Optimalizacni tlohy miZeme rozd€lit na kombinatorické a spojité optimalizace a variacni
pocet. Pro kombinatorickou optimalizaci plati, Ze mnoZina M je konecnd, pro spojitou opti-

malizaci plati, Ze mnoZina M obsahuje redlnd Cisla, nebo vektory, pro variaéni pocet plati, Ze

mnoZina M obsahuje funkce.

Matematickou optimalizaci dale délime podle vyskytu ndhodnych parametrd na determi-
nistickou a stochastickou, podle poctu rozhodovacich fazi na jednostupniovou, dvoustupio-

vou a vicestupniovou.

1.3.1 Kombinatoricka optimalizace

Kombinatorickd optimalizace hleda optimdlni feSeni v konecné mnoZiné ptipustnych reSeni
a pracuje s diskrétnimi proménnymi, proto je obCas nazyvéana diskrétni optimalizace. Ty-
pickymi problémy kombinatorické optimalizace jsou tulohy z teorie grafl, napf. problém
obchodniho cestujiciho, problém nejkratsi cesty, rozvozni problém. Kombinatorické optima-
lizaci se vénuje kniha [2].

Pro feseni nékterych problémii kombinatorické optimalizace existuji polynomidlni exaktni
algoritmy, napf. Dijkstriiv algoritmus a algoritmus Bellmana Forda pro problém nejkratsi
cesty. Jiné problémy neni moZné vyfesit v redilném Case (fadi se do NP tézkych problému),
proto se na né aplikuji aproximacni algoritmy s vyuZitim heuristik (napf. problém obchod-

niho cestujiciho, rozvozni problém).

1.3.2 Spojita optimalizace

V tlohéch spojité optimalizace je mnoZina piipustnych feSeni nespocetnd. Proménné naby-

vaji hodnot ze spojitého rozsahu, napft. z oboru redlnych Cisel.
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V tlohéch spojité optimalizace je cilem najit minimum, pfipadné maximum redlné funkce.
Jednd se o tzv. globdlni minimum, pfipadné globalni maximum funkce. Diky spojitosti funkce

je mozné k hledani globalniho minima, pfipadné¢ maxima vyuZit techniky matematické ana-

lyzy.
1.3.3 Deterministicka a stochasticka optimalizace

Podle vyskytu nahodnych prvki v optimalizacni diloze délime matematickou optimalizaci na
deterministickou a stochastickou. V ulohédch deterministické matematické optimalizace jsou
vSechny hodnoty a parametry pfedem zndmé a nemd zde roli ndhoda. Pokud optimaliza¢ni
uloha zédvisi na ndhodé, obsahuje proménné, jejichZ hodnoty nezndme predem s urcitosti,
ale zndme jejich pravdépodobnostni a statistické charakteristiky, jednd se o stochastickou

matematickou optimalizaci.
1.4 Aplikace matematické optimalizace

Jak uz slovo optimalizace napovidd, cilem je najit ,,nejlepsi* mozné piipustné (tzv. op-
timéln{) feSeni, které pro danou ulohu dosahuje nejvyssi (resp. nejnizsi) hodnoty ucelové
funkce. Slovo nejlepsi se pro rizné ulohy lisi, jelikoZ matematickd optimalizace je ndstroj

s uplatnénim v mnoha oblastech:

logistika: optimalizace ndkladii na dopravu (co nejkratsi ¢as na rozvoz, snizeni naklada

na pohonné hmoty), distribuce produktii, planovani svozu odpadu,
¢ ekonomie: maximalizace zisku,
* planovani: vytvareni Skolnich rozvrht, planovani vyrobnich krokd,
* doprava: algoritmy v navigaci (GPS), hledani nejkratSi/nejrychlejsi cesty,

* routing: ndvrh pocitaCovych siti, smérovaci protokoly (OSPF — stanoveni nejkrat$ich

cest).
1.5 Parametrické programovani

Vstupni hodnoty modelu ulohy matematické optimalizace se mohou v nékterych ptfipadech

meénit v zavislosti na urCitém parametru, napt. v Case. Pfikladem proménlivych vstupnich
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hodnot v Case ¢ jsou cena (pokles a rlst ceny), poptavka (vykyvy v poptavce) a dostupnost
surovin (vykyvy v dodavkach). Zavedeni parametru do modelu ndm pomtize vysvétlit cho-
vani tlohy pro riizna vstupni data. [3]

Parametrické programovani se také oznacuje jako deterministické programovani. VSechny

parametry a koeficienty v optimalizacni tloze jsou urcené a zndmé.

Rozsifenim obecné tlohy matematické optimalizace (1.1) je potom dloha parametrického
programovani, ve které se vyskytuje deterministicky parametr. Deterministicky parametr
znalime A = (A1, 42,...,A), prostor viech moZnych hodnot parametru znalime A a plati
pro néj, ze A C R*. Obecnou tlohu parametrického programovani potom zapisujeme (ana-

logicky pro maximalizaci):

minimalizovat:
f(x,4) (1.2)
za podminek:
gi(x,A) <0, i=1,....m
hi(x,A)=0, i=1,...,1
xeM,

A €A,

kde f, g; a h; jsou funkce typu M x A — R.
1.6 Linearni programovani

Soucésti matematické optimalizace je linedrni programovani (anglicky linear programming,
zkracené LP), obCas nazyvané linedrni optimalizace. Neformdlné feceno, cilem linedrniho
programovani je dosahnout nejlepsiho vysledku vzhledem k zadanym pozadavkiim, které

jsou popsany linedrnimi funkcemi.
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1.6.1 Uloha linearniho programovani

Ulohou linearniho programovani je minimalizace, pfipadné maximalizace ucelové funkce
za danych omezujicich podminek. Ucelovd funkce je linedrni funkce a omezujici podminky

jsou ve tvaru linedarnich rovnic a nerovnic. Linearni ucelova funkce je ve tvaru:

n
FX1,%2,X3,. .., Xn) = C1X] + X2+ C3X3 + ...+ CoXn = Y Cixi,
i=1

kde c1,c3,c3,...¢, € R jsou tzv. cenové koeficienty a x1,x3,x3,...X, jsou proménné. (4,

str. 850-851]

Obecnou tlohu linearniho programovani miZzeme zapsat nasledovné (analogicky pro ma-
ximalizaci):
minimalizovat:
f=cixi1+caxa+...cnxp (1.3)

za podminek:

aj1xi+aipxo+ ... +appx, < by (L.4)
a1X1+axzxy+...+azxy < b (1.5)
az,1xy+azzxo+...+azux, > bs (1.6)
A1 X1 + A 2X2 + .+ Ay pXn > by (L.7)
xi>0, i=12,...,n (1.8)

Funkce (1.3) (a jeji zkraceny tvar (1.9)) se nazyva ucelova funkce. Podminky (1.4) az (1.8)
se nazyvaji omezujici podminky. Z nich podminky (1.4) az (1.7) jsou vlastni omezeni a pod-

minky (1.8) jsou podminky nezdpornosti.
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Vyse zminénou tlohu pro nerovnosti < miZeme zapsat zkracené ve tvaru (analogicky pro

maximalizaci):

minimalizovat:
n
i=1
za podminek:
n
Za,;,jxigbi, iIl,...ﬂ’l’L

Jj=1

x>0, i=1.2...n

1.6.2 ReSeni tloh linearniho programovani

Piipustnym feSenim ulohy linedrniho programovéni je kazdé feSeni soustavy nerovnic, kterd
urcuje omezujici podminky dané ulohy. Jinymi slovy, vektor x je pfipustnym feSenim, pokud
vyhovuje nerovnostem (1.4) az (1.8).

Optimélnim feSenim tlohy linedrniho programovani je takové pfipustné feseni, pfi kterém
ucelova funkce f nabyva pfi maximalizaci maximalni hodnoty a pii minimalizaci minimalni

hodnoty. Tato maximalni (resp. miniméln{) hodnota se nazyva optimalni hodnota.
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2 TEORIE GRAFU

Kapitola slouzi k vymezeni zdkladnich pojmi a definic z oblasti teorie grafi, se kterymi
budeme v praci pracovat a které jsou v praci pouzity. Cela kapitola vychazi z prace [5], ktera

se vénuje zdkladnim grafovym a optimalizacnim problémum.

2.1 Graf

Neformalné feceno se graf G sklada z vrcholi (uzlt) a hran, které propojuji dvojici vrcholda.
Pomoci grafii dokazeme reprezentovat vztahy mezi objekty a vyuZzivaji se jako modely feSe-

nych problémil a situaci. Formalné definujeme neorientovany graf nasledovné:

Definice 2.1.1 Graf (jednoduchy neorientovany) je usporddand dvojice G = (V,E), kde V
Jje mnoZina vrcholii a E je mnozZina hran. MnoZina E je mnoZina vybranych dvouprvkovych

podmnoZin mnoZiny V, tj. E C V2. [6, str. 1]

Na mnozinu vrcholi grafu G se odkazujeme pomoci V (G) a na mnozinu hran grafu G po-
moci E(G). Grafy se Casto pro lepsi pfedstavivost zaddvaji zakreslenym obrazkem, formalné

vyctem vrchold a hran.

Hrana grafu je bud’ orientovand, nebo neorientovand. U orientovanych hran rozliSujeme
pocétecni a koncovy vrchol. U neorientovanych hran se jednd o symetrické spojeni dvou

vrcholll (nerozliSujeme pocatecni a koncovy vrchol).

Pti praktickych ulohich, kdy modelujeme urcitou situaci, je obCas nutné mit hrany grafu
popsané. Tento popis muze vyjadfovat cenu, délku, vzddlenost, obecné dodatecnou infor-

maci. Z tohoto diivodu jsou zavedeny ohodnocené grafy.

Definice 2.1.2 Ohodnoceny graf (G,w) je graf G s redlnou funkci w : E(G) — (—o0;+o0).
Hodnota w(e) pro e € E(G) se nazyvd ohodnoceni nebo vdha hrany. [7, str. 72]

2.2 ToKky v sitich

Praktickym vyuzitim orientovanych graf jsou tzv. toky v sitich. Struktura sit¢ je postavena
na ohodnoceném orientovaném grafu. Jednotlivé vrcholy grafu jsou uzly sité a hrany grafu

jsou spojnice mezi uzly. [6, str. 61]
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Vrcholy grafu se rozdéluji na zdroj, stok a vnitini uzly. Zdroj je vrchol, ze kterého proudi
tok do sité, stok je vrchol, kde se tok sité setkdva, ostatni vrcholy jsou vnitini uzly. Hrany

grafu jsou ohodnoceny tokem a kapacitou, viz definice 2.2.1 a 2.2.2. [6, str. 61][7, str. 127]

Definice 2.2.1 Sit’ S je ctverice S = (G,z,s,¢), kde G je orientovany graf, vrchol z € V(G) je
zdroj, vrchol s € V(G) je stok, ¢ je funkce kladného ohodnoceni hran, zvand kapacita hran:
c:E(G) = RT.[6, str. 61]

Definice 2.2.2 Tok v siti S = (G, z,s,¢) je funkce f : E(G) — R™ splitujici ndsledujici pod-
minky:

* Ve c E(G):0< f(e) <c(e),

* WEV(G),v#2z,5: Yo fle) = Lo fle). [6, str. 62]

Prvni bod definice 2.2.2 ndm tik4, Ze tok hranou je nezdporny a nemuze byt vétsi nez jeji
kapacita. Druhy bod se nazyva zdkon zachovani toku, tzn. ve vrcholech se tok neztréci a to,
co do vrcholu pritece, z néj musi také odtéci.

Velikost toku f se znadi |f| a ziskdme ji jako soucet tokl ze zdroje, tedy je ddna vyra-
zem [6, str. 62]:

fl= X fle)= ) fle).

ez e—Z

Kazd4 hrana e € E(G) v orientovaném grafu G tvorici sit’ S md kromé toku f(e) a kapa-
city c(e) také hodnotu w(e), kterd udava cenu za jednotku toku. Cena toku z vrcholu u do

vrcholu v s tim, Ze hrana (u,v) € E(G), je rovna [4, str. 861]:
S((w,v)) - w((u,v)).
Problém minimdlni ceny toku ze zdroje do stoku v grafu je potom definovan nasledovné:

Definice 2.2.3 Méjme sit’ S = (G,z,s,c) a funkci ceny za jednotku toku w : E(G) — R.
Problém minimdlni ceny toku spocCivd v nalezeni toku f o minimdlni cené ze zdroje z do
stoku s. [4, str. 861-862]

2.3 Problém nejkratsi cesty

Mezi Casto aplikované tdlohy matematické optimalizace z oblasti teorie grafl se fadi dlohy

zabyvajici se nejkratSimi cestami.
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Problém nejkratsi cesty je definovany pro orientované i neorientované, ohodnocené i ne-
ohodnocené grafy. Neformdlné feCeno, jednd se o problém nalezeni nejkratSi cesty mezi
dvéma vrcholy v daném grafu.

Existuje vice variant problému nejkratsi cesty, my se v praci zabyvame problémem nej-

krat$i cesty mezi danou dvojici vrchold (anglicky single-pair shortest path).

2.3.1 Definice problému nejkratsi cesty

Mgjme graf G = (V,E) (v ptipadé ohodnoceného grafu je definovéna i vdhova funkce w).
Délka nejkratsi cesty z vrcholu u € V(G) do vrcholu v € V(G) se znali §(u,v) a je defino-
vana [4, str. 643]:

min{ |P| ‘ P je cesta z u do v} kdyZ v je dosaZitelny z u,

O(u,v) =

oo jinak.

Nejkratsi cesta z u do v je libovolnd cesta P takova, Ze |P| = 6 (u,v).

Problém nejkratsi cesty mezi danou dvojici vrchold v grafu je definovdn ndsledovné:

Definice 2.3.1 M¢&jme graf G = (V,E). Problém nejkratsi cesty mezi danou dvojici vrcholii

u,v € V(G) spocivd v nalezeni nejkratsi cesty z vrcholu u do vrcholu v. [4, str. 644]

2.3.2 Formulace pomoci linearniho programovani

Problém nejkratsi cesty je specidlnim ptfipadem problému minimdlni ceny toku (viz 2.2.3).
Mgéjme graf G(V,E), kapacita vSech hran e € E(G) je nastavena na hodnotu c(e) = oo
a velikost toku v siti je |f| = 1 pro jednu cestu (ze zdroje se vysild pouze jedna jednotka
toku). Ohodnoceni hran w zlstava stejné. Cena toku ze zdroje z do stoku s v grafu G je pak

rovna souctu cen w(e) jednotlivych hran e € E(G).

Problém nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy v grafu miiZzeme popsat nasledujicim mate-

matickym modelem pomoci linedrniho programovani [8, str. 123]:
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minimalizovat: Z w((u,v)) - f((u,v))

(u,v)€E(G)
)
1 u=z
za podminek: Z F(u,v))— Z f((vu)) =< 0 jinak
veV(G) veV(G)
x_l u=s

f((u,v)) >0 V(u,v) € E(G)

Priklad 2.3.1 Mdme orientovany graf G zndzornény niZe na obrdzku 2.1. Nasim tikolem je
sestavit matematicky model (iicelovou funkci a omezujici podminky) pro nalezeni nejkratsi

cesty z vrcholu A do vrcholu D.

Or=0

Obrazek 2.1 Orientovany graf G k prikladu nejkratsi cesty 2.3.1.

minimalizovat:  z=4- f(e1)+5- f(ea) £ 1-f(e3) +6- flea) +3- f(es)
zapodminek:  f(e))+ f(e2) =1

fle3)+ flea) = fler) =0

fles) = flea) = fle3) =0

— f(ea) — fles) = —1

fle)>0 VecE(G)

2.3.3 ReSeni problému nejkratsi cesty

Mezi zékladni algoritmy pro feSeni problému nejkratsi cesty fadime Dijkstriv algoritmus, al-
goritmus Bellmana Forda, heuristicky algoritmus A* a Floyd-Warshalliv algoritmus. Prvnim

trem se podrobnéji vénuje prace [5, str. 58—69].
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2.4 Problém obchodniho cestujiciho

Dalsim problémem kombinatorické optimalizace je problém obchodniho cestujictho (ang-
licky travelling salesman problem, zkracené a ddle TSP). Problém obchodniho cestujiciho

ma své vyuZiti napf. v logistice a planovéni dopravy.
2.4.1 Definice problému obchodniho cestujiciho

Neformalné je TSP definovan ndsledovné:

Definice 2.4.1 Je ddna mnozina mést a vzddlenosti mezi jednotlivimi mésty. Ukolem ob-
chodniho cestujiciho je projit vSemi mésty a vrdtit se do vychoziho mésta s minimdlnimi nd-
klady (tzn. nejkratsi mozZnou trasou) s tim, Ze kaZdé mésto musi navstivit presné jednou. (9,
str. 1][10, str. 1]

Formadlni definice problému obchodniho cestujiciho za vyuZiti teorie grafi je ndsledujici:

Definice 2.4.2 Mé&jme graf G = (V,E), ohodnoceni (vdhy) hran w a mnoZinu F obsahujict
v§echny hamiltonovské kruZnice grafu G. Cilem je najit hamiltonovskou kruZnici takovou,
Ze suma ohodnocent vSech jejich hran je co nejmensi. 9, str. 3] Jde o nalezeni nejkratsi

hamiltonovské kruznice v daném grafu. [11, str. 200]

2.4.2 Formulace pomoci linearniho programovani

TSP 1ze formulovat pomoci linedrntho programovani. Ke kazdé dvojici vrchola (i, j) je pfi-
fazena hodnota c; j, kterd znaCi cenu mezi i a j (jako ohodnocovaci funkce), a hodnota
Xij € {0,1} s tim, Ze hodnota 1 zna¢f, Ze mezi vrcholy i, j vede cesta obchodniho cestujiciho,
hodnota 0 zna¢i opacny pfipad. Potom poZadujeme minimalizovat vyraz Zl‘jl Z‘J.Vz‘l Cij* Xij»
coz je ucelova funkce matematického modelu.

K modelovani TSP problému vyuZijeme tzv. Miller-Tucker-Zemlin formulaci (zkrdcené
a dile MTZ). JelikozZ tato prace nemd za cil detailné rozebirat jednotlivé modely linedrniho
programovdani, vyuZijeme MTZ model podrobné popsany v préci [5, str. 76-79] a [12]. Z&-
kladnim prvkem MTZ je nova proménna u; pro kazdy vrchol i € V(G), ktera nese informaci
o tom, o kolikaty navStiveny vrchol se jednd (dalSi podminky pro zamezeni vzniku dil¢ich

okruht).
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Uplny matematicky model vypada ndsledovné [5, str. 79]:

Vvl
minimalizovat: Z Z Cij*Xij
i=1j=1
V]
za podminek: Y xij=1, ji=1,...,V| (2.1)
i=L,ij
4
Y xji=1, i=1,...,|V| (2.2)
j=1,j#i
ug =1
2<u; <n, ieV(G)\{s}
ui—uj+1<n-(1-x;), (i,j)€E(G):i#s,j#s
)CLJ'E{O,I}, l,JZI,,‘V|

2.4.3 ReSeni problému obchodniho cestujiciho

Naivnimi pfistupy k feSeni TSP jsou brute force algoritmus a prohledavéani do hloubky. Dalsi
moznosti je upravit prohleddvani do hloubky tak, aby neprochdzelo vSechny hamiltonov-
ské kruznice v grafu, ale pouze ty, které maji Sanci se stat kratSi kruZnici nez ta soucasné
nejkratS$i hamiltonovskd kruZnice. DalSim pfistupem je vyuZziti dynamického programovdni,
konkrétné algoritmu Bellman-Held-Karp, ddle algoritmu vétvi a mezi (anglicky branch and

bound). [13]

Priklad 2.4.1 Mdme neorientovany graf G zndzornény niZe na obrdzku 2.2. Nasim tikolem
je sestavit matematicky model (iicelovou funkci a omezujici podminky) pro vyreseni problému
TSP z vrcholu S.

Obrazek 2.2 Neorientovany graf G k TSP piikladu 2.4.1.
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minimalizovat:

za podminek:

z2=12-x54+8 x5+ 10-x5¢c+19-x5 p+

+12-x45+6-xa8+3 - xac+7-Xap+

+8-xps+6-xpa+20-xpc+4-xpp+

+10-xcs+3-xca+20-xcp+2-xcp+

+19-xps+7-xpa+4-xpp+2-Xpc

vystupni podminky:

Xsa+txsp+xsc+xsp=1

Xas+xap+xac+xap=1

XB,s+xpa+xpc+xgp=1

xcs+xca+xcp+xcp =1

Xps+xpa+xpp+xpc=1

vstupni podminky:

Xas+xps+xcs+xps=1

Xsa+xpa+xca+xpa=1

xsp+xap+xcp+xpp=1

Xsc+xac+xpc+xpc=1

Xsp+Xxap+xpp+xcp =1

podminky pro eliminaci dil¢ich kruZnic pomoci MTZ formulace:

up—up+1<5-(1-xap)

ug—up+1<5-(1—xpa)
up—uc+1<5-(1—xa0)
uc —upg+1<5-(1—xca)
up—up+1<5-(1—xap)
up—upa+1<5-(1—xpa

(

(

(

(

( )
ug—uc+1<5-(1—xpc)

( )

(

(

(

(

uc—up+1<5-(1—-xcp
ug—up+1<5-(1—xpp)
up—ug+1<5-(1—xpp)
uc—up+1<5-(1-xcp)
up—uc+1<5-(1-xpc)
2<us <5
2<up<5
2<uc<5
2<up <S5

vybér hran v grafu:

xi; €{0,1}, i#j,i,j=S,A,....D
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2.5 Rozvozni problém

Vv s

Slozitéjsim problémem kombinatorické optimalizace jsou rozvozni dlohy, anglicky Vehicle
Routing Problems, zkracené a dile VRP. U okruZnich uloh, jako je napt. TSP, maji navstivena
mista nulové poZzadavky (na misto neni potfeba nic dorucit ani z néj nic vyzvednout). Pokud
ale zdkaznik poZzaduje napf. doddni zboZi nebo chce néjaké zboZi odeslat pres distribu¢ni
centrum, je nutné dlohu transformovat na tzv. rozvozni tlohu. Ndzev rozvozni tlohy v sobé

zahrnuje ulohu pro rozvoz i svoz v obecném slova smyslu.

Problém obchodniho cestujiciho je zdkladem dopravnich dloh. Pro redlné vyuziti je po-
treba rozvézet na vice trasach a Casto také vyuzivat vice vozidel, proto zavadime rozvozni

ulohy.

2.5.1 Definice rozvozni tilohy

Existuje mnoho variant rozvoznich tdloh s riiznymi omezujicimi podminkami. Mezi zdkladn{

omezeni patfi:

pocet vozidel — k dispozici je pouze omezeny pocet vozidel,

* kapacita vozidel — vozidla maji omezeny objem, pfipadné jinou veliinu, kterd urcuje,

kolik zbozi dokédze prepravit/pojmout,

* pocet distribu¢nich center/dep — jedno, nebo vice,

* typ poptivky — zda jde o doruceni, sbér nebo o smiSenou poptavku, zda je poptavka

deterministicka, nebo stochasticka,

* Casova okna zakazniki — Casy, ve kterych je mozné zakazniky obslouZit,

* délka trasy — omezeni na délku trasy pro jednotliva vozidla,

* doba trvani trasy — maximdalni Cas pro realizaci jedné trasy (napf. z dGvodu pracovni

doby fidica). [14, str. 250]

vV s

V této prici se zaméfime na rozvozni tlohy s jednim vozidlem a jednim distribuénim

mistem, coz patii mezi nejjednodussi dlohy planovani rozvozu.
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Problém pldnovéni rozvozu s jednim vozidlem s omezenim kapacity je definovdn ndsle-
dovné:
Definice 2.5.1 Mdme k dispozici jediné vozidlo s omezenou kapacitou Q a jediné distribucni

centrum (depo), kde vozidlo zacind a konc¢i svou cestu. Ddle mdme n zdkaznikii, kteri maji

pozZadavky na svoz o kapacité d; < Q.
Cilem je najit trasu, kterd minimalizuje ndklady, napt. délku trasy, ndklady na prepravu
a cas trasu. Zdrovern musi byt splnény dalsi podminky:
* trasa zacind i konciv depu,

* kaZdy zdkaznik je navstiven prdvé jednou a je uspokojen jeho poZadavek na svoz,

* neni prekrocena kapacita vozidla. [14, str. 249-251][15, str. 3]

2.5.2 Formulace pomoci linearniho programovani

Rozvozni problém z definice 2.5.1 je mozné formulovat jako tlohu linedrniho programovani.
Stejné jako u TSP, ke kazdé dvojici vrcholi (i, j) je pfifazena hodnota c; ;, kterd znaci cenu
hrany mezi vrcholy i a j, a hodnota x; ;, kterd znaCi vybér hrany do trasy. Potom pozadujeme
minimalizovat celkovou délku trasy, coZ je vyraz Zl‘;'l ZL.VZ‘I cij - Xi j» COZ je uCelova funkce
matematického modelu. Uplny matematicky model vypada nasledovng [16, str. 15-17][15,
str. 4-7]:

vl v

minimalizovat: Z Z CiijXij
i=1j=1

\4
za podminek: Y xij=1, j=1,...,|V| (2.3)
i=1,i#j
\4
Y xji=1, i=1,...,[V| (2.4)
J=1j#i
\4
Y xio=1 (2.5)
i=1
V|
Y x0=1 (2.6)
Jj=1
Mj—u,‘Zdj—Q'(l—x,j) Vi#j, i,je{l,...,n}, (2.7)
takové, ze d; +d; < Q
di <u; <Q, Vie{l,...,n} (2.8)

xij €{0,1}, hj=1,...,|v
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Podminky (2.3) a (2.4) zajist'uji, Ze ke kazdému klientovi pfijedeme a odjedeme pravé
jednou. Podminky (2.5) a (2.6) zajist'uji, Ze do depa a z depa pfijede pravé jedno vozidlo
(kdybychom méli k dispozici K vozidel, na pravé strané by bylo K). Podminky (2.7) a (2.8)

ve stylu MTZ formulace (viz podkapitola 2.4.2) zaji$t'uji neprekroCeni kapacity vozidla.
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3 PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA

Kapitola slouZzi k uvedeni zdkladnich pojmi z teorie pravdépodobnosti a statistiky, které jsou
V praci pouzity.

Pravdépodobnost je ndstroj pro ucelné rozhodovéni v situacich, ve kterych vysledek né-
hodnych jevi zavisi na okolnostech, které zndme jen Cdste¢né. Statistika je nastroj pro hle-
dani a ovérovani pravdépodobnostniho popisu redlnych systémi na zakladé jejich pozoro-
vani. Statistika ndm umoZiiuje hledat a oveéfovat zavislosti, které nejsou zjevné, a umoziuje

nam zobecnovat na zakladé omezeného poctu vzorkt. [17, str. 4]

3.1 Pravdépodobnost

Definice 3.1.1 Ndhodny pokus je takovy déj, ktery miiZeme v idedlnim p¥ipadé neustdle opa-

kovat a jehoZ vysledek nent jednoznacné urcen vstupnimi podminkami. [18]

Pro ndhodny pokus plati, Ze nastane vZdy pouze jeden vysledek. MnoZinu vSech moznych
vysledkd ndhodného pokusu znac¢ime Q. Jednotlivé prvky @ € Q nazyvame elementdrnimi

jevy. Mnozinu Q potom oznacujeme za prostor elementarnich jeva.

Jevové pole neboli jevovy prostor .o/ je mnozina vSech riznych podmnozin prostoru ele-

mentérnich jevl Q. [19, str. 6]

Definice 3.1.2 Ndhodny jev je vysledek ndhodného pokusu. O ndhodném jevu je mozné roz-
hodnout, zda nastal, nebo nenastal. Kazdd podmnoZina A C Q je ndahodny jev. Ndhodny jev A
Jje prvkem jevového pole of . [18][19, str. 6]

Pravdépodobnost ndhodného jevu A je funkce P(A), kterd jevu A pfifazuje miru moznosti,

7e nastane.

3.1.1 Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti

Axiomatickd definice pravdépodobnosti podle Kolmogorova je ndsledujici. Méjme neprazdny
prostor elementarnich jevi Q a jevové pole 7. Pravdépodobnost P je potom mira definovana

na (Q,.o7) takovd, zZe:
* Ac g/ :PA)>0,

* P(Q) = 1, tzn. pravdépodobnost jistého jevu je 1,
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o {A}r [ Ane A AiNAj=0proi# j = P(U,—1As) =X, P(A,), tzn. pravde-

n=1>
podobnost sjednoceni vzdjemné se vylucujicich jevi je rovna souctu jejich pravdépo-

dobnosti. [20, str. 12][21, str. 12]
Z uvedenych axiomi vyplyva nésledujici:
* YA€ o/ : P(A) € (0; 1), tzn. pravdépodobnost ndhodného jevu je ¢islo z intervalu (0; 1),
* P(0) =0, tzn. pravdépodobnost nemozného jevu je 0,
* jestlize ANB = 0, potom P(AUB) = P(A) + P(B),

* P(A) =1—P(A), tzn. pravdépodobnost opacného jevu je doplnék pravdépodobnosti

vychoziho jevu do jedné,

* jestlize A C B, potom P(A) < P(B), tzn. pravdépodobnost jevu A, ktery je soucasti

jevu B, je mensi neZ pravdépodobnost jevu B,

* jestlize A C B, potom P(B\ A) = P(B) — P(A), tzn. pravdépodobnost rozdilu jevi B
a A, kdy jev A je soucdsti jevu B, je rovna rozdilu pravdépodobnosti obou jevu. [21,

str. 12—13]

3.1.2 Klasicka definice pravdépodobnosti

M¢jme ndhodny pokus, ktery spliiuje nésledujici predpoklady:

vSech moznych vysledku je konecny pocet,

* vSechny vysledky maji stejnou Sanci na realizaci,

* vSechny vysledky se navzdjem vylucuji (tzn. Zddné dva nemiZou nastat soucasné),

jeden z vysledkd jisté nastane.

Potom pravdépodobnost jevu A je ¢islo P(A) =, kde n je poCet viech moZnych vysledki

(n = |Q|) a m je pocet vysledka ptiznivych jevu A (m = |Al). [18]
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3.1.3 Statisticka definice pravdépodobnosti

Opakujme ndhodny pokus n-krit. Pocet pokust, kdy nastal jev A, oznaéme ny. Pomér ’%A
oznacujeme jako relativni Cetnost jevu A. Jestlize s rostoucim poctem pokusu n kolisa re-
lativni Cetnost “4 kolem urcité hodnoty P(A), oznacime tuto hodnotu za pravdépodobnost
daného jevu. Je-li n dostatecné velké, relativni Cetnost miiZeme oznacit pfimo za pravdépo-

dobnost, s jakou nastdvd jev A. Potom plati, Ze
P(A) =" 118
n
Definice 3.1.3 Pravdépodobnostni prostor je usporddand trojice (Q, <7, P). [21, str. 12]

3.2 Statistika

Néhodnou veli¢inu definujeme jako ¢iselné vyjadieni vysledku ndhodného pokusu. Mate-
maticky feceno, ndhodna veli¢ina je funkce, ktera prifazuje kazdému elementarnimu nahod-

nému jevu Ciselnou hodnotu.

Definice 3.2.1 Ndhodnd velicina je libovolnd funkce, kterd ndhodnym jevim prifazuje re-
dlnd cisla, tj: [17, str. 4]

X:Q—R,
X(w)=x, xeR.

Vyraz X (@) = x iik4, Ze ndhodnd veli¢ina X nabyla hodnoty x, tzn. Ze jev @ nastal. Potom

P(X = x) je pravdépodobnost, se kterou ndhodna veli¢ina X nabyde hodnoty x. [22, str. 2]

Podle oboru hodnot ndhodné veli¢iny rozliSujeme ndhodné veliCiny diskrétni a spojité.
Obor hodnot diskrétni ndhodné veli¢iny ma spocetné mnoho hodnot. Obor hodnot spojité
ndhodné veli¢iny md nespocetné mnoho hodnot (nabyva hodnot z urcitého intervalu). [19,

str. 24]

Poznamka 1 Ndhodné veli¢iny oznacujeme velkymi pismeny z konce abecedy, napv. X, Y,

Z. Jejich ciselné realizace potom odpovidajicimi malymi pismeny, napr. x, y, z.
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3.2.1 Rozdéleni pravdépodobnosti

Kazdému vysledku ndhodného pokusu pfislusi pravdépodobnost, se kterou nastane. Diky
tomu miiZzeme urcit, s jakou pravdépodobnosti ndhodny jev nabyva urcité vysledné hodnoty
¢i hodnoty z ur€itého intervalu. Z téchto poznatkii miiZeme zkonstruovat model, ktery popi-
suje teoretické rozdéleni pravdépodobnosti — rozdéleni pravdépodobnosti predstavuje model
chovani ndhodné veliiny. [23]

Rozdéleni pravdépodobnosti 1ze popsat pomoci distribuéni funkce (pro diskrétni i spo-
jité ndhodné veliCiny) a pomoci pravdépodobnostni funkce (pro diskrétni ndhodné veli€iny)

a hustoty pravdépodobnosti (pro spojité ndhodné veli¢iny).

3.2.2 Distribu¢ni funkce

Distribu¢ni funkce popisuje rozd€leni nahodné veli¢iny kumulativnim zptisobem a je spo-
le¢na pro diskrétni i spojité ndhodné veliCiny. Distribu¢ni funkce ndhodné veliCiny je popis
pravdépodobnostniho chovédni ndhodné veli¢iny — udava pravdépodobnost, Ze hodnota na-

hodné proménné je mensi neZ zadana hodnota.

Definice 3.2.2 Necht’ X je ndhodnd proménnd a x je libovolné redlné cislo. Potom funkci

F :R — (0; 1) definovanou pfedpisem

nazyvdame distribucni funkci. [21, str. 28]

Distribu¢ni funkce vyjadfuje pravdépodobnost, Ze ¢iselnd realizace ndhodné veliiny X

neprekroci na redlné ose danou hodnotu x, coz Ize zapsat jako [24]:

F(x)=P(X <x)=P(w; € Q: X(a) < x).

Distribu¢ni funkce ma nésledujici vlastnosti:
* je neklesajici: Vx; < xp : F(x1) < F(xp),
* je zprava spojita,

e defini¢ni obor: Vx e R: 0 < F(x) <1,

* pravdépodobnost intervalu: Vxj,x; € Rx; <xp: P(x; <X <xp) =F(x2) — F(x1),
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* asymptotické vlastnosti: limy_, ;o F(x) =1 a lim,_,_o F(x) = 0. [17, str. 10]
3.2.3 Hustota pravdépodobnosti

Chceme-li popsat rozdéleni pravdépodobnosti pro urcité hodnoty nebo interval hodnot, mu-
sime definovat ptisluSnou funkci zvIast’ pro spojité a diskrétni ndhodné veliCiny.
Necht’ X je spojitd ndhodna veli¢ina s distribuéni funkei F(X). Spojitou ndhodnou veli-

¢inu X definuje funkce hustota pravdépodobnosti f(x) (anglicky density function) [25]:

Flx) = / F(t)dr. 3.1)

Hustota pravdépodobnosti popisuje, jakych hodnot ndhodné veli¢ina X nabyva a s jakymi
pravdépodobnostmi. Hodnota distribu¢ni funkce F(X) v bodé x tedy odpovidd plose pod
grafem hustoty pravdépodobnosti f(x) od —ee do x. Z toho vyplyvd vztah (3.1), Ze distribu¢ni
funkci ziskdme integraci hustoty pravdépodobnosti od —e do x, tzn. distribuéni funkce je
primitivni funkef k hustoté pravdépodobnosti. Hustotu pravdépodobnosti f ziskdme derivaci

distribu¢ni funkce F':

Hustota pravdépodobnosti mé nasledujici vlastnosti:
* je nezapornd: Vx € R: f(x) >0,
» celkova plocha pod hustotou je rovna jedné: [T f(x)dx = 1,

 pravdépodobnost, Ze X padne do néjakého intervalu, je ddna plochou pod hustotou

mezi krajnimi body intervalu: P[X € (a,b)] =Pla <X <b] = | f f(x)dx,

* hustota je na intervalu (a,b) nulova pravé tehdy, kdyz X do tohoto intervalu nemize

padnout: Vx € (a,b) : f(x) =0 <= Pla <X < b| =0. [22, str. 41-42]
3.2.4 Pravdépodobnostni funkce

K popisu diskrétni ndhodné veli¢iny definujeme pravdépodobnostni funkci (anglicky pro-

bability function). Necht' X je diskrétni ndhodna veli¢ina s distribu¢ni funkci F(X), potom
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pravdépodobnostni funkce p(x) je definovdna nasledovné [25]:

Fix)=)Y pt)=Y P(X=1).

1<x 1<x

Pravdépodobnostni funkce udava pravdépodobnost, zZe diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva

presné néjaké hodnoty, tedy popisuje vztah [21, str. 31]:

Pravdépodobnostni funkce ma nédsledujici vlastnosti:
* je nezdpornd: Vx € R : p(x) > 0,
* soucet pravdépodobnosti v§ech moznych hodnot jeroven 1: Y7 | p(x;) = 1. [21, str. 31]
3.2.5 Alternativni rozdéleni pravdépodobnosti

Alternativni rozdé€leni je pfikladem rozdéleni diskrétni ndhodné veli€iny. Pro ndhodnou veli-
¢inu X s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti pouzivame znaceni X ~ A(p), pfipadné
X ~ Alt(p).

Uvazujme ndhodny pokus, ktery miize skoncit s pravdépodobnosti p ,ispéchem® (hod-
nota 1) a s pravdépodobnosti 1 — p ,,netispéchem* (hodnota 0). Prostor elementéarnich jevi
md celkem dva prvky Q = {@;, m } = {0,1}. [21, str. 32]

Pravdépodobnostni funkce p alternativniho rozdélent je ve tvaru, viz graf na obrazku 3.1a:

p pro x = 1 (ispéch)
px)=4¢1—p pro x = 0 (netspéch)
0 jinak

Distribu¢ni funkce F alternativniho rozdé€leni je ve tvaru, viz graf na obrdzku 3.1b:

0 prox <0
Fx)=41-p pro0<x<1

1 prox >1
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e 1 [F@)
0.8 t p(1)=0.7 0.8 1
® o—
0.6 | 0.6 |
0.4 04
op(0)=0.3 ® o
0.2 0.2
X X
—_0 t
0 1 0 1
(a) Pravdépodobnostni funkce. (b) Distribucni funkce.

Obrazek 3.1 Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce nahodné veliCiny s alternativnim
rozdélenim pravdépodobnosti s p = 0.7.

3.2.6 Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Rovnomérné rozdéleni je ptikladem rozdéleni spojité ndhodné veliCiny. Pro ndhodnou veli-
¢inu X s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti na intervalu (a,b) pouZivame znacen{
X ~ R(a,b), ptipadné X ~ Ro(a,b).

Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti prifazuje vs§em hodnotdm ndhodné veli¢iny stej-

nou pravdépodobnost vyskytu. [21, str. 36-37]

Hustota pravdépodobnosti f rovnhomérného rozdélent je ve tvaru, viz graf na obrazku 3.2a:

57— prox € (a,b)

f)=97% "
0 jinak

Distribu¢ni funkce F rovnomérného rozdéleni je ve tvaru, viz graf na obrazku 3.2b:

0 x<a
F(x)={3% xe(ab), a<b
1

x>b
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f(x) 1 |Flx) ‘
0.8 | |
e . 06 | ;
| | 0.4 1 |
| | 0.2 | i
o Lx 3
0 a b 0 a b
(a) Hustota pravdépodobnosti. (b) Distribucni funkce.

Obrazek 3.2 Hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce ndhodné veliciny
s rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti.

3.2.7 Charakteristiky nahodnych veli¢in

Hustota pravdépodobnosti, pravdépodobnostni funkce a distribucni funkce ndhodné veliciny
poskytuji jeji dplny popis. V nékterych pfipadech jsou zminéné informace moc podrobné,
jelikoZ nés zajima pouze urcity aspekt ndhodné veliCiny. Proto je vhodné;jsi pouZit pro popis
Ciselné charakteristiky, které ndahodnou veli¢inu popisuji jednoduseji.

Mezi Ciselné charakteristiky rozdéleni fadime stfedni hodnotu, rozptyl, smérodatnou od-

chylku, modus a median.

Stfedni hodnota  Stfedni hodnotu (obcas také oCekdvana hodnota) ndhodné veli¢iny X zna-

¢ime E(X) (z anglického expected).

Stfedni hodnota spojité nahodné veli¢iny X s hustotou pravdépodobnosti f(x) je ddna

predpisem

E(X) = / T e f() . (3.2)

Stfedni hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny X s pravdépodobnostni funkci p(x) je ddna

predpisem

EX) = ixi - p(xi)- (3.3)
i=1
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Modus Modus ndhodné veli¢iny X zna¢ime Mod (X ). Modus je hodnota, kterd se ve statis-

tickém souboru vyskytuje nejcastéji.
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4 STOCHASTICKE PROGRAMOVANI

Stochastické programovani se vyuzivd v mnoha odvétvich, napt. doprava, logistika, fizeni
zasobovani a planovani vyroby. V téchto oblastech je nutné néktera rozhodnuti Cinit bez
jistoty — nékteré informace miZou byt dostupné aZ po daném rozhodnuti. Pfi rozhodovéni se

také Casto stavd, Ze nckteré skuteCnosti nejsou znamy, napr.:

* jaké bude zitra pocasi,

* jakd bude poptavka po produktu,

* jaké budou ndklady v néasledujicich letech,

* jak dlouho bude trvat cesta mezi vS§emi prodejnami.

Jednim ze zptsobil pro modelovani problému s neurcitosti je stochastické programovani.
Stochastické programovani je soucasti matematické optimalizace. Jde o pfipad optimalizace,
v jejiz dloze se vyskytuje ndhodna slozka — ndhodnd proménnd. Tato ndhodna proménna je
popsana pomoci pravdépodobnostnich a statistickych charakteristik.

Stochastické programovani kombinuje metody matematické optimalizace s teorii pravdé-
podobnosti a statistiky. Ulohou stochastického programovani je vyfesit problém, ktery neni

zadan pouze deterministicky.

4.1 Obecna iloha stochastické optimalizace

U formulace problému stochastické optimalizace vychdzime z modelu (1.2). Pokud presta-
neme parametr A chdpat jako deterministicky parametr, ale jako ndhodny vektor, dostaneme

tlohu s ndhodnym parametrem.

Mgjme pravdépodobnostni prostor (Q,.e7, P) a ndhodnou veli¢inu &, pro kterou plati:

E:Q—R.
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Ulohu s ndhodnym parametrem potom zapisujeme (analogicky pro maximalizaci) [26,
str. 21]:

minimalizovat:

f(x,8) (4.1)

za podminek:

kde & = (&1,&,...,&) je vektor ndhodnych veli¢in takovy, 7e € (@) : Q — E C R, £, g;

a h; jsou funkce typu M x E — R. MnoZinu piipustnych feSeni oznac¢ime .7 (§):

M(E)={xEM|g(xE)<0,i=1,....mAhj(x,E)=0,j=1,...1}.

Ulohu s ndhodnym parametrem také zapisujeme nasledovné (analogicky pro maximali-

zaci):

7€ arg)r(nin{f(X,é) |xe. (&)},

4.2 Deterministické ekvivalenty

V (4.1) jsme definovali obecnou dlohu stochastického programovéni. Co takto zadand opti-
maliza¢ni dloha znamen4? Jakmile zndme realizaci vektoru ndhodnych veli¢in &, miZeme
vektor nahradit za vektor konkrétnich hodnot a jedna se o tlohu deterministického (parame-

trického) programovani.

Co kdyz ale nezndame realizaci vektoru ndhodnych proménnych? I v tomto piipadé je po-
treba najit feSeni zadané dlohy. Existuji dva zdkladni pfistupy — pfistup wait-and-see (Cesky
pfistup pockdme a uvidime) a pristup here-and-now (Cesky pfistup tady a ted’).

Piistup wait-and-see spo¢iva v Eekani na realizaci vektoru & a potom tlohu vyfesime jako
ulohu deterministického programovani. Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze Casto nemiiZeme

Cekat na zjisténi realizace ndhodnych proménnych.
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Piistup here-and-now spo¢ivéa v u¢inéni rozhodnuti pied zjisténim realizace vektoru €.
i“

I pfes neznalost realizace se snaZime najit feSeni, které bude v ur¢itém smyslu ,,optimaln

vzhledem k neurcitosti v zadani.

Cilem této Casti prace je preformulovat zadani stochastické optimaliza¢ni dlohy tak, aby
novy model byl jednoznacny. Podle mista vyskytu ndhodné proménné rozliSujeme tfi pfi-
pady: ndhodna proménnd pouze v ucelové funkci, ndhodna proménné pouze v omezujicich
podminkéch a ndhodnd proménnd v icelové funkci i v omezujicich podminkéch. Determinis-
ticky ekvivalent obecné ulohy (4.1) ziskdme pomoci deterministickych ekvivalentt dcelové

funkce a omezujicich podminek.

Poznamka 2 V ndsledujicich cdstech prdce (pokud neni napsdno jinak) pracujeme s tilo-
hami, ve kterych je cilem minimalizovat hodnotu ticelové funkce. Pro maximalizacni vilohy

se pouZivd analogické znaceni a postupy.

4.2.1 Pristup wait-and-see aneb pockame a uvidime

Prvnim pfistupem, jak preformulovat dlohu, je pouZit pfistup wait-and-see. Pti tomto pfi-
stupu zndme realizaci vektoru & pfed nasim rozhodnutim x € M (mame tedy perfektni infor-

mace o budoucnosti).

wS

min

wS

Optimélni feSeni pomoci piistupu wait-and-see zna¢ime x,, > a jeho hodnotu znaCime z,,; .

Deterministicky ekvivalent wait-and-see je definovan nasledujicim zptisobem:

7€ arg(fgﬂ)in{f(X(é)vé) |x(&) €.#(8)}, (4.2)

ve kterém rozhodnuti x zdvisi na &, coZ je reprezentovano zdpisem x(&). Rozhodnuti x je

chépéno jako funkce x(&) nahodnych proménnych &: x : RF — R”. [27, str. 15]

Mnozinu vSech optimélnich feSeni znacime Xr‘zg :
Xoin(§) = arg(r;in{f(X(é),é) |x(8) €.#(8)}- (4.3)
X
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WS

Hodnota optimalniho feSeni z))> je ofekdvand (stfedni) hodnota pfi dokonalé znalosti &:

WS, (g(lg{f@c(é),&) X(E) €. (E): VE € z}) , (4.4)

kde ¢ je ocekdvand hodnota vzhledem k ndhodnému vektoru & (jehoz realizaci pfi wait-
and-see ptistupu zndme). [27, str. 16]

Pristup vyckavani neni mozné ve vétsiné piipadi aplikovat, jelikoZ nemame dostatek in-
formaci o budoucnosti. Z toho diivodu se Castéji vyuZiva piistup here-and-now a jeho deter-

ministické ekvivalenty.
4.2.2 Pristup here-and-now aneb tady a ted’

Nynf si predstavime nékolik pfistupl here-and-now: ptistup individudlnich scénait, piistup
stfedni hodnoty a pfistup stifedni hodnoty tcelové funkce. Déle si definujeme hodnoty, které

nam popisuji ziskand feSeni z riznych pristupl z hlediska jejich kvality.

Pristup individualnich scénaia (IS)  Pristup individudlnich scénafi je postaven na nahrazeni
nihodné proménné v zadané tloze jeji typickou realizaci &°. Tuto typickou realizaci nazy-

vame scénarem. Timto zpisobem vytvofime novou tlohu [27, str. 19-20]:

minimalizovat:

f(x,8°) (4.5)

za podminek:

Optimdlni feSeni pomoci piistupu here-and-now za vyuziti individudlnich scénaiti zna-

IS

v IS
e x, .

a jeho hodnotu znac¢ime z,>. (z anglického individual scenario). Tento pfistup je
vhodny v pfipadech, kdy dokdzeme ziskat typickou realizaci ndhodné proménné. [27, str. 19—

20]
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Pristup stiedni hodnoty (EV) Jednoduchym zptsobem, jak pracovat s ndhodnou promén-
nou v uloze, je vyuZiti sttednich hodnot jednotlivych ndhodnych proménnych. Abychom
odstranili neur&itost ze zadéni, kazdou ndhodnou proménnou &; € & nahradime jeji stiedni

(ocekavanou) hodnotou. Timto zpiisobem vytvofime tlohu s deterministickym parametrem:

minimalizovat:

f(xE(8)) (4.6)

za podminek:

XxXeM,
kde E(€) je vektor stiednich hodnot nghodnych proménnych. [27, str. 21]

Deterministicky ekvivalent here-and-now za vyuziti sttedni hodnoty je definovan ve zkra-

ceném tvaru nasledujicim zptisobem:

? € argmin{f(x,E(§)) |x € .#(E(8))},
kde . (E(€)) je mnoZina pfipustnych feSent:
M(EE))={xeM|g(x,E&))<0,i=1,....mAh;j(x,E(§))=0,j=1,...1}.

EV

Optimalni feSeni pomoci piistupu here-and-now za vyuZiti stfedni hodnoty znaCime x, ;.

EV

a jeho hodnotu znaCime z,/; (z anglického expected value) [27, str. 21]:

Zmin = min{f(x,E(§)) | x € .4 (E(&))}.

Ocekavany vysledek pfi pouZiti pristupu stiedni hodnoty (EEV) Otdzkou je, jak kvalitni je
EV

min S hodnotou ZEV . Proto zavadime hodnotu EEV. Necht' x£V je optimdln{ feSeni

reseni x min® min

ulohy (4.6), potom hodnotu EEV

EEV = Eg (f (%, )) (4.7)
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nazyvame ocekavany vysledek pfi pouZiti pfistupu stfedni hodnoty, zkrdcené EEV (z anglic-
kého expected result of using expected value solution, ptipadné expected objective function
value for the optimal solution of the Expected Value deterministic reformulation). [27, str. 21]

EV

Hodnota EEV je ukazatelem, pomoci kterého miizeme zjistit, zda feSeni x; ;, vypadd

realisticky. Jelikoz pfi feSeni vyuZzivame stfedni hodnotu ndhodné proménné, tak hodnota

EV

EV
Zmin

je ,optimistickym* predpokladem. Rozdilem EEV a 7, ; ziskdme hodnotu, kterd nim

ukdZe, jak moc ,,optimistické* fesenf xEY je [27, str. 22]:

EEV — £V (4.8)

Zimin-

Pristup stfedni hodnoty tcelové funkci (EOQ) DalSim zplisobem, jak preformulovat optima-
liza¢ni tlohu stochastického programovani a ziskat jeji deterministicky ekvivalent, je vyuzit
stfedni hodnotu ucelové funkce. Timto zptisobem zlistane zachovana také informace, kterou
do ulohy pfindsi ndhoda.

Deterministicky ekvivalent here-and-now za vyuZziti stfedni hodnoty ucelové funkce je

definovan nasledujicim zptisobem [27, str. 22]:

7€ arg)r(nin{IE[f(x,g)] | x € R"}.

Optimdlni feSeni pomoci ptistupu here-and-now za vyuZiti sttedni hodnoty icelové funkce
EO

min

EO

Znacime X min

str. 22]:

a jeho hodnotu znacime z; > (z anglického expected objective function) [27,

Zmin = min{Eg (£(x,8)) | x € R"}. (4.9)

Dilezitym rozdilem mezi predeslymi deterministickymi ekvivalenty a EO programem je,

ze EO model neni omezeny [27, str. 22].
4.2.3 Hodnota stochastického reSeni

Kli¢ovou charakteristikou stochastického programovani je hodnota stochastického feSeni

(zkracené VS8, z anglického Value of Stochastic Solution).
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Tato charakteristika popisuje rozdil mezi pristupem EV a pfistupem EO. VSS zavadime za
ucelem zjisténi piinosu vyuziti ptistupu EO (skutecny here-and-now ptistup) misto pristupu
EV, pii kterém zachazime s problémem, jakoby byl deterministicky. [27, str. 24]

Neformalné feceno, ,,mald* hodnota VSS znamen4, Ze aproximace za vyuZiti stredni hod-

noty ndhodné proménné (ptistup EV) je dostacujici a dobra [27, str. 24][28, str. 170].

E
m

Necht EEV je ocekdvany vysledek pfi pouziti pfistupu stiedni hodnoty (4.7) a z iOn je
hodnota optimélniho feSeni pristupem stiedni hodnoty ucelové funkce (4.9). Hodnota sto-

chastického feSeni VSS je potom definovana jako jejich rozdil [27, str. 24]:

VSS = EEV —Z£9. (4.10)

4.2.4 Ocekavana hodnota perfektni informace

Dalsi charakteristikou popisujici cenu za dokonalou znalost informaci (tykajicich se tlohy)
je oc¢ekdvand hodnota perfektni informace (zkracené EVPI, z anglického Expected Value of

Perfect Information).

Zatimco charakteristika VSS ndm umoznuje porovnat dva rizné here-and-now pristupy,

charakteristika EVPI porovnédva pristup wait-and-see a here-and-now ptistup EO.

Necht’ zﬁgl Jje hodnota optimdlniho feSeni pristupem stfedni hodnoty ucelové funkce (4.9)

WS

az, > je ofekdvand hodnota pfi dokonalé znalosti & (4.4). Hodnota EVPI je potom defino-

véana jako jejich rozdil [27, str. 25]:

EVPI = £0 VS (4.11)

min — Zmin-

Hodnota EVPI ndm fik4, kolik bychom méli maximdlné zaplatit za dokonalou znalost
budoucnosti. Mala hodnota EVPI znamena, Ze dokonalou znalosti budoucnosti neziskime
mnoho, naopak vysoka hodnota EVPI znamen4, Ze dokonalé informace o budoucnosti jsou

cenné. [27, str. 25]

JelikoZ v reédlnych situacich neni vétSinou mozné ,.koupit si* dokonalé informace o bu-

doucnosti, hodnota VSS je vice relevantni neZ hodnota EVPI [29, str. 317].
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4.2.5 Porovnani deterministickych ekvivalenti

Necht' 2V5 EEV a z£9 jsou definovany postupné v (4.4), (4.7) a (4.9). Potom plati nasledu-

min’® min

jici [28, str. 166]:

WS < £O < EEV. (4.12)

Zimin min

4.3 Rozhodovani a faze

Stochastické dlohy délime podle poc¢tu rozhodovani na jednostupiiové (viz kapitola 5) a vi-
cestupniové. U jednostupniovych tloh ucinime jedno rozhodnuti typu here-and-now pred
tim, neZ se dozvime realizaci ndhodné proménné. Toto rozhodnuti uZ neni mozné pozdé;ji
(napt. pfi zjiSténi novych informaci) upravit. U vicestupniovych uloh ¢inime rozhodnuti ve
vice fazich, ve kterych postupné zjist' ujeme nové informace o naSem problému. [28, str. 57—

58]
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5 JEDNOSTUPNOVA STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

Pfi jednostupniové stochastické optimalizaci uvazujeme pouze jeden rozhodovaci stupeii (ne-
boli fazi). V anglictin€ se pro tento druh optimalizace uziva spojeni Single-Stage Stochastic
Optimization. V pripadech jednostupfiového modelu je nutné uCinit pouze jedno rozhodnuti
pred realizaci ndhodné proménné, po jeji realizaci uZ neni mozné provést Zadné dodatecné
(opravné) akce.

Jednostupiiové stochastické tlohy obsahuji ndhodné proménné v ucelové funkci, v pod-
minkdch, pfipadné v dcelové funkci i v podminkéach.

V nasledujicich podkapitolédch si na ilustrativnich piikladech s neurcitosti ukdZzeme deter-

ministické ekvivalenty, kterym jsme se teoreticky vénovali v predchozi kapitole.

5.1 Tlustrativni dloha 01: minimalizace hodnoty vyrazu

V nasledujicim piikladu si demonstrujeme pristupy wait-and-see a here-and-now a vypocty
hodnot EEV, VSS a EVPI. Jedna se o tilohu s ndhodnou proménnou pouze v ti¢elové funkci.

Ptiklad prevzat z [27, str. 3].

Piiklad 5.1.1 Minimalizujte vyraz (x —E)?, kdex ERa & ~ A (%). PFi FeSeni vyuZijte pri-
stup wait-and-see, here-and-now pomoci stredni hodnoty a pomoci stiedni hodnoty ticelové
funkce. Ddle vypocitejte hodnoty EEV, VSS a EVPI a proved’te diskuzi o vysledcich.

Ulohu si pfepif$eme jako tilohu matematického programovani:

minimalizovat:

(x—£)°
za podminek:

x € R,

Nédhodna proménnd & je diskrétni a m4 alternativni rozdéleni pravdépodobnosti s p = %,

jeji pravdépodobnostni a distribuéni funkce jsou v grafech na obrazku 5.1.
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1 1p(&) 11 F(&)
0.8 | 0.8 |
p(1)=0.6=¢&
0.6 | ] 0.6 | —
0.4 ¢p(0)=0.4 0.4 ¢ o
0.2 0.2
3 £
—_0 t
0 1 0 1
(a) Pravdépodobnostni funkce. (b) Distribucni funkce.

Obrazek 5.1 Pravdépodobnostni a distribuéni funkce ndhodné veli¢iny & s alternativnim
rozdélenim pravdépodobnosti s p = 0.6 z tlohy 5.1.

Grafem funkce, kterou minimalizujeme, je parabola. Hodnota ndhodné proménné ovliv-
fiuje soufadnice vrcholu paraboly. V piipadé & = 1 ma vrchol soufadnice [1;0] a v piipadé

& = 0 md soutadnice [0;0], viz grafy na obrdzku 5.2.

10 4

81 filx, &) = (x—1)?
6,,

41

| | | | ull
—10 =5 1 5 10
_2 |

Obrazek 5.2 Graf minimalizované funkce z pfikladu 5.1. Funkce f pro hodnotu & =0
a funkce fi pro hodnotu & = 1.

5.1.1 Pristup wait-and-see

Pti pristupu wait-and-see zndme realizaci ndhodné proménné pfedem. Pro kazdou moZnou
realizaci & vyfeS§ime odpovidajici deterministicky problém. Z vypocti nize vidime, Ze hod-

nota x5 5

> ., 1 hodnota vyrazu z; . zdvisi na realizaci &:

e pro & = 1 fe§ime dlohu



52 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

minimalizovat:
(x—1)?

za podminek:

xeR,
ktera ma reSeni x;i;l] = 1 s hodnotou z,i;] = 0 (viz graf funkce fjy na obrdazku 5.2),
e pro & = 0 fe$ime dlohu
minimalizovat:

(x=0)?
za podminek:
xeR,
E=0

min

ktera ma reseni x = 0 s hodnotou z,i;() = 0 (viz graf funkce f] na obrdzku 5.2).
Hodnotu optiméalniho feseni an”fl vypocitdme podle (4.4) jako stfedni (ocekdvanou) hod-

notu pii dokonalé znalosti &:

=1 =0
WS ol pe=1)+5-0 p(E =0)
=0-0,64+0-0,4
=0.

Poznamka 3 Hodnotu z%‘ft Jje moZné u tohoto prikladu jednoduse vycist z grafu 5.2. Obé

paraboly maji globdlni minimum s funkcni hodnotou 0.

5.1.2 Pristup here-and-now pomoci stiedni hodnoty

P11 pfistupu here-and-now nezname piredem realizaci ndhodné proménné. JelikoZ zname roz-
déleni ndhodné proménné, vyuZijeme v modelu jeji stfedni hodnotu, viz jeji hodnota v grafu

na obrazku 5.1a:

E=E(&)=1-p((=1)+0-p(£ =0)
—1-0,640-0,4
—0,6.
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Nédhodnou proménnou v tloze nahradime jeji stfedni hodnotou a ziskdme tlohu:

minimalizovat:
(x—0,6)
za podminek:

xeR.

Uloha m4 feeni x£Y = 0,6 s hodnotou z£¥ = 0. Graf funkce se stfedni hodnotou & =
0,6 je zndzornény v grafu na obrdzku 5.3. Z grafu je také mozné jednoduse vyc¢ist funkéni

hodnotu globdlniho minima funkce.

10 s
_2 1

Obrazek 5.3 Graf minimalizované funkce z piikladu 5.1 pomoci piistupu EV.

Pti vyuziti ptistupu here-and-now pomoci stiedni hodnoty ndhodné proménné je vhodné
vypocitat hodnotu EEV, kterd ndm fik4, jak kvalitni je EV feSeni.

K vypoctu EEV potfebujeme vyresit ulohu

minimalizovat:

za podminek:
6
~4(10)
: 10

pro x,’fl}; = 0,6. Pro kaZzdou moZnou realizaci & vyfe§ime odpovidajici deterministicky pro-

blém:



54 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

e pro & = 1 dostdvame

f(xrlz;L};?g) = (076_ 1)2 = <_074>2 = 07 167

* pro & = 0 dostdvdme

FEY &)= (0,6—0)*=0,6>=0,36.

Hodnotu EEV potom vypocitime podle (4.7) jako stfedni (oéekdvanou) hodnotu feSeni

za vyuZiti stfedni hodnoty:

EEV = f(xpi,. & =1)-p(E =1)+ f(xpi,. & =0)-p(E =0)
=0,16-0,64+0,36-0,4
—=0,24.

5.1.3 Pristup here-and-now pomoci stiedni hodnoty icelové funkce 01

Nyni si ukdZeme, jak aplikovat pfistup stiedni hodnoty tcelové funkce. Pfi tomto pristupu

fesime ulohu

minimalizovat:
E(x—&)?
za podminek:

xeR,

£a(5).

Ucelovou funkci si upravime:
(x—&)? =P —20E + &2

Potom postupnymi kroky upravime stiedni hodnotu ticelové funkce:

E(x—¢&)* =E(* —2x§ +&?)
= E(x*) —E(2x§) +E(&?) (5.1)
=x* —UE(E)+E(E?).
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K minimalizaci ucelové funkce (5.1) vyuZijeme jeji prvni derivaci, kterou poloZime rovno

nule:

9 (2 2E(E) T E(£) = 2~ 2E(E)

dx
2x—2E(§)=0
2x =2E(&)
x=E(G).

Refenim je tedy xﬁgl = E(&), tzn. stfedni hodnota ndhodné proménné, kterou vypoci-

tame:

E=E(&)=1-p(,=1)+0-p(£ =0)
—1-0,640-0,4
—0,6.

EO

min

EO.

Pro feSeni x,7 - = 0,6 vypocitime jeho funk¢ni hodnotu z,; -

Znin = i § = 1)-p(&§ = 1) + fx3i0,§ = 0) - p(§ =0)
=(0,6—1)*-0,6+(0,6 —0)*-0,4
=0,16-0,6+0,36-0,4
=0,24.

5.1.4 Pristup here-and-now pomoci stredni hodnoty ucelové funkce 02

Model pristupu stfedni hodnoty tdcelové funkce miiZeme vyftesit i bez vyuZiti derivace. Stfedni

2

hodnotu déelové funkce E(x — &)= si upravime:

E(x—§)*=p(§=1)-f(x,§ =1)+p(§ =0)-f(x,§ =0)
=0,6-(x—1)>40,4- (x—0)?
=0,6- (x> —2x+1)40,4-x°
=0,6x>—1,2x+0,6+0,4x°
=x>—1,2x+0,6
= (x—0,6)>+0,24
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Z takto upraveného tvaru tucelové funkce lze vycist jeji minimum (vrchol odpovidajici
paraboly) v bodg [0,6;0,24], viz graf funkce na obrazku 5.4. Z toho vyplyvd, ze x£0 = 0,6

azk9 =0,24.

Obrazek 5.4 Graf minimalizované funkce z piikladu 5.1 pomoci pfistupu EO.

5.1.5 Hodnota VSS a EVPI

Nyni vypocitdme podle (4.10) hodnotu stochastického feseni VSS, kterd ndm popisuje zisk

pfi pouZziti modelu EO misto pfistupu EV:

VSS = EEV — 9
=0,24—0,24
= 0.

Ocekavanou hodnotu perfektni informace EVPI vypocitame podle (4.11) jako rozdil hod-

EO wS.

not Zinin a Zmin-

EVPI =£0 V8

=0,24—0
=0,24.

5.1.6 Diskuze dosazenych vysledkia

V tabulce 5.1 jsou sepsdny ziskané vysledky a hodnoty jednotlivych pristupi. Z rozdilu hod-

not EEV a zﬂ; zjistime, jak moc je feSeni x%; realistické:

EEV —z£Y =0,24—-0=0,24.

min
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EV

Rozdil vySel 0,24, coz znamen4, Ze feSeni xEV s funk&ni hodnotou Zpin

min = 0 je docela opti-
mistické.

Z hodnoty VSS = 0 vidime, Ze pfistup pomoci stfedni hodnoty (EV model) je dostacujici,
jelikoZ v tomto piipadé neni Zadny rozdil mezi pfistupem EV a EO.

Z hodnoty EVPI = 0,24 vidime, Ze je vyhodné zjistit informace o budouci realizaci né-

hodné proménné &.

WS | ZEV | £O || EEV | VSS | EVPI

min min min

0 0 (0241 0,24 0 0,24

Tabulka 5.1 Prehled hodnot pro ptiklad 5.1.

5.2 Tlustrativni uloha 02: maximalizace zisku

V nésledujicim prikladu si demonstrujeme pristupy wait-and-see a here-and-now a vypocty
hodnot EEV, VSS a EVPI. Jednd se o ulohu s ndhodnou proménnou v ucelové funkci.

Ptiklad inspirovany ulohou z [30].

Priklad 5.2.1 Jste vyrobce kvalitnich ruZovych kabelek. Mdte jedinecnou prileZitost ziicast-

nit se lokdlniho marketu, na kterém miiZete své kabelky proddvat ve stanku.

Ndklady na vyrobu jedné kabelky cini 1500 K¢, prodejni cena jedné kabelky je 2500 K¢.
Kazdd neprodand kabelka na marketu Vas bude stat 100 K¢ (ndklady na prepravu, obaly
a dalsi ndklady).

Prodej kabelek zavisi na pocasi v den marketu. Data z minulych rocniku naznacuji celkem

3 typické scéndre, jak je uvedeno v tabulce 5.2.

Kolik kabelek nechdte vyrobit na lokdlni market, abyste maximalizovali sviij zisk?
Mozné scénére si zapiSeme jako mnoZinu S:

S = {slune¢no, zatazeno, dést’ }.

Scénar S a proto také poptdvka D jsou ndhodné proménné. Pravdépodobnostni funkce

ndhodnych proménnych S (scéndfe) a D (poptavka) jsou v grafu na obrazku 5.5.
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Tabulka 5.2 Typické scénére podle dat z minulych ro¢nika pro priklad 5.2.

Scénar (s) Poptavka (d) Pravdépodobnost (p)
slunecno 70 ks 0,60
zatazeno 50 ks 0,25

dést’ 30 ks 0,15
1 p (S ) - 90
o - 80
08 1 . .J: [ 70
= - B
0.6 | Lo ."”* I 28 —
Z E <
04 | o | 2 |40
= 0tz |30
0.2 B ﬁ S 120
= =
= )
0 slunecno zatazeno dést

Obrazek 5.5 Pravdépodobnostni funkce ndhodné proménné S (scénarti) a ndhodné
proménné D (poptavky).

Nejdfive si dkol zapiSeme jako dlohu matematické optimalizace. Oznacme f(x,d) zisk

vyrobce, ktery nechal vyrobit x kabelek a poptdvka byla d kabelek. Potom ze zadani:

2500-d —1500-x—100- (x—d) prod <x,
2500-x—1500-x prod > x.

flx,d) =
Ucelovou funkci miZeme zkricené zapsat ve tvaru:
f(x,d) =2500-min{d,x} — 1500 -x — 100 - (x — min{d,x}) (5.2)

Pokud si pocet prodanych kabelek ozna¢ime y, tedy y = min{d,x}, potom d¢elovou funkci

zapiSeme:

flx,y) =2500-y —1500-x— 100 (x— ), (5.3)
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kde d je poptavka po kabelkdch v den marketu, x je poCet vyrobenych kabelek a y je pocet
prodanych kabelek. Jde o optimalizacni dlohu s cilem maximalizovat zisk, tedy tcelovou

funkci (5.2) a (5.3):

maximalizovat:
f(x,y) =2500-y—1500-x—100- (x —y)

za podminek:

v,d,x € N.

Pokud objedname dostate¢né mnoZzstvi kabelek na uspokojeni poptavky pfi slunecném
pocasi, je zde riziko finan¢ni ztrity pii deStivém pocasi.

JelikoZ nezname pocasi doptedu, nemizeme v realité vyuZit piistup wait-and-see. Zadat
mnozstvi kabelek na vyrobu musime pied znalosti pocasi.

Odpovidajici ulohu linearniho programovéni si zobrazime do grafu, viz grafy (3D graf
a heat mapa) na obrazcich 5.6 a 5.7. Heat mapa na obrdzku 5.7 zobrazuje funkéni hodnoty
(zisk v K&) pro vyrobené x a prodané y kusy kabelek ve 2D prostoru. Pocty kabelek jsou
prirozena Cisla, v grafu jsou ale zobrazeny funkcéni hodnoty pro vSechna redlnd Cisla, cilem

je vizualizovat pribéh ucelové funkce.
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200000
150 000
100 000

50000
0

f(zy)

—50000

—100 000
0

@ f(xy) = 2600y — 16002

— @)=z

Obrazek 5.6 Graf tcelové funkce z piikladu 5.2. Funkce f(x,y) pfedstavuje zisk pfi
x vyrobenych a y prodanych kabelkach.

f(z,y) = 2600y — 1600z f(z,y)
| | 200 000

150000

100000

50000

0

—50000

—100000

@ flzy) = 2600y — 1600z
—g(r) =z

Obrazek 5.7 Graf (heat mapa) tcelové funkce z prikladu 5.2 zobrazujici hodnoty ve 2D
prostoru. Funkce f(x,y) pfedstavuje zisk pfi x vyrobenych a y prodanych kabelkéch.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 61

5.2.1 Pristup wait-and-see

I kdy# v realité neni moZné vyuZit pfistup wait-and-see, jeho hodnota z/'5 je potiebnd poz-

déji pro vypocet ocekdvané hodnoty perfektni informace EVPI, viz kapitola 5.2.4.

Pti pristupu wait-and-see zname poptavku predem — scéndr (realizaci ndhodné proménné ),
ktery nastane. Vime tedy, kolik kabelek nechat vyrobit (zndme realizaci ndhodné proménné D).
Pro kazdy scéndaf vyplnime pocet vyrobenych a prodanych kust a celkovy zisk, sestavime ta-
bulku 5.3 a ucelovou funkci f, jeji hodnoty a vybrané hodnoty pro jednotlivé scénére si zob-
razime v heat mapé, viz graf na obrdzku 5.8. Reseni pro scéndf i si oznaéime x5," s funk&ni

s=I
hodnotou z;, ..

Tabulka 5.3 Celkovy zisk pfi jednotlivych scénafich pfi pristupu wait-and-see.

Scénar  Pravdépodobnost Poptavka Vyrobeno  Prodano Celkovy zisk

(s) (p) (d) () ) )]
slune¢no 0,60 70 70 70 70 000
zatazeno 0,25 50 50 50 50 000

dést 0,15 30 30 30 30 000
f(z,y) = 2600y — 1600z flz,y)
80 T T — 100000
£(70,70) = 70 000 ®
60 - -~ 150000
£(50,50) = 50 000 ®
= 40 0

£(30,30) = 30 000 @

20 | —50000

—100000

& f(z.y) = 2600y — 1600z

Obrazek 5.8 Graf (heat mapa) ucelové funkce z prikladu 5.2 zobrazujici hodnoty ve 2D
prostoru pfi piistupu wait-and-see. Funkce f(x,y) pfedstavuje zisk pfi x vyrobenych
a y prodanych kabelkéch.
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ws

Hodnotu optimalniho feSenf z,, ..

vypocitdme podle (4.4) jako stfedni (o¢ekdvanou) hod-

notu pfi dokonalé znalosti scénére, tedy také poptavky:

Zmar = Znar P8 = 1)+ Znge - P(s = 2) + 2y - p(s = 3)
=70 000-0,6+50 000- 0,25+ 30 000-0, 15
— 59,000,

5.2.2 Pristup here-and-now pomoci stiedni hodnoty

Jednoduchym feSenim je vyuzit stredni hodnotu poptavky vSech scénait, kterou vypocitime

jako:

d=E(d) =Y. pls)-d(s)

=0,6-7040,25-5040,15-30
—42412,5+4,5
=59.

Nechame tedy vyrobit x = d = 59 kusti kabelek. Pro kazdy scénf si vypo&itame celkovy

zisk. Zkrdcenym zdpisem f;—; oznaCujeme f(xs—;,Vs—;).

* scéndf s = 1 = slunecno:
fs=1 =2500-ys—1 — 1500 - x5—1 — 100 - (x5=1 — ys—1)
=2500-59 — 1500-59 — 100 - (59 — 59)
= 147 500 — 88 500 — 0
=59 000.

* scéndf s = 2 = zataZeno:
fs=2=2500-ys—2 — 1500 - x5=2 — 100 - (X;=2 — ys=2)
=2500-50—1500-59 — 100 (59 — 50)
=125 000 — 88 500 — 900
=35 600.
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e scéndf s = 3 = dést’:
fs=3 =2500"ys—3 — 1500 - x3—3 — 100 - (x5=3 — ys—3)
=2500-30—1500-59 — 100 (59 — 30)
=75 000 — 88 500 — 2900
= —16400.

Reseni tilohy pomoci linedrniho programovini je dostupné v souboru handbag_EV.py.

Udaje a zisk k jednotlivym scénafim jsou zaznamendny v tabulce 5.4 a v grafu na ob-

razku 5.9:

Tabulka 5.4 Celkovy zisk pfi jednotlivych scénafich pfi vyuziti EV modelu.

Scénaf  Pravdépodobnost Poptavka Vyrobeno  Prodano  Celkovy zisk

(s) (p) (d) (x=4d) ) )
slune¢no 0,60 70 59 59 59 000
zatazeno 0,25 50 59 50 35 600

dést’ 0,15 30 59 30 -16 400
80 T T — 100000
60 |- £(59,59) = 59 000 @ = {50000
£(59, 50) = 35600 ®

—50000

—100 000

& f(zy) = 2600y — 1600z

Obrazek 5.9 Graf (heat mapa) acelové funkce z prikladu 5.2 zobrazujici hodnoty ve 2D
prostoru pfi piistupu here-and-now se stiedni hodnotou d = 59. Funkce f(x,y) pfedstavuje
zisk pfi 59 vyrobenych a y prodanych kabelkach.
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Nyni vypocitdme hodnotu EEV podle (4.7), v naSem ptipadé oekdvany zisk pii vyuZiti

stfedni (ocekdvané) hodnoty poptavky:

EEV = f_ | -p(s=1)+ fs—2-p(s =2) + fs=3-p(s = 3)
=59 000-0,60+ 35 600-0,25+ (—16 400) -0, 15
=41 840.

5.2.3 Pristup here-and-now pomoci stiedni hodnoty ticelové funkce

Nyni si ukdZeme, jak aplikovat piistup stfedni hodnoty tcelové funkce. Pfi tomto piistupu

fesime ulohu maximalizace stfedni hodnoty tGcelové funkce (5.3), tedy:

maximalizovat: E|[f(x,y)].

JelikoZ mame k dispozici 3 typické scénéie s danou pravdépodobnosti (viz tabulka 5.2),

sttedni hodnotu ucelové funkce ziskame jako:

E[f(xy)] =Y p(s)- £,

ses
kde p(s) je pravdépodobnost daného scéndfe a f; je hodnota ticelové funkce pro dany scéndf.

Cely optimalizacni problém je potom zadén:

maximalizovat:

E[f(x,y)] =Y. p(s)- fs

seS

za podminek:

fs =2500-y; — 1500 -x— 100 (x — ys),

ys,ds,x € N.
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Rozepsana tcelova funkce vypada nésledovné:

E(f(x,y))=p(s=1)fsi=1 +p(s=2) fima+p(s=3) fs=3
=0,6- (2600 y,_1 — 1600+ x) -+ 0,25 - (2600 - ys_5 — 1600 - x)+
+0,15- (2600 - ys_3 — 1600 - x)
=1560-y,_1 —960-x+ 650 y;_» —400-x+ 390 y,_3 —240-x
= 1560 yy—1 + 650 ;3 +390 - ys_3 — 1600 - x.

Model a fegeni tilohy jsou dostupné v souboru handbag_EO.py. Refenim tlohy je hod-
nota tc¢elové funkce f(x,y) = 42 200 pro x = 50, tedy x50 = 50. Ocekdvany zisk &inf
42 200 K&, tedy 720 = 42 200, co je 0 360 K& vice neZ pii naivnim pifstupu vyuZiti stfedni
hodnoty poptavky. Pro kazdy scénar vyplnime pocet vyrobenych a prodanych kusti a celkovy
zisk, sestavime tabulku 5.5. V grafu na obrazku 5.10 jsou zobrazeny zisky k jednotlivym scé-

naram.

Tabulka 5.5 Celkovy zisk pii jednotlivych scénafich pfi vyuziti EO modelu.

Scénar  Pravdépodobnost Poptavka Vyrobeno Prodano Celkovy
() §2)] (d) (x) ) zisk (f)
slune¢no 0,60 70 50 50 50 000
zataZeno 0,25 50 50 50 50 000
dést 0,15 30 50 30 -2 000

5.2.4 Hodnota VSS a EVPI

Nyni vypocitdme podle (4.10) hodnotu stochastického feSeni VSS, kterd ndm popisuje zisk

pfi pouZziti modelu EO misto pfistupu EV:

VSS = z£0 —EEV
= 42200 — 41 840
= 360.
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Ocekavanou hodnotu perfektni informace EVPI vypocitime podle (4.11) jako rozdil hod-

MOt 25,0y 8 Ty

EVPL= 2,5 — 20
— 59000 — 42 200

=16 800.
f(z,y) = 2600y — 1600z f(z,y)
80 ‘ ‘ — 100000
60 | {50000
£(50,50) = 50 000 ®
> 40| 0
£(50,80) = —
20 —50000
0 —100 000
0 20 40 60 80
X

& f(x,y) = 2600y — 1600

Obrazek 5.10 Graf (heat mapa) icelové funkce z prikladu 5.2 zobrazujici hodnoty ve 2D
prostoru pii piistupu here-and-now se stiedni hodnotou déelové funkce. Funkce f(x,y)
predstavuje zisk v K¢ pfi 50 vyrobenych a y prodanych kabelkach.

5.2.5 Diskuze dosazenych vysledku

V tabulce 5.6 jsou sepsany ziskané vysledky a hodnoty jednotlivych piistupil. Z rozdilu hod-

not EEV a zEY zjistime, jak moc je feSent x£) . realistické:

EV _EEV =59 000 — 41 480 = 17 520.

Rozdil vySel 17 520, coZ znamend4, 7e feSeni x£) s funk&ni hodnotou zEY = 0 je dost opti-

mistické.
Z hodnoty VSS = 360 vidime, Ze pristup pomoci stiedni hodnoty (EV) je dostacujici.

U hodnot se pohybujeme v fadu niz§ich desetitisicti, proto hodnota 360 znamena, Ze pristup

EV je dostacujici.
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Z hodnoty EVPI = 16 800 vidime, Ze je dost vyhodné zjistit informace o budouci realizaci
ndhodné proménné S, v nasem piipad€ pocasi. Ve skutecnosti ale neni mozné presné zjistit
pocasi na vybrany den. Pokud by to bylo moZné, méli bychom za tuto informaci zaplatit

nanejvys 16 800 K¢.

WS EV EO EEV | VSS | EVPI

Zmax Zmax Zmax

59000 | 59000 | 42200 || 41 840 | 360 | 16 800

Tabulka 5.6 Prehled hodnot pro ptiklad 5.2.

5.3 Ilustrativni iloha 03: problém nejkratsi cesty

V nasledujici jednoduché uloze si demonstrujeme pristupy wait-and-see a here-and-now

a vypocty hodnot EEV, VSS a EVPIL. Priklad ptfevzat z [4, str. 659].

Priklad 5.3.1 Mdme orientovany graf G zndzornény niZe na obrdzku 5.11. Nasim iikolem je
najit nejkratsi cestu z pocdtecniho vrcholu S do vrcholu D.

Vzddlenosti mezi vrcholy jsou predem zndmé aZ na hranu z vrcholu C do vrcholu D, kterd
je bud’ 2 s pravdépodobnosti 70 %, nebo 9 s pravdépodobnosti 30 %.

Pri reSeni vyuZijte pristup wait-and-see, here-and-now pomoci stiedni hodnoty a stredni
hodnoty ucelové funkce. Ddle vypocitejte hodnoty EEV, VSS a EVPI a proved’te diskuzi

o vysledcich.

Obrazek 5.11 Orientovany graf G k prikladu 5.3 (obrazek pfevzat z [4, str. 659]).
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Nejdrive si tlohu zapiSeme jako ulohu matematické optimalizace:

minimalizovat:
FxE)=10-x1+5x+2-x3+3 x4+ 1-xs+& -x6+4-x7+6-x5 (5.4)
za podminek:
X1+x =1,
x3+x5 —x1 —x4 =0,
x7 —x5 —xg =0,
X4+x6—xp)—x3=0,
xg —Xxg—x7 = —1,

xi€{0,1} Vie{1,2,...,8},

kde x; zna&i, zda je hrana e; vybrana do nejkrat3i cesty, &i ne, a & je délka hrany eg. ReSenim
problému je vektor nul a jednicek x = (x,x2,...,x3), pokud x; = 1, tak je hrana e; soucasti

nejkratsi cesty, pro x; = 0 nenf hrana e; soucdsti nejkratsi cesty.
5.3.1 Pristup wait-and-see

V piipadé, Ze bychom predem znali vzdalenost mezi vrcholy C a D, mlizeme vyuZzit pristup
wait-and-see. Pro kazdou moznou vzdalenost vyfesime odpovidajici deterministicky opti-

malizacni problém. Pro hleddni nejkratsi cesty vyuzijeme Dijkstrav algoritmus.

Pro hranu eq = 2 fesime tlohu s grafickou reprezentaci a feSenim na obrazku 5.12. Nej-

krat3f cesta z vrcholu S do vrcholu D je pres vrchol C s délkou 7. Resent si oznaéime jako

66:2

. Y s 66:2 o
min @ jeho funkni hodnotu z =17.

X min
Pro hranu eg = 9 feSime tlohu s grafickou reprezentaci a feSenim na obrazku 5.13. Nej-
krat§i cesta z vrcholu S do vrcholu D je posloupnost S — C —+ A — B — D s délkou 13.

S o o =9 . . -9
Reseni si ozna¢ime jako x;’fm a jeho funk¢ni hodnotu z;)fin = 13.
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Ad=28 B.d=9
Arxn=C Br=A
es =1
3 > B
S.d=0 ﬁ 0
S.w = nil L&
> D
66:2
Cd=5 D.d=1
Crn=3S

Drn=C
Obrazek 5.12 Grafova reprezentace problému nejkratsi cesty s hranou eg = 2 a jeho feSeni.

Ad=28 B.d=9
An=C Br=A
65:1
» B
Y O
S.d=0 \‘“ I
S.t = nil r &
> D
6‘6—9
Cd=5 D.d=13
Crn=3S D.tn=B

Obrazek 5.13 Grafova reprezentace problému nejkratsi cesty s hranou e = 9 a jeho feSeni.

Hodnotu optimélniho feSeni zn“;lfl vypocitime jako stfedni (o¢ekdvanou) hodnotu pfi do-
konalé znalosti délky hrany eq:

- —9
vaglfl :Z;fin ‘p(e6 = 2)+Zi16in 'p(e6 :9>
=7-0,7413-0,3
=8,8.

5.3.2 Pristup here-and-now pomoci stiredni hodnoty

Pokud nezndme predem délku hrany eg, tedy hodnotu &, miZzeme vyuzit piistup here-and-
now se stfedni hodnotou délky hrany eg:

é6 =E(eg) =2 -plee=2)+9-pleg =9)
=2-0,749-0,3
=41.
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Néhodnou délku hrany eg nahradime jeji stfedni hodnotou a ziskdme tlohu zobrazenou

v grafu na obrazku 5.14. Ulohu vyfe$ime opét pomoci Dijkstrova algoritmu. ReSenim je
EV

min

tedy posloupnost § — C — D s délkou trasy 9, 1, viz obrazek 5.14. Refeni oznaéime x

a jeho funkCni hodnotu zfniz =9, 1. ReSenf tilohy pomoci linedrniho programovani je do-

stupné v souboru sssp_EV.py.

Ad=28 B.d=9
An=C Br=A
=1
és R B
3 O
I I
~ ¢
> D
6624,1
Cd=5 D.d=9,1
Crn=S§ Dr=C

Obrazek 5.14 Grafovd reprezentace problému nejkratsi cesty se stfedni hodnotou
hrany eg = 4,1 a jeho feSeni.

Jakmile pfijedeme do vrcholu C, zjistime, jakd je délka hrany eg. S pravdépodobnosti 0,7

bude 2 a s pravdépodobnosti 0,3 bude 9. Pro kazdy ptipad vypocitime délku cesty:

* pokud je délka hrany e = 2, potom je délka cesty S — C — D celkem 7, tedy dosté-
vame f(xEY £ =2)=1,

* pokud je délka hrany eg = 9, potom je délka cesty S — C — D celkem 14, tedy dosté-
véme f(xEY & =9) =14,

min’?

Nyni vypocitime hodnotu EEV, v nasem ptipadé¢ ocekdvanou délku cesty pfi vyuZiti

pristupu stfedni hodnoty délky hrany eg:

EEV = f(x}/,E =2)-p(& =2)+ f(x5y.&E=9)-p(E=9)
=7-0,7+14-0,3
=9,1.
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5.3.3 Pristup here-and-now pomoci stfedni hodnoty icelové funkce

Nyni si ukdZeme, jak aplikovat piistup stiedni hodnoty t¢elové funkce. Ukolem je minima-

lizovat stfedni hodnotu tdcelové funkce F, vychdzime z modelu (5.4):

E(f) = f(x,

= f(x,

2)-p(§=2)+f(x,5=9) p(§=9) (5.5)

§
£=2)-0,7+f(x,6=9)-0,3

Po rozepséni stiedni hodnoty ucelové funkce podle (5.5) dostaneme:

E(f)=0,7-[10-x14+5-x04+2-x3+3 x4+ 1-x5+2-x6+4-x7+6-x3] +
+0,3-[10-x14+5-x+2-x3+3 x4+ 1-x5+9-x6+4-x7+ 6 xg]
=10-x14+5-x+2-x34+3-x4+1-x54+4,1-x6+4-x74+6-x3.

Stredni hodnotu ucelové funkce je mozné ziskat také nasledovné:

E(f)=E[10-x;+5-x24+2-x34+3 x4+ 1-x5+ & -x6 +4-x7+ 6 x3]
=10-x1+5x0+2-x3+3- x4+ 1-x5+E(E) -xg+4-x7+6-x3
=10-x1+5x+2-x34+3 - x4+1-x5+4,1-x6+4-x74+6-x3.

Model a feSeni tlohy jsou dostupné v souboru sssp_EQ.py. ReSenim tilohy je hodnota
tcelové funkce f = 9,1 pro f(e) =1 a f(eg) = 1, ostatni hrany nejsou soucasti nejkratsi

cesty. ReSeni si ozna¢ime Xmm a funk¢ni hodnotu me 9,1.

5.3.4 Hodnota VSS a EVPI

Nyni vypocitdme hodnotu stochastického feSeni VSS, kterd ndm popisuje zisk pfi pouZiti

modelu EO misto pristupu EV.

VSS =EEV — £9
—9.1-9.1
=0.
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EO , WS.

Ocekavanou hodnotu perfektni informace EVPI vypocitame jako rozdil hodnot z,'» a z,, . :

5.3.5 Diskuze dosazenych vysledku

V tabulce 5.7 jsou sepsany ziskané vysledky a hodnoty jednotlivych piistupl. Z rozdilu hod-

EV

not EEV a zEY zjistime, jak moc je feSeni xEV realistické:

min

EEV - z£) =9, 1-7=2.

EV
min

Rozdil vysel 2, coz znamen4, Ze feSeni X'/ s funk¢ni hodnotou zﬁ}il =7 je mirné opti-
mistické.
Z hodnoty VSS = 0 vidime, Ze ptistup pomoci stfedni hodnoty (EV model) je dostacujici,

jelikoZ v tomto pripad€ neni Zadny rozdil mezi pristupem EV a EO.

Z hodnoty EVPI =0, 3 vidime, Ze je vyhodné zjistit informace o budoucnosti, tedy o délce

hrany eg.

WS | ZEV | EO || EEV | VSS | EVPI

min min min

88 | 7 |91 9,1 0 0,3

Tabulka 5.7 Prehled hodnot pro ptiklad 5.3.

5.4 Ilustrativni uloha 04: rozvozni uloha

V nasledujici jednoduché rozvozni tloze si demonstrujeme pristupy wait-and-see a here-

and-now a vypocet hodnoty EEV. Priklad prevzat z [28, str. 40—46].

Priklad 5.4.1 Jste majitel dopravni firmy a dostali jste novou zakdzku. Vasim iikolem je
navstivit 4 klienty (oznacené A, B, C a D) s pocdtkem i cilem v depu. U kaZdého klienta
vyzvednete zboZi o urcité kapacité. Vasim cilem je minimalizovat délku trasy a vyzvednout

vSechno zboZi od zdkaznikui.
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Kapacita zboZi u klientit A, B a D je predem zndmd a rovna 2. Kapacita zboZi u klienta C
neni predem jasnd — bud’ 1, nebo 7, kaZdd s pravdépodobnosti 0,5. K dispozici mdte viiz
s kapacitou 10.

Pri reSeni vyuZijte pristup wait-and-see, here-and-now pomoci stiedni hodnoty. Ddle vy-

pocitejte hodnotu EEV a proved’te diskuzi o vysledcich.

Zadany problém miiZeme vizualizovat pomoci grafu, viz obrazek 5.15. Vzdalenosti mezi
jednotlivymi klienty jsou zndzornény Cisly nad hranami, kapacita zboZi k vyzvednuti je zné-

zornéna Cisly u uzIa.

depo

Obrazek 5.15 Grafova reprezentace rozvozni tlohy z ptikladu 5.4.

Problém navstévy vsech klientl, u kterych vyzvedneme jejich zbozi, a vracenim se do
vychoziho bodu s minimélnimi ndklady (nejkrat$i moZnou cestou) se nazyva rozvozni pro-
blém, viz 2.5.1. Cestujeme s vozidlem s omezenou kapacitou Q = 10 a kapacita zboZzi d¢

u klienta C je ndhodna.
5.4.1 Pristup wait-and-see

V priipad€, Ze bychom predem znali kapacitu zboZi d¢ u klienta C, mlizeme vyuZit pristup
wait-and-see. Pro kazdou moZnou kapacitu zboZi u klienta C vyfeSime odpovidajici deter-
ministicky problém.

Pro kapacitu dc = 1 feSime ulohu s grafickou reprezentaci na obrazku 5.16a. Kapacita
vozidla Q = 10 je dostate¢na na pokryti poptavky vSech klientd, kterd je celkem 7, proto

mtZeme dlohu vyfesit jako TSP problém. Refenim je tedy posloupnost 0 — A — B — C —



74 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

D — 0 s délkou trasy 10, viz obrizek 5.16b. Reseni si oznaéime jako xicmz la jeho funkéni

hodnotu z¢~! = 10,

min

depo depo
(a) Zadan{ dlohy. (b) Reseni dlohy.

Obrazek 5.16 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s kapacitou zbozi dc = 1 u klienta C
a jeji feSeni.

Pro kapacitu dc = 7 feSime tulohu s grafickou reprezentaci na obrazku 5.17a. Kapacita
vozidla Q = 10 nenfi dostatecna na pokryti poptavky vsech klientd, ktera je celkem 13, proto
musime tdlohu vyfesit pomoci dvou tras. Resenim je tedy prvni &dst trasy 0 — A — D — 0,
po které vozidlo v depu vyloZime, a druhd ¢ast trasy 0 — B — C — 0. Celkovd délka trasy

=T — 14,

je 14, viz obrazek 5.17b. Resent si ozna&ime jako xicin: Ta jeho funk¢ni hodnotu z, -~ =

depo depo
(a) Zad4n{ dlohy. (b) Reseni dlohy.

Obrézek 5.17 Grafova reprezentace rozvozni ulohy s kapacitou zbozi d. = 7 u klienta C
a jeji feSeni.
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WS

min

konalé znalosti kapacity zboZi d¢ u klienta C:

Hodnotu optimélniho feSeni z;' > vypocitdme jako stfedni (ocekdvanou) hodnotu pfi do-

dr=1 dr=7
=20 plde = 1) +255" pde =17)
—10-0,5+14-0,5
—12.

5.4.2 Pristup here-and-now pomoci stiredni hodnoty

Pokud nezname predem kapacitu zboZi u klienta C, mizeme vyuZit pfistup here-and-now se

stredni hodnotou kapacity u klienta C:

d_C:E(dc):l-p(dC: 1)—|—7~p(dC:7)
=1-0,54+7-0,5
=4.

Néhodnou kapacitu u klienta C nahradime jeji stfedni hodnotou a ziskdme dlohu zobra-
zenou v grafu na obrdzku 5.18a. Kapacita vozidla Q = 10 je dostateCnd na pokryti zboZzi
u vsech klientdi, proto miizeme tlohu vyfesit jako TSP dlohu. Resenim je tedy posloupnost

0—A— B— C— D— 0s délkou trasy 10, viz obrizek 5.18b. ReSen{ si oznaéime xEY
. v . EV __ S oo, e 2 L. .
a jeho funkCni hodnotu z,;; = 10. ReSeni ulohy pomoci linedrniho programovani je dostupné

v souboru vrp_01_EV.py.

depo depo
(a) Zadéni dlohy. (b) Resent tlohy.

Obrazek 5.18 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s vyuzitim stiedni hodnoty kapacity
zboZzi dc u klienta C a jeji reSeni.
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Tim, Ze jsme vyuZili stfedni hodnotu, jsme ,,zapomnéli“ na nejistotu a prvek nihody.
Jak se ale piSe v knize [28]: ,.even if you forget uncertainty, uncertainty will not forget you*,
ndhoda a neurcitost na nds nezapomenou. Jakmile pfijedeme ke klientovi C, zjistime kapacitu
jeho zbozi. S pravdépodobnosti % bude kapacita dc = 1 a s pravdépodobnosti % bude kapacita

dc = 7. Pro kazdy ptipad postupujeme zv1ast':

» Pokud kapacita zboZi u klienta C je 1, kapacita vozidla Q = 10 je dostate¢nd na pokryti
poptavky vSech klientt. Proto pokracujeme dale v naplanované trase. Celkova trasa ma

délku 10, tedy dostavame f(xEY dc = 1) = 10, viz obrézek 5.19a.

min’

* Pokud kapacita zboZi u klienta C je 7, kapacita vozidla Q = 10 neni dostate¢nd na po-
kryti celé poptavky vsech klientl. Ke klientovi C jsme pfijeli s ndkladem o kapacité 4,

zbozi o kapacité 7 uZ nemtizeme naloZit.

Proto se musime vratit do depa, kde zboZi vyloZime, a vratime se zpét ke klientovi C
s prazdnym vozidlem. Potom pokracujeme v naplanované trase ptes klienta D a do
depa. Celkovou trasu tvori posloupnost 0 A -+ B —-C —0—=C — D — 0 s dél-

kou 18, tedy dostavame f(xEY dc =7) = 18, viz obrizek 5.19b.

min’

Stejného vysledku bychom doséhli, pokud bychom u klienta C zboZi rozd€lili. Nejprve
bychom vyzvedli zboZi o kapacité¢ 6 (které se ndim do vozidla vejde), potom zboZi

vyloZili v depu a vratili se zpét ke klientovi C a vyzvedli zbytek zboZi.

depot depot

(a) ReSeni tlohy. (b) Regent tlohy.

Obrazek 5.19 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s vyuZitim stfedni hodnoty kapacity

V.V s

zboZi d¢ u klienta C a jeji feSeni po zjiSténi kapacity zboZi d¢ u klienta C.
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Nyni vypocitdme hodnotu EEV, v naSem ptipadé ocekdvanou délku trasy pfi vyuZiti pii-
stupu stfedni hodnoty kapacity zbozi u klienta C:

EEV = f(xLi,,dc = 1) p(dc = 1)+ (x5y,dc =7) - p(dc =17)
=10-0,5+18-0,5
= 14.

5.4.3 Diskuze dosazenych vysledku

V tabulce 5.8 jsou sepsdny ziskané vysledky a hodnoty jednotlivych pfistupi. Z rozdilu hod-

EV

not EEV a zEY zjistime, jak moc je feSenf x2! realistické:

EEV — 2V —14-10=4.

min

EV

min

Rozdil vySel 4, coZ znamen4, Ze feSeni x; 7 s funkcni hodnotou zf;; = 10 je optimistické.

WS | EV || EEV

me me

12 | 10 14

Tabulka 5.8 Prehled hodnot pro priklad 5.4.

5.5 Ilustrativni uloha 05: rozvozni uloha

V nasledujicim prikladu upravime zadéani z piikladu 5.4. Demonstrujeme ptistupy wait-and-

see a here-and-now a vypocet hodnoty EEV. Inspirace pfikladem z [28, str. 40—46].

Priklad 5.5.1 Jste majitel dopravni firmy a dostali jste novou zakdzku. Vasim iikolem je
navstivit 4 klienty (oznacené A, B, C a D) s pocdtkem i cilem v depu. U kaZdého klienta
vyzvednete zboZi o urcité kapacité. Vasim cilem je minimalizovat délku trasy a vyzvednout
vSechno zboZi od zdkazniku.

Kapacita zboZi u klientii A, B a D je piedem zndmd a rovna 2. Kapacita zboZi u klienta C
neni predem jasnd —4 s 20% pravdépodobnosti, 5 s 20% pravdépodobnosti, 10 s 25% prav-
dépodobnosti, nebo 12 s 35% pravdépodobnosti. K dispozici mdte viiz s kapacitou 13.

Pri feSeni vyuZijte pristup wait-and-see, here-and-now pomoci stiedni hodnoty a hodnoty

modus. Ddle vypocitejte hodnotu EEV a proved’te diskuzi o vysledcich.
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Zadany problém miZeme vizualizovat pomoci grafu, viz obrazek 5.20. Vzdalenosti mezi
jednotlivymi klienty jsou znazornény ¢isly nad hranami, kapacita zbozi k vyzvednuti je zna-

zornéna Cisly u uzli.

C )4/5/10/12

depo

Obrazek 5.20 Grafova reprezentace rozvozni ulohy z prikladu 5.5.

Stejné jako v predchozim prikladu se jednd o rozvozni problém, viz 2.5.1. Cestujeme
s vozidlem s omezenou kapacitou Q = 13 a kapacita zboZi d¢ u klienta C je ndhodnd, viz

tabulka 5.10.

poptavka klienta C 4 5 10 12

pravdépodobnost 0,20 | 0,20 | 0,25 | 0,35

Tabulka 5.9 Pravdépodobnosti moznych kapacit poptavek dc u klienta C pro priklad 5.5.

5.5.1 Pristup wait-and-see

V ptipad€, Ze bychom pfedem znali kapacitu zboZi d¢ u klienta C, mlizeme vyuZit pristup
wait-and-see. Pro kazdou moZnou kapacitu zboZi u klienta C vyfe$ime odpovidajici deter-
ministicky problém.

Pro kapacitu dc = 4 feSime tlohu s grafickou reprezentaci na obrazku 5.21a. Kapacita
vozidla Q = 13 je dostatecna na pokryti poptavky vsech klientt, kterd je celkem 10, proto
miiZzeme tlohu vyfesit jako TSP problém. Resenim je tedy posloupnost 0 — A — B — C —

D — 0 s délkou trasy 10, viz obrizek 5.21b. Reseni si oznaéime jako ancmz ‘a jeho funkéni

de=4 _ 1),

hodnotu z,; =
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Pro kapacitu dc = 5 je kapacita vSech poptdvek 11, proto je kapacita vozidla Q = 13

dostatecnd na pokryti poptavek viech klientd. ReSenim je tedy stejnd trasa jako pro de = 4,
de=

min

tedy 0 - A — B — C — D — 0, viz obrédzek 5.21b. ReSen{ si oznatime jako x Sa jeho

funk&ni hodnotu z%¢=> = 10.

min

depo depo
(a) Zadani tlohy. (b) Regent tlohy.

Obréazek 5.21 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s kapacitou zboZi dc = 4, nebo d¢c = 5
u klienta C a jeji feSend.

Pro kapacitu dc = 10 feSime ulohu s grafickou reprezentaci na obrazku 5.22a. Kapacita
vozidla Q = 13 neni dostate¢na na pokryti poptavky vSech klientt, ktera je celkem 16, proto
musime tlohu vyfesit pomoci dvou tras. Resenim je tedy prvni &dst trasy 0 — A — D — 0, po

které vozidlo v depu vyloZime, a druha ¢ast trasy 0 — B — C — 0. Celkova délka trasy je 14,
de=10

min

a jeho funkéni hodnotu z¢=10 = 14

viz obrazek 5.22b. ReSeni si ozna¢ime jako x in

depo depo
(a) Zadani dlohy. (b) Reseni dlohy.

Obrazek 5.22 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s kapacitou zbozi dc = 10 u klienta C
a jeji feSend.
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Pro kapacitu dc = 12 feSime tlohu s grafickou reprezentaci na obrdzku 5.23a. Kapacita
vozidla Q = 13 neni dostate¢na na pokryti poptavky vSech klientt, ktera je celkem 18, proto
musime tlohu vyfesit pomoci dvou tras. ReSenim je tedy prvni &dst trasy 0 — A — B — D —

0, po které vozidlo v depu vylozZime, a druhd ¢ést trasy 0 — C — 0. Celkova délka trasy je 17,

de=1
min

de=12 _ 14

min

. . < o - 2. « -
viz obrazek 5.23b. ReSeni si oznacime jako x a jeho funk¢ni hodnotu z

depo depo
(a) Zadani tlohy. (b) Reseni dlohy.
Obréazek 5.23 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s kapacitou zbozi dc = 12 u klienta C

a jeji feSeni.

WS

Hodnotu optimalniho feSeni z,,;, vypocitime jako stfedni (o¢ekdvanou) hodnotu pii do-

konalé znalosti kapacity zboZi d¢ u klienta C:
i = P =4) 557 plde =5) + 55, plde = 10) + 2,5 pldc = 12)
=10-0,20+10-0,20+14-0,25+17-0,35

= 13,45.

5.5.2 Pristup here-and-now pomoci stiedni hodnoty

Pokud nezndme predem kapacitu zboZi u klienta C, miiZeme vyuZzit ptistup here-and-now se

sttedni hodnotou kapacity u klienta C:

d_C:E(dc) =4-p(dc=4)+5'p(dC:5)+10-p(dC: 10)—|—12-p(dc: 12)
=4-0,204+5-0,20+10-0,25+4+12-0,35
=38,5.
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Néhodnou kapacitu u klienta C nahradime jeji stfedni hodnotou a ziskdme dlohu zobra-
zenou v grafu na obrazku 5.24a. Kapacita vozidla Q = 13 neni dostacujici na pokryti zboZzi
u viech klientd, proto dlohu vyfe§ime pomoci dvou tras. Resenim je tedy prvni &ést trasy

0—+A—B— C— 0, po které vozidlo v depu vyloZime, a druha ¢ast trasy 0 — D —

EV

0. Celkové délka trasy je 12, viz obrizek 5.24b. ReSeni si oznatime x, . a jeho funkCni

EV

hodnotu z,-; = 12. Reseni tlohy pomoci linedrniho programovani je dostupné v souboru

vrp_02_EV.py.

depo depo
(a) Zadén{ dlohy. (b) Reseni dlohy.
Obrazek 5.24 Grafova reprezentace rozvozni ulohy s vyuZitim stfedni hodnoty kapacity
zboZzi dc u klienta C a jeji reSeni.
Tim, Ze jsme vyuzili stfedni hodnotu, jsme ,,zapomnéli“ na nejistotu a prvek ndhody.
Jakmile pfijedeme ke klientovi C, zjistime kapacitu jeho zboZi. Pro kazdy ptipad postupu-

jeme zvlast’:

» Pokud kapacita zboZzi u klienta C je 4, nebo 5, kapacita vozidla Q = 13 je dostatecna na
pokryti poptavky vSech klientl. Proto pokracujeme ddle v naplanované trase. Celkova

trasa mé délku 12, tedy dostavame f(xEY dc =4/5) = 12, viz obrdzek 5.25a.

min?

* Pokud kapacita zbozi u klienta C je 10, nebo 12, kapacita vozidla Q = 13 neni dosta-
tecna na pokryti celé poptavky vSech klienti. Ke klientovi C jsme piijeli s ndkladem

o kapacité 4, u klienta C zbozi o kapacité 10, nebo 12 uzZ nemtiZeme naloZit.

Proto se musime vratit od klienta C do depa, kde zboZi vyloZime, a vratime se zpét ke
klientovi C s prdzdnym vozidlem. Potom pokracujeme v naplanované trase. Celkovou
trasu tvofi posloupnost 0 = A - B —-C — 0 — C — 0 — D — 0 s délkou 20, tedy

dostavame f(xEV dc = 12) = 20, viz obrazek 5.25b.

min’
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Stejného vysledku bychom doséhli, pokud bychom u klienta C zboZi rozdélili. Nejprve
bychom vyzvedli zboZi o kapacité¢ 9 (které se ndim do vozidla vejde), potom zboZi

vyloZili v depu a vrétili se zpét ke klientovi C a vyzvedli zbytek zboZi.

depot depot

(a) ReSeni tdlohy. (b) Regent tlohy.

Obrazek 5.25 Grafova reprezentace rozvozni tlohy s vyuzitim stiedni hodnoty kapacity
zboZzi dc u klienta C a jeji feSeni po zjiSténi kapacity zboZi d¢ u klienta C.

Nyni vypocitdame hodnotu EEV, v nasem ptipadé ocekavanou délku trasy pii vyuziti pfi-

stupu stfedni hodnoty kapacity zboZi u klienta C:

EEV = f(xLy.dc = 4) - p(dc = 4) + f(xbi,dc = 5) - p(dc = 5)+
+ f(xEY. dc = 10) - p(dc = 10) + f(x5¥.dc = 12) - p(dc = 12)
=12-0,20+12-0,20+20-0,254+20-0,35
=16,8.

5.5.3 Pristup here-and-now pomoci hodnoty modus

Pokud nezndme predem kapacitu zbozi u klienta C, mGZeme vyuZit ptistup here-and-now

s hodnotou modus kapacity u klienta C:

dec = mod(d¢) = 12.
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Néhodnou kapacitu u klienta C nahradime jeji modus hodnotou a ziskdme tlohu zobra-
zenou v grafu na obrdzku 5.26a. Kapacita vozidla Q = 13 neni dostate¢na na pokryti zboZzi
u viech klientd, proto dlohu vyfe§ime pomoci dvou tras. Resenim je tedy prvni &ést trasy

0—A—B— D — 0, po které vozidlo v depu vyloZime, a druha cast trasy 0 — C —

0. Celkovd délka trasy je 17, viz obrizek 5.26b. ReSeni si ozna¢ime xMV

a jeho funkcni
MV

hodnotu z,,7 = 17. Reseni tlohy pomoci linedrniho programovini je dostupné v souboru

vrp_02_MV.py.

depo depo
(a) Zadani dlohy. (b) Reseni dlohy.

Obrazek 5.26 Grafové reprezentace rozvozni tlohy s vyuZzitim hodnoty modus kapacity
zboZi d¢ u klienta C a jeji feSeni.

Tim, Ze jsme vyuZili hodnotu modus, jsme ,,zapomnéli“ na nejistotu a prvek nahody.
Jakmile pfijedeme ke klientovi C, zjistime kapacitu jeho zboZi. Pro kazdy ptipad postupu-

jeme zvIast’:

* V tomto pripadé bude celkova cesta vzdy tak, jak je v grafu na obrazku 5.26b. Jelikoz
trasa k vrcholu C je vZdy z depa s prazdnym vozidlem, tak kapacita poptavky klienta C
nijak tuto trasu neovlivni (dokdZeme naloZit kapacitu 4, 5, 10 i 12). Celkova trasa ma
délku 17, tedy dostavame f(xMV dc=4/5/10/12) = 17.

min?

Nyni vypocitime hodnotu MEV, v naSem pripadé ocekdvanou délku trasy pii vyuZiti

pristupu hodnoty modus kapacity zboZi u klienta C:

EMV = f(xM¥ dc=4) p(dc =4)+ f(xX!} dc = 5) - p(dc = 5)+
+ (MY de =10) - p(de = 10) + fF(XMY de = 12) - p(de = 12)
=17-0,204+17-0,20+17-0,254+17-0,35
=17.
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5.5.4 Diskuze dosaienych vysledku

V tabulce 5.10 jsou sepsany ziskané vysledky a hodnoty jednotlivych pfistupl. Z rozdilu

E

hodnot EEV a zEY zjistime, jak moc je fesenf xEY realistické:

EEV =16,8—14=2,8.

- me

Rozdil vysel 2,8, coz znamena, Ze feSeni Xmm s funkéni hodnotou z£Y = 14 je mirné opti-

mm
mistické.
Z rozdilu hodnot EMYV a z%‘,/l zjistime, jak moc je feSeni X%‘; realistické:
EMV -2V —17-17=0.
M

Rozdil vySel 0, coZ znamen4, Ze feSeni x s funkcni hodnotou z,, V = 14 je naprosto realis-

tické.

WS | EV | MV I EEV | EMV

min min min

1345 | 14 | 17 16,8 17

Tabulka 5.10 Ptfehled hodnot pro ptiklad 5.5.
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6 STOCHASTICKA OPTIMALIZACE V KYBERBEZPECNOSTI

Teorie grafti ma uplatnéni také v oboru kyberbezpecnosti. Pomoci grafti miZeme zndzornit
topologii siti, algoritmy pro hledani nejkratSich cest (Dijkstriv algoritmus a algoritmus Bell-
mana Forda) se pouzivaji pfi smérovani v Internetu [31, str. 13—14 a Glossary 9]. Propojeni

teorie grafl s kyberbezpecnosti se zabyva [32].

Nyni si ukdZeme na ilustrativnim piikladu, jak je mozné stochastickou optimalizaci vyuZit
v oboru kybernetické bezpecnosti. Pfiklad je zaméfeny na prenos soubort v sit’ ové topologii

typu mesh.

6.1 TIlustrativni iloha 06: mesh topologie

Priklad 6.1.1 Ve spolecnosti mdme zarizeni zapojend do topologie typu mesh. Kazdd linka
mezi zarizenimi md danou prenosovou rychlost v Mbps. U nékterych linek je riziko vypadkii
a snizeni rychlosti na polovinu s urcitou pravdépodobnosti (u vsech vybranych najednou).
Potrebujeme posilat soubory s urcitou velikosti ze zarizeni A do zarizeni E a to co nej-
rychleji. Jakou cestu mdme pouZit, abychom i za nejasné danych rychlosti minimalizovali cas

na prenos soubori?

Zadany problém miZeme vizualizovat pomoci grafu, viz obrdzek 6.3. Rychlosti linek

v Mbps mezi jednotlivymi zafizenimi jsou zndzornény ¢isly nad hranami. Pravdépodobnosti

sniZeni rychlosti pfenosu a vypadki jsou zaznamendny v tabulce 6.1.

(2
C D
e

Obrazek 6.1 Grafova reprezentace rozvozni tlohy z piikladu 6.1.
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Tabulka 6.1 MoZné scénare prenosovych rychlosti jednotlivych linek a jejich
pravdépodobnosti vyskytu k prikladu 6.1.

Scénar (s) Faktor Pravdépodobnost (p)

snizeni
1 0 0,6
2 0,5 0,3
3 1 0,1

Scéndr a proto také faktor sniZeni a prenosova rychlost dané linky jsou ndhodné pro-

ménné. Pravdépodobnostni funkce nahodnych proménnych S (scénare) a D (faktoru sniZeni)

jsou v grafu na obrdzku 6.2.

1| P0) s 1
5
0.8
0.6 | -1 o =
= iy 05 =
0.4 <
@ ' T 5 | O
0 1 2 3

Obrazek 6.2 Pravdépodobnostni funkce ndhodné proménné S (scénarti) a ndhodné
proménné D (faktoru sniZeni).

Nejdrive si ukol zapiSeme jako ulohu matematické optimalizace:

minimalizovat:
f= Z T'x"’f 6.1)
za podminek:
XaB+xac+xap+xae =1,
XAE+XBE+XcE+XpE =1,

XA +Xpc+Xgp+xXpE—XAB—XcB—XpB—XEB =0,
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XcA+xcp+xcp+xcE—Xac—xpc—xpc—xgc =0,
XpA+XpB~+Xpc+XpE—Xap—XBp—Xc,p—XEp =0,
x;j€{0,1}, i j=A,B,... E,

c>0,

kde ¢ je kapacita souboru, ktery potfebujeme pienést, v; ; je pfenosova rychlost dané linky,
x; j je bindrni proménna pro vybér linky do trasy.

Ucelovou funkci si rozepiSeme:

c c c c c c
f=— X+ —-xact— Xap+— xap+t— -xpat— xpc+t
VA,B VA,C VA,D VA,E VBA VB,C
C C c C C C
+——xgp+—"XpE+— XcA+— Xcp+—— Xcp+— Xcet+ (62)
VB7D VB7E V ¥ R > V )
c c c c c c
+——Xpat— Xppt+t— Xpct——XpE+—— XgAt+ — XEBT
VDA VDB vD,C VD.E VE A VE.B
c c
+——Xgct——"XED
VEC VE.,D

Ze zadani vime, Ze rychlosti linek va ¢, Ve A, Va.D» VD As VB.D» VD,B> VC.E» VE,C JSOU NEUTCItE,

ostatni linky maji deterministicky danou pfenosovou rychlost.

Poznamka 4 Pokud nebude napsdno jinak, naddle budeme pracovat se souborem o veli-
kosti ¢ = 2000 Mb.

Poznamka 5 Ve scéndri s = 3 dochdzi k vypadku nékterych linek, tedy jejich rychlost pre-
nosu je nulovd. Abychom predesli déleni nulou, miuZeme pracovat s velmi malou kladnou

hodnotou pro danou rychlost, nebo primo linky z modelu odstranit.

6.1.1 Pristup wait-and-see

Pfi pristupu wait-and-see zname realizaci ndhodné proménné predem, tedy kapacitu jednot-
livych linek. Pro kazdy moZny piipad vyfeSime odpovidajici deterministicky problém.

Pro scénaf s = 1 feSime tdlohu, ve které maji vSechny linky plnou pfenosovou rychlost.
Resenim tlohy je hodnota t¢elové funkce f = 4,5 pro xac =1 axcg =1, ostatni linky
nejsou souddsti nejrychlejiiho pienosu, viz graf na obrdzku 6.3a. ReSeni si oznatime jako

x*=! a jeho funkéni hodnotu z°-! = 4,5.

min min



88 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Pro scénér s = 2 feSime dlohu, ve které maji nékteré linky polovi¢ni pfenosovou rychlost.
Resenim tdlohy je hodnota tcelové funkce f = 4,85714286 pro xap=1laxpg =1, ostatni
linky nejsou sou&dsti nejrychlejsiho pfenosu, viz graf na obrazku 6.3b. Reeni si oznadime
jako x5-2 a jeho funkén{ hodnotu 752 = 4,85714286.

Pro scénéf s = 3 feSime udlohu, ve které maji nékteré linky vypadek, takZe pfes né nelze
posilat data. ReSenfm tilohy je hodnota ti¢elové funkce f = 4,85714286 pro xap=laxgg=
1, ostatni linky nejsou souéasti nejrychlej§iho pienosu, viz graf na obrazku 6.3c. ReSen si

a jeho funk&ni hodnotu z°> = 4, 85714286.

min "~

s=3

min

oznacime jako x

(a) Zadén{ a feSeni piikladu pro scéndf s = 1.  (b) Zadéni a feSeni piikladu pro scéndf s = 2.

(c) Zadan{ a feSenf piikladu pro scéndfi s = 3.

Obrazek 6.3 Grafova reprezentace ulohy a jeji feSeni k prikladu 6.1.
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Hodnotu optimélniho feSeni z%z vypocitime jako stfedni (o¢ekdvanou) hodnotu pii do-

konalé znalosti prenosovych rychlosti v§ech linek:

Zmin = Zonin - P(s = 1) 2 - p(s = 2) + 205 - pls =3)

=4,5-0,6+4,85714286-0,3 +4,85714286 -0, 1
~4,643.

6.1.2 Pristup here-and-now pomoci stredni hodnoty ucelové funkce

Nyni si ukdZeme, jak aplikovat pfistup stfedni hodnoty tcelové funkce. Vychdzime z mo-

delu (6.1). Ukolem je minimalizovat stfedni hodnotu ucelové funkce f (viz (6.2)):

E(f)=f(xs=1)-p(s=1)+f(x,s=2)-p(s=2)+ f(x,s=3)-p(s=3)  (6.3)
= f(x,5=1)-0,6+ f(x,5=2)-0,3+ f(x,5s=3)-0,1

kde p(s) je pravdépodobnost daného scénafe a f(x,s = i) je hodnota celové funkce pro
dany scéndf. Zkracenym zdpisem f;—; oznaCujeme f(X,s =1). Ucelové funkce pro jednotlivé

scéndre jsou nasledujici:

i 2000 2000 2000 2000 2000 2000 .
=17 7000 BT oo A€ T 900 AP T 250 AE T 00 MBAT eop BC
| 2000 2000 2000 2000 2000 | 2000 .
1000 "BP T 700 *BET oo YCAT 00 TCET 500 P T 1000 YOE
2000 2000 2000 2000 2000 2000 .
—_— x —_— . x —_— . x —_— . x —— . x —— x
900 “PA T 1000 “PE T 500 TPC T 600 TPET 250 TEAT 700 B
2000 2000
—_— x —— x
1000 “E€ " 600 TEP
5 20 10 20
=2-xap+t 5 dact g Xapt8-xap+2 - Xpat o xpot+2-xpp+ = Xt
5 10 20 10
+ 5 Xca + 3 XcB +4-xcp+2-xcE+ 5 *Da +2-xpp+4-xpc+ 3 “Xp.E+
20 10
+8 “XE AT 7 ‘XE B +2~xE7c+ ? “XE.D
P 2000 2000 2000 2000 2000 2000 .
=27 7000 BT 400 TACT g50 AP T 50 AET 00 YBAT gop BC
2000 2000 2000 2000 2000 2000 .
—_— x —_— . x —_— . x —_— . x —— x —— x
500 “BP T 700 BET 400 AT 600 TCB T 500 TGP T 500 TCE
2000 2000 2000 2000 2000 2000
"XE A “XE B+

450 AT S0 BT o0 0T og PET S50 700
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2000 2000
500 ECT 600 L
40 10 20
=2'XA,B+5'XA,c+3 ‘xA,D+8'xA,E+2'xB,A+? 'XB,C+4'XB,D+7'XB,E+
10 40
+5'XC,A+?'XC,B+4'XC7D+4'XC,E+3 “XD A +4'XD,B+4'XD,C+?'XD.,E+
20 10
+8'XE,A+7- E,B+4'XE7C+? “XE.D
f 2000 L2000 L2000 2000 L2000
A= . _ X _ X — X — X
=37 7000 T 0.0...01 €T 0,0...01 AP T 250 AME T 1000 EA
2000 L2000 2000 L2000 L2000
—-x —-x —-x —.x .x
600 "¢ 0,0...01 PP T 700 TBET0,0...01 "¢ 600 TCE
2000 L2000 2000 2000 .
—-x —-x —.x —.x
500 P 0,0...01 £ 0,0...01 "P*"0,0...01 P
2000 | 2000 2000 2000 L2000 .
—-x —-x —-x —.x —-x
500 €T 600 TPET 250 TEAT 700 TEE T 0,0...01 TEC
2000
—-x
600 P
10 20
= 2'XA,B+°°'XA,C+°°'XA,D+8‘XA,E+2‘XB,A‘{‘? XpCteo Xp o+ XpEt

10 10
Foorxcat 3 'xC,B+4'xC7D+°°'xC,E+°°'XD7A+°°'xD,B+4’xD7C+? “xp e+

20 10
—|—8-XE7A—|—7 'XE,B+°°'XE,C+? “XE.D

Po rozepséni stfedni hodnoty ucelové funkce podle (6.3) dostaneme:

5
E(f) =xp(0.6-240,3-240,1-2) +xac (0,6- 540,3-5+0,1-0)+

20 40
x40 (0,652 40,3-—40,1-00)+x4£-(0,6-8+0,3-8+0,1-8)+

9 9

10 10 10

254 (0,6-240,3:240,1-2) +apc (0,6 5 +0,3- 40,1 )+
20 20 20
+25p(0,6:240,3:4+0,1 o) +xpp (0,6 +0,3- 2 +0,1- =

5 10 10 10
+xc4(0,6-5+40,3-5+40,1 ) +xcp-(0,6- 40,3 == +0,1- =)+

+xcp-(0,6-4+0,3-440,1-4)+xcg-(0,6-240,3-440,1-00)+

20 40
+xpa-(0,6-—+0,3-—+0,1-0)4+xpp-(0,6-24+0,3-440,1-00)+

9 9
10 10 10
+xD’c-(O,6-4—|—073-4+0,1-4)—|—ny5-(0,6-?—1—0,3-?—1—0,1-—)—1—
20 20
—~103.2=
7 +0 7

)+

+xg4-(0,6-840,3-840,1-8)+x5-(0,6- +0,1-
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10 10 10
—+40,3-—+0,1-—)

e (0,6:240,3:4+40,1-e0) +xp.p- (0,6 3 3

10
E(f) =2-xap+-xac+oo-xap+8-xar+2-xpa+ — Xpc+-xpp+

3
20
T B,E+°°'XC7A+? -Xcg+4-Xcptoo-xcp+oo-Xp+oo-xppt
10 20 10
+4'XD,C+? -xD7E+8-xE,A+7 -xE,B—i—OO-xE’c—I-?WE,D,

coZ je téelova funkce linedrniho modelu. ReSenim tlohy je hodnota tcelové funkce f =
4,85714286 pro x4p = 1 a xpg = 1, ostatni linky nejsou soucdsti nejrychlej$iho pfenosu.

Resent si ozna¢ime xE9 a funkéni hodnotu zEQ = 4,85714286.

6.1.3 Hodnota EVPI

Ocekavanou hodnotu perfektni informace EVPI vypocitdme podle (4.11) jako rozdil hodnot

EO wS.

Zinin a Zmin

EVPI = £0 _ WS

min — Zmin
=4,85714286 — 4,643
~0,214.

6.1.4 Diskuze dosazenych vysledku

V tabulce 6.2 jsou sepsany ziskané vysledky a hodnoty jednotlivych pfistupa.

Z hodnoty EVPI = 0,214 vidime, Ze je vyhodné zjistit informace o budouci realizaci

ndhodné proménné, tedy o scéndfi a rychlostech jednotlivych linek.

WS EO EVPI

Zmin Zmin

4,643 | 4,85714286 || 0,214

Tabulka 6.2 Piehled hodnot pro priklad 6.1.
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ZAVER

Price sezndmila Ctendfe se stochastickym programovanim a zdkladnimi pfistupy, jak pro-
blémy s neurcitosti fesit. Propojili jsme matematickou optimalizaci, teorii grafd, pravdépo-

dobnost a statistiku.

Nejprve jsme se zamérili na oblast matematické optimalizace a teorie grafli. Ukazali jsme,
ze grafové problémy lze formulovat pomoci matematické optimalizace, napt. jako ulohu li-
nearniho programovani. Predstavili jsme problém nejkratsi cesty, problém obchodniho ces-

tujictho a rozvozni problém.

Dale jsme se vénovali zdkladnim pojmim z pravdépodobnosti a statistiky, které se vyuZi-
vaji v dlohdch stochastického programovéni. Zaméfili jsme se na rozdéleni pravdépodobnosti

a charakteristiky ndhodnych velicin.

Ve ¢tvrté kapitole jsme se zabyvali stochastickym programovanim. Definovali jsme obec-
nou ulohu stochastické optimalizace. Soucésti této kapitoly jsou popisy dvou zdkladnich
pristupli pro feseni problémi s neurcitosti. Nejprve jsme popsali piistup wait-and-see, ktery
spoc¢ivd v Cekani na realizaci ndhodnych proménnych. Déle jsme se vénovali ptistupu here-
and-now, ktery spociva v uéinéni rozhodnuti pred zjist€énim realizace ndhodnych promén-
nych. V ramci here-and-now modeli jsme predstavili piistup individudlnich scénart, pristup
sttedni hodnoty a pfistup stfedni hodnoty tcelové funkce. Déle jsme definovali ocekdvany
vysledek pii pouziti ptistupu stiedni hodnoty (EEV), hodnotu stochastického feseni (VSS)
a hodnotu perfektni informace (EVPI). Zminéné hodnoty ndm umoziuji porovnat reSeni
z jednotlivych pfistupi a zjistit o feSeni dalsi informace.

Dalsi kapitola obsahuje ilustrativni tlohy. Na ukdzkovych prikladech jsme demonstrovali
jednotlivé piistupy k feseni. Ulohy obsahuji ndzorné obrdzky a podrobné kroky vybranych
modelti. Pomoci hodnot EEV, VSS a EVPI jsme aplikované pristupy mezi sebou porovnali
a popsali, co z hodnot vyplyva. Soucasti jsou také zdrojové kddy v jazyce Python, které dané
ulohy fesi. V kapitole jsme se zaméfili na tlohy souvisejici s dopravou, konkrétné problém
nejkratsi cesty, problém obchodniho cestujiciho a rozvozni problém.

Na zéavér jsme se vénovali aplikaci stochastické optimalizace v oblasti kyberbezpecnosti.
Vytvofili jsme ilustrativni pfiklad na minimalizaci ¢asu potiebného pro pfenos souborti v po-

CitaCové siti s topologii mesh. Neurcitost zde predstavuji vypadky a sniZzovéani prenosovych
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rychlosti vybranych linek s urcitou pravdépodobnosti. Na pfikladu jsme ukézali ptistup wait-

and-see a here-and-now se stfedni hodnotou ucelové funkce.

MozZnym navdzanim na préci je studium dvoustupfiové a vicestupnové stochastické op-
timalizace, kterd se Casto v redlnych situacich aplikuje, a pokrocilych algoritmi pro feSeni
problémil. Vhodnym smérem pro dal$i vyzkum je také podrobnd analyza dat zaméfenych na
piinos piistupu here-and-now se stfedni hodnotou ti¢elové funkce. Slo by tedy o zaméfeni
na hodnotu stochastického feseni (VSS), kterd ndm popisuje prinos modelu stfedni tcelové

funkce oproti modelu stfedni hodnoty.
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PRILOHA P I: PRILOHY.ZIP

1. HANDBAG_EV.PY, feSeni ulohy 5.2 pomoci stfedni hodnoty (EV model),

2. HANDBAG_EO.PY, feSeni tlohy 5.2 pomoci stfedni hodnoty ti¢elové funkce (EO mo-

del),
3. SSSP_EV.Py,feSeni ulohy 5.3 pomoci stiredni hodnoty (EV model),
4. sssp_EO.Py, feseni ulohy 5.3 pomoci stfedni hodnoty tucelové funkce (EO model),
5. VRP_O1_EV.Py, feSeni tlohy 5.4 pomoci stfedni hodnoty (EV model),
6. VRP_02_EV.PY, feSeni tlohy 5.5 pomoci stfedni hodnoty (EV model),
7. VRP_02_MV.PY, feSeni tlohy 5.5 pomoci hodnoty modus (MV model),

8. MESH_EO.PY, feSeni tlohy 6.1 pomoci stifedni hodnoty ticelové funkce (EO model).
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