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ABSTRAKT

Bakalatskd prace se zabyva feSenim tuloh linedrniho programovani pomoci simplexové
metody. V prvni ¢asti jsou popsany teoretické zaklady potiebné pro porozuméni dané
metod¢ a jejim variantdm. Nésledujici ¢ast prace je zaméfena na navrh a implementaci
softwarového néstroje v jazyce Python, ktery umoziuje fesit Glohy linedrni optimalizace
a vizualné sledovat postup vypoctu. Aplikace je doplnéna o sadu praktickych ptiklada, které
ovetuji jeji funkCnost a ukazuji moznosti vyuziti v riznych typech uloh. Vysledkem je
nastroj, ktery miuize slouzit jako pomtcka pro vyuku i samostatné studium zakladnich

principti linearniho programovani.

Kli¢ovéa slova: linearni programovéni, klasifikace ulohy, simplexovd metoda, dualita,

redukované a stinové ceny, aplikace metod, Python.

ABSTRACT

The bachelor thesis deals with solving linear programming problems using the simplex
method. The first part describes the theoretical foundations necessary for understand
the method and its variants. The following part of the thesis focuses on the design and
implementation of a software tool in Python that allows to solve linear optimization
problems and visually monitor the calculation process. The application is complemented by
a set of practical examples that verify its functionality and show the possibilities of its use
in different types of tasks. The result is a tool that can serve as a learning aid for education

and self-study of the basic principles of linear programming

Keywords: linear programming, problem classification, simplex method, duality, reduced

and shadow prices, method applications, Python.
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UvVOD

Linearni programovani piedstavuje diillezitou soucast operacniho vyzkumu a matematického
modelovani. Umoznuje nalézt optimalni feSeni uloh, které jsou omezené urcitymi
podminkami. Diky své jednoduchosti se linearni programovani uplatiiuje v celé fad¢ oblasti,

jako je primysl, doprava, ekonomie, logistika nebo fizeni zdroj.

Cilem této prace je seznamit se s historickym vyvojem, zakladnimi principy a metodami
feSeni uloh linedrniho programovani. Hlavni diraz je kladen na simplexovou metodu, a to
jak ve jeji jednofazové, tak i dvoufazové varianté. Soucasti prace je podrobny rozbor
klicovych krokd metody, ale také ndvrh a realizace vlastniho softwarového nastroje, ktery
slouzi k vizualizaci a feSeni téchto tloh. Ten je doplnén o konkrétni piiklady z riiznych

oblasti, na nichz je demonstrovana funkénost metody i samotného néstroje.

Prace je navrzena tak, aby byla pfistupnd i ¢tenafim bez zkuSenosti s touto

problematikou a usnadnila pochopeni principt linearniho programovani.



12

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

I

TEORETICKA CAST
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1 TEORETICKY ZAKLAD LINEARNIHO PROGRAMOVANI

Linearni programovani (LP) je metoda operacniho vyzkumu, ktera se zaméfuje
na rozhodovani v situacich, kde je cilem urcit optimalni zptisob realizace procest za danych
podminek. Typicky jde o situace, kdy je tieba alokovat omezené zdroje tak, aby bylo
dosazeno co nejlepsiho vysledku vzhledem k definovanému cili. Termin ,,programovani‘
zde neoznacuje programovani v informatickém smyslu, ale planovani nebo tvorbu scénara
pro budouci ¢innosti a ,linedrni* pak odkazuje na linedrni vztahy mezi proménnymi
v matematickém modelu. Linearni programovani tak slouzi jako prostiedek pro efektivni

planovani a fizeni procest s diirazem na optimalizaci. [1]

1.1 Historie a vyvoj linearniho programovani

Prvni zaklady LP vznikly uz na konci 30. let 20. stoleti diky sovétskému matematikovi
Leonidu Vitaljjevi¢i Kantorovi¢ovi. Ten se zabyval vyuZitim matematickych metod pfi
feSeni ekonomickych problémti. Formuloval prvni teoretické zaklady LP v ekonomické
analyze a planovani, za coz byl pozd¢ji ocenén Nobelovou cenou za ekonomii. Jeho prace,
prestoze byla mimo Sovétsky svaz dlouho piehlizena, znamenala dilezity krok pro dalsi
rozvoj tohoto oboru. K vét§imu rozsifeni LP pfispéla druhd svétova valka, kdy se tyto
metody zacaly vyuZivat naptiklad v dopravé, pfi planovani vyroby a rozdélovani omezenych

zdrojt. [2][3]

K zasadnimu posunu doslo az v roce 1947, kdy americky matematik George Bernard
Dantzig ptedstavil simplexovou metodu. Diky ni bylo mozné efektivné fesit velké mnozstvi
uloh LP. Tato metoda se brzy stala hlavnim néstrojem pro optimalizaci v oblastech, jako je
planovani vyroby, rozvrhovani pracovniki, sestavovani investi¢nich portfolii nebo tvorba
marketingovych a vojenskych strategii. Kromé& samotného algoritmu Dantzig také popsal
obecnou matematickou strukturu LP, ¢imz polozil pevné zaklady celého oboru. LP se tak
stalo nepostradatelnym néstrojem v teoretické i aplikované matematice a v fad¢ praktickych

oblasti. [2][4]

V Ceské republice a na Slovensku se problematika linearniho programovani vyuéuje
na mnoha vysokych Skolach. Mezi nase vyznamné piedstavitele v oblasti LP patii
Jan Plesnik, Bohdan Linda, Josef Volek a zejména Josef Jablonsky, z jehoz odborné

literatury jsem pfi zpracovani této prace Cerpal nejvice.
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1.2 Struktura ulohy a zakladni pojmy

V nasledujici ¢asti jsou definovany zakladni terminy souvisejici s LP.

Zékladni formulace ucelové funkce i1 omezujici vazebni podminky jsou vyjadieny

linedrnimi vztahy s konstantnimi koeficienty u jednotlivych proménnych i s konstantnimi

pravymi stranami soustavy omezeni. Tyto vztahy Ize ptehledné vyjadrit také v maticovém

zapisu, ktery se v praxi bézn¢ pouziva. [5]
Zakladni formulace:

maximalizovat (minimalizovat)

f= z CiXj = C1X1 + CXp+... +CpXpy & cTx, x €R"
j=1

Vazebni podminky':

n
j=1

Podminky nezapornosti:

a1%, + apx+. .. Fagnx, < by

IA

b; = S Ax<b

Am1X1 + QX+ FamnXn < by

xi=z0ex=0, j=12,..,n
kde:
n — pocet strukturnich proménnych modelu,
m — pocet vlastnich omezeni,

¢j, j = 1,2,...,n— cenovy koeficient pfislusejici j-t€ proménné,

b;, i = 1,2,...,m —hodnotu pravé strany piislusejici i-tému vlastnimu omezeni,

a;j, t=12,..,m, j =1,2,..,n—strukturni koeficient,

cT = (cy,Cy, ..., ;) — n-slozkovy Fadkovy vektor koeficientt,
1,42 n

x = (xq, %y, ..., Xp) — n-slozkovy sloupcovy vektor strukturnich proménnych modelt,

A — matice strukturnich koeficientti o rozméru m X n,

b = (bq, by, ..., b;,) — m-sloZzkovy sloupcovy vektor hodnot pravé strany.

' Omezeni mohou byt i jiného typu, tedy kombinace <, =, >.
Na zakladé shodného obsahu uvedeného ve zdrojich [1], [6], [7].

(1.1)

(1.2)

(1.3)
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1.2.1 Piehled zakladnich pojmi
Utelova funkcee (1.1) — funkce, kterou chceme optimalizovat;

Strukturni (rozhodovaci) proménné — proménné, o jejichz hodnotach rozhodujeme

s cilem optimalizovat ¢elovou funkci;

Vlastni omezeni (1.2) — pozadavky na feSeni, urcuji tvar pfipustné mnoziny;
Podminky nezapornosti (1.3) — pozadavky, aby proménné byly nezaporng;
Omezujici podminky — soustava vlastnich omezeni a podminky nezépornosti;
Volna proménna — proménna, kterd neni omezena na kladné nebo zaporné hodnoty;

Pridatné promé&nné®> — slouzi k transformaci vlastnich omezeni na soustavu rovnic,

r

kde u nerovnosti typu < se pficita k levé stran¢, u nerovnosti typu > se od levé strany odecita;

Pomocné (umélé) proménné — slouzi k transformaci vlastnich omezeni typu > a=

na soustavu rovnic pfictenim k levé strang;

Kanonicky tvar — formulace, kde jsou vlastni omezeni zapsdna ve form¢ rovnic a jsou

doplnéné¢ o ptidatné nebo pomocné proménné;

Pomocna ucelova funkce — ticelova funkce slouzici k vylouceni pomocnych proménnych;
Piipustné FeSeni — vektor (x4, x5, ..., Xp,), ktery vyhovuje vS§em omezujicim podminkam;
Piipustna mnoZina — mnozina pfipustnych feSeni vSech bodl spliujicich podminky;
Konvexni polyedr (polygon)® — konvexni itvar omezen ohrani¢enou mnozinou;
Simplexova metoda — iteracni postup s cilem nalézt optimalni feSeni uloh LP;

Bazické (zakladni) FeSeni — hodnoty ur¢ené vypoctem ze soustavy.

Optimalni FeSeni — piipustné feseni, které dosahuje nejlepsi hodnoty ti¢elové funkce;

Redukované ceny — koeficienty strukturnich proménnych, vyjadfuji miru vyhodnosti

zatazeni jednotlivych procesli do optimalniho feSent;

Stinové ceny (dualni hodnoty) — koeficienty omezujicich podminek, vyjadiuji zménu

hodnoty ucelové funkce pfi zméné pravé strany o jednotku;

2 Vyjadiuji nevyuzitou kapacitu (<) nebo piekrodeni pozadavku (>).
3 Polygon je rovinny utvar, polyedr je jeho prostorova obdoba.
Na zakladé shodného obsahu uvedeného ve zdrojich [1], [7], [8], [9].
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1.3 Klasifikace uloh LP

Ulohy LP Ize rozdélit podle raznych kritérii, kazdé z nich uréuje specifické vlastnosti zadani

1 zpusob feseni.
1.3.1 Typy optimalizace

Podle typu optimalizace se tlohy LP d¢li na maximalizaéni a minimaliza¢ni. Tento

rozliSujici typ ovliviiuje jak samotnou formulaci ucelové funkce, tak i zptisob feseni.

U maximaliza¢nich uloh je cilem najit takové ptipustné feSeni, které pfindsi nejvyssi
moznou hodnotu ucelové funkce. Typickym ptikladem je situace, kdy podnik usiluje
o maximalizaci zisku, produkce nebo jiné veli¢iny. Ugelova funkce v tomto piipadé
zachycuje hodnotu, kterou se snazime zvysit na maximum.

Naopak u minimaliza¢nich uloh je cilem hleddni pfipustného feSeni, které vede

pfi optimalizaci ndkladu, spotfeby materialu nebo minimalizaci rizika.

Maximalizacni i minimaliza¢ni Ulohu lze vzajemné ptevést jednoduchou upravou
ucelové funkce, kdy se zméni znaménka vSech jejich koeficientli. Maximalizace funkce f (x)
je ekvivalentni minimalizaci funkce —f(x) a naopak, minimalizace funkce f(x)

je ekvivalentni maximalizaci funkce —f(x).* [10][11]

max f(x) = min(—f(x)) < min f(x) = max(—f(x))) (1.4)

1.3.2 Typy nerovnosti

V ulohéch LP se setkavame se tfemi zdkladnimi typy nerovnosti, mezi které patii nerovnost

typu ,,mensi nebo rovno* (<), ,,vétsi nebo rovno* (>) a rovnost (=).

Kazdy typ nerovnosti vyzaduje Upravu pomoci pfidatnych nebo pomocnych
proménnych, aby bylo mozné ulohu pfevést do kanonického tvaru. Pfidavné proménné
se pricitaji se u nerovnosti typu < (tzv. slack), nebo odecitaji u typu > (tzv. surplus).
V piipadech, kdy rovnice neumoziuje piimo stanovit zdkladni feSeni (zejména u > a =),

se zavadéji pomocné proménné, které docasné vstupuji do vypoctu. [1][10]

4 Tento pfevod je obecny, nejen v ramci LP.
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Shrnuti zptsobu dopliiovani proménnych pro vSechny typy nerovnosti uvadi Tab. 1.

Tab. 1: Doplilovani ptidatnych a pomocnych proménnych

Typ omezeni Ptidatna proménna Pomocnd proménna
= +x
> —X +y
(zdroj:[1])

1.3.3 Podminky nezapornosti

V linearnim programovani se vétSina proménnych omezuje podminkou nezapornosti, tedy
xj = 0. Tento pozadavek vychazi z praktickych situaci, kdy proménné reprezentuji
napiiklad mnozstvi produkce, dobu trvani ¢i jiné ekonomické velic¢iny, které nemohou
nabyvat zédpornych hodnot. Podminky nezapornosti jsou nedilnou soucasti kanonického
tvaru Ulohy a jsou nezbytné pro aplikaci simplexové metody, kterd pracuje vyhradné

s nezapornymi hodnotami ve vektoru zdkladniho feSeni.

Ne vSechny proménné v linearnim modelu musi byt nutné nezaporné. Pokud neni
proménna omezena na nezaporné hodnoty, oznacuje se jako volna promeénna (Free variable
nebo unrestricted in sign, zkrdcené¢ URS). Takovou proménnou Ize matematicky pievést

na rozdil dvou nezapornych proménnych:

ot + .=
Xj =X —Xj, X, X; >0 (1.5)

Tento prevod umozituje zahrnout volnou proménnou do standardnich vypocetnich

postuptll bez poruseni podminek nezapornosti. [9]

1.3.4 Geometricka interpretace

Optimalni feSeni ulohy LP, pokud existuje, se vzdy nachazi v mnoziné piipustnych boda
(feasible region), ktera je definovana soustavou omezujicich podminkach. V rdmci analyzy
feSitelnosti 1ze rozliSit Ctyfi zdkladni moZnosti zakonceni Ulohy, které charakterizuji

zakonceni optimaliza¢niho procesu. [1][6]
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Pro nazornou a teoretickou ukazku bude v dal$ich ptipadech uvazovano pouze s dvéma
rozhodovacimi proménnymi, coz umoziiuje pichledné geometrické znazornéni feSeni

v roving.
Ukazkovy piiklad byl prevzat ze zdroje [1].

0,5x; + 0,25x, < 40 (1.6)

0,5x; + 0,5x, < 60

0,25x, < 25

x =20

Priseciky pfimek s osami soutadnic lze zjistit tak, ze jednu z proménnych polozime

rovnu nule a druhou dopocitame jako podil pravé strany a koeficientu této proménné, tedy
tak, aby odpovidajici vyraz mél hodnotu 1. Vysledné hodnoty ptedstavuji pruseciky dané
pfimky s osami soustavy soutfadnic. Takto definovana piimka rozdé€luje rovinu na dvé
poloroviny®.

Shrnuti vypoctenych prasecikti uvadi Tab. 2.

Tab. 2: Pruseciky jednotlivych omezeni s osami soustavy soufadnic

l.omezeni | x; =80 | x, =160

2.omezeni | x; =120 | x, = 120

3. omezeni x, =0 x, = 100

(zdroj: viastni)

V naSem piikladu je mnozina pfipustnych feSeni urCend tfemi vlastnimi omezenimi
a podminkami nezépornosti, kde podminkdm nezépornosti vyhovuje v rovin€ prvni
kvadrant. Mnozina pfipustnych feSeni je tedy prinikem prvniho kvadrantu a tfi polorovin

odpovidajicich trem vlastnim omezenim.

Tento prinik je zndzornén na Obrazek 1, mnoZina pfipustnych feSeni tvofi konvexni

polygon (nepravidelny pétithelnik) ozna¢eny vrcholy ABCDE.

5

U nerovnic typu < polorovina obsahuje poc¢atek [0, 0].
U nerovnic typu > polorovina neobsahuje pocatek.
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~160Y

0,5x 0,25x2<:40

0.25x,<=25

{},5x1+0, 5)(2 <=60

100 126

Obrazek 1: MnoZina piipustnych feSeni ptikladu (1.6)
(zdroj: vlastni)

Jak jiz bylo uvedeno, analyza fesitelnosti ulohy LP rozliSuje ¢tyfi zakladni zpisoby,
jimiz mtze byt optimaliza¢ni proces ukoncen. Tyto piipady budou podrobné&ji rozebrany v
nasledujici kapitole vénované simplexové metode€. Pro urceni typu zakonceni se v kazdém
ptipadé zakresluje ptimka ucelové funkce ve tvaru f = 0, kterd znazoriiuje prubéh zmén
ucelové funkce a umoziuje graficky urcit misto, kde nabyva svého maxima (nebo minima)

v ramci piipustné oblasti.
Piehledné grafické znazornéni jednotlivych moZznosti zakonceni je uvedeno na
Obrazek 2, kde je zvyraznéna mnozina ptipustnych feeni X a optimalni feseni x°P¢, pokud

existuje, je vyznaceno tucne.
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1. jediné optimalni feseni 2. alternativni optimalni feSeni

—100
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20x4 +10x, =
15x, + 20x, =
1 2
1 15 .

|\ | N | | |

3. neomezend hodnota ucelova funkce 4. neexistuje pripustné feseni

Obrazek 2: Moznosti zakonceni vypoctu LP

(zdroj:[1])
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1.3.5 Zakladni a pripustna FeSeni

Na zéklad¢ predchoziho rozboru typt zakonceni optimalizacniho procesu lze konstatovat,
ze ma-li uloha LP optimalni feSeni, ma nutn¢ zakladni optimalni feSeni. V ptipadé, Ze uloha
pfipousti vice zékladnich optimalnich feSeni, pak kazda jejich konvexni kombinace
predstavuje optimalni feSeni, coz znamena, Ze tloha ma nekone¢né mnoho rovnocennych
optimalnich feseni. Z hlediska definice se optimalni FeSeni chape jako takové piipustné

feSeni, které maximalizuje nebo minimalizuje hodnotu ucelové funkce. [5]

Aby bylo mozné analyzovat vlastnosti zdkladnich feSeni, je nezbytné, aby uloha byla
pievedena do kanonického tvaru A% = b, tedy do formy ekvivalentni soustavy rovnic

doplnéné o ptidatné ¢i pomocné proménné.

Doplnéni nerovnic na rovnice: A% = b podle schématu®: [5]

X1 (1.7)
aq1 Qin 1 0 0 x b,
n _
ann x -
Am1 Amn 0 0 1 n+1 bm
A b

kde:

A — matice ptvodnich koeficientii rozsifena o jednotkovou podmatici, pfidanim piidatnych
nebo pomocnych proménnych,

X — vektor rozhodovacich proménnych véetné novych ptidanych,

X1, -, Xn — zakladni proménné,

Xn41, - r Xnem — Nezékladni (ptidatné, pomocné) promeénné.

Soustava rovnic AX = b reprezentuje m rovnic s (n + m) neznamymi, ma feSeni prave
tehdy, kdyZ je splnéna podminka rovnosti hodnosti matice koeficientii a hodnosti matice

rozsitené, tj. plati:

rank(4) = rank(4, b)7 (1.8)

6 Schéma uvedené v rovnici (1.7) plati vyhradné pro nerovnosti typu <. U jinych typl nerovnosti je nutné
upravy znamének nebo zavedeni pomocnych proménnych.
" Hodnost matice udava maximalni pocet linearn& nezavislych radki
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Zakladni FeSeni vznikd volbou m bazickych proménnych, zatimco zbyvajici n
proménnych je nulovych (nebazickych)®. Je pFipustné, pokud vsechny hodnoty ve vektoru

feSeni jsou nezdporné. Jejich celkovy pocet Ize vyjadiit kombinatorickym vztahem: [1][5]

(m + n) (1.9)

m

Ptiklad (1.6) pfevedeme do kanonického tvaru a uréime vSechna zdkladni feseni jako

kombinace dvou nebazickych proménnych z celkového poctu proménnych.

Kanonicky tvar ptikladu (1.6):
0,5x; + 0,25x, + x3 = 40 (1.10)
0,5x; + 0,5x, + x, = 60
0,25x, + x5 = 25

Tato soustava obsahuje 5 proménnych a 3 rovnice, soustava (1.10) ma tedy maximalng

(5)_ 5! _ 5! _5*4_10 (111)
3/ 31(5=3) 3121 2x1

zakladni feSenti, tj. pocet zplsobi, jak lze vybrat dvé nezakladni proménné z celkového poctu

peti proménnych. Vysledky jsou uvedeny v Tab. 3.

Tab. 3: Zakladni feSeni ekvivalentni soustavy rovnic

Reseni X, Xy X3 Xy Xsg Vrchol z Obrazek 1
x! 0 0 40 60 25 pfipustné A
x? 80 0 0 20 | 25 piipustné

x? 40 | 80 0 0 5 piipustné C
x4 20 100 5 0 0 ptipustné D
< 0 | 100 | 15 | 10 | 0 | pripustné E
x® 0 120 | 10 0 -5 | nepiipustné -
x’ 0 160 0 -20 | -15 neptipustné -
x® 30 | 100 | O -5 0 nepiipustné -
x’ 120 | 0 -20 0 25 | nepiipustné -
x!10 - 0 - - 0 | Nema feseni’ -
(zdroj:[1])

8 Pokud je alespott jedna zakladni promé&nna rovna nule, oznacuje se jako degenerované zakladni FeSeni.
20,25x0+0=25->0=25
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2 METODY RESENI ULOH LINEARNIHO PROGRAMOVANI

2.1 Simplexova metoda

Simplexova metoda ptedstavuje jeden z algoritmil pro nalezeni optimalniho feSeni tilohy LP.
Je zalozena na mysSlence, Ze optimalni hodnota ucelové funkce je dosazena v nékterém
z vrcholil (extrémnich bod) mnoziny piipustnych feseni. Metoda postupné prochazi mezi
témito body (bazickymi) piipustnymi feSenimi a vybird takové, které piindSeji zlepSeni

hodnoty ucelové funkce, dokud neni nalezeno optimum. [12]
Postup vypoctu pomoci simplexové metody lze rozdélit na dvé zdkladni faze:
e . faze — nalezeni vychoziho bazického feSeni

e II. faze — iteracni postup vedouci k optimalizaci ucelové funkce

Pokud je nalezeni vychoziho zdkladniho feSeni snadné, neni tfeba provadéet prvni fazi
vypoctu a pouziva se jednofazova simplexova metoda. V opacném piipadé, kdy vychozi

feSeni neexistuje nebo neni zfejmé, se pouziva dvoufazova simplexova metoda. [1]

2.1.1 Princip simplexové metody

Pro aplikaci simplexové metody je nezbytné prevést lohu do kanonického tvaru. Tento
tvar umoziuje snadnéj$i provadéni ekvivalentni fadkové upravy, aniz by to mélo vliv
na mnoZzinu piipustnych feSeni. Pfi zohlednéni podminek nezapornosti musi byt zaroven

splnéno, Ze vSechny prvky pravé strany rovnic (tj. slozky vektoru b) jsou nezaporné.'®
[51[13]

Metoda zacind uréenim vychoziho zékladniho feSeni tlohy LP. Pokud takové feSeni
existuje, simplexova metoda v kazdém kroku za pouziti simplexové tabulky spocitad nové
zakladni feSeni, které v kazdém kroku posouvé feSeni smérem k hodnoté ucelové funkce,
ktera odpovida stanovenému cili optimalizace. Jedna se o iterativni algoritmus, ve kterém
kazda dalsi tabulka vznika Gpravou pfedchozi. Tento proces sleduje posun mezi jednotlivymi
vrcholy konvexniho polyedru tvofeného mnozinou piipustnych feseni. Po konecném poctu
krokli vypocet bud’ nalezne zékladni feSeni s nejlepsi moznou hodnotou ucelové funkce,

nebo prokaze, ze takové feSeni neexistuje. [1]

10 Lze celou nerovnici vynasobit hodnotou —1, &imZ zaroven dojde ke zméné sméru nerovnosti.
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Obrazek 3: Hrubé schéma simplexové metody

(zdroj:[7])
2.1.2 Simplexova tabulka

Simplexova tabulka v sob¢ spojuje nejen prehlednou formu vypocti, ale zaroven umoziuje
efektivni vyhledavani optimalniho feSeni ulohy LP. Matice omezeni pak obsahuje
jednotkovou submatici, jejiz sloupce urcuji bazické proménné — tedy ty, které maji
v pocatecnim feSeni nenulové hodnoty. Déle je do posledniho fadku tabulky ptfidan i fadek
tcelové funkce ve tvaru f — cTx, jehoz hodnoty slouZi k rozhodovani o pokraovani

vypoctu v dalSich krocich algoritmu.

Tento posledni fadek predstavuje ucelovou funkci ve své anulované podobé, kdy jsou
vSechny proménné pievedeny na levou stranu a na pravé strané zlistdva pouze absolutni ¢len.
Tento ¢len udava aktudlni hodnotu ucelové funkce (zpravidla na pocatku rovnou nule).
Obecny anulovany tvar ucelové funkce lze vyjadiit nasledovné: [1]

f—c1xy —cx—...—Cpxp =0 (2.1)

Vychozi tvar simplexové tabulky je zndzornén v Tab. 4.
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Tab. 4 Vychozi tvar simplexové tabulky

Xl X2 ... Xn Xntl ... Xntm omezeni
ailr a2 ... din 1 0... O b1

a1 ax ... dm 0 1... 0 b

aAml aAm2 ... Amn O O cees 1 bm

-c1 -2 -Cn 0 0 0 f

(zdroj: [2])
2.2 Jednofazova simplexova metoda

Jednofazova simplexova metoda se pouziva v pripadech, kdy jsou vSechna omezeni ulohy
vyjadifena nerovnostmi typu <, protoze ty lze piimo pfevést na soustavu rovnic

v kanonickém tvaru doplnénim piidatnych proménnych.

2.2.1 Vychozi stav jednofazové simplexové tabulky

Cely vypocet je prehledné organizovan pomoci simplexové tabulky, kterda umozZiuje
systematické sledovani postupu feSeni. Po prevedeni omezeni tlohy do soustavy rovnic
a doplnéni pfidatnych proménnych je rovnéZ nutné upravit icelovou funkci do anulované
podoby. V takovém zapisu se vSechny jeji ¢leny nachazeji na levé strané a ve sloupci pravych
stran je hodnota nula. Nasledné je moZzné v jednotlivych iteracich postupné ptechazet

k novym feSenim, kterd zlepSuji hodnotu ucelové funkce. [1]

2.2.2 Test optimality

V kazdém kroku vypoctu simplexovou metodou dochdzi ke zlepSeni nebo zachovani
hodnoty ucelové funkce. Toto zlepSeni zavisi na tzv. redukovanych cenach (koeficientech
vstupujicich proménnych v fadku tucelové funkce). Pokud je alesponn jeden z téchto
koeficientli zaporny (v piipadé¢ maximalizace), nebo kladny (v pifipadé¢ minimalizace),
znamena to, Ze existuje moznost zlepSit hodnotu ucelové funkce zavedenim piislusné
proménné do baze. Pokud se v tfadku ucelové funkce nevyskytuje zadny zlepSujici
koeficient, pak zakladni feeni jiz nelze déle zlepsit a je tedy optimalni. ReSeni aktualni
iterace se z tabulky odecita tak, ze nezdkladnim (eliminovanym) proménnym se ptifadi
hodnota nula, zatimco hodnoty zakladnich proménnych odpovidaji hodnotam ve sloupci

prave strany. [1][2]
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V opacném piipadé se urci kliCovy (pivotni) sloupec, tedy proménna s nejveétsim
zapornym (pfi maximalizaci), resp. nejvétSim kladnym (pfi minimalizaci) koeficientem,

ktera vstoupi do baze. [13]
Formalné plati'': [1]

e pfi maximalizaci je feSeni optimalni, pokud vSechny redukované ceny spliluji

fki =0,k€EN,
 pfi maximalizaci je klicovy sloupec f, = minf;, f; <0, j €N,

e pfi minimalizaci je feSeni optimalni, pokud vSechny redukované ceny spliuji

fi <0,ke€N,
 pfi minimalizaci je kliCovy sloupec fi = maxf;, f; >0, jEN,
kde:
N je mnozina indext nezékladnich proménnych (redukované cenové koeficienty),
zaporné hodnoty f}, signalizuji moznost zvySeni hodnoty tc¢elové funkce,

kladné hodnoty f, signalizuji moznost snizeni hodnoty ucelové funkce.

2.2.3 Vybér kli¢ového (pivotniho) prvku:

Po vyberu klicového sloupce nasleduje urceni kli¢ového Fadku. Pro vSechny kladné prvky
ve zvoleném klicovém sloupci se vypocitaji podily hodnot pravé strany a odpovidajicich

koeficienttl, na jejichz zékladé se uréuje klicovy radek'?.

b; 2.2

t = —l, Aik >0 ( )

kde a;, je kladny prvek v klicovém sloupci a b; odpovidajici hodnota pravé strany.
Vybere se fadek s nejmensim nezapornym podilem, ¢imZ se zajisti zachovani nezapornosti
nového feSeni. Prisecikem klicového sloupce a fadku je potom kli€ovy prvek, ktery slouzi
jako vychozi prvek pro provedeni elementdrnich uprav vedoucich k sestaveni nové

simplexové tabulky v rdmci nasledujici iterace algoritmu. [1]

"1 Pokud hodnota kli¢ového sloupce vychazi shodné pro vice sloupcti, 1ze zvolit libovolné z nich.
12 Pokud minimalni podil vychazi shodné& pro vice fadkd, 1ze zvolit libovolné z nich.
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2.2.4 Prepocet simplexové tabulky

Pro ptepocet simplexové tabulky se vyuziva standardni Gaussova elimina¢ni metoda. Cilem
piepoctu je dosdhnout toho, aby klicovy sloupec obsahoval jednotkovy vektor s hodnotou 1
na pozici klicového prvku a nulami na ostatnich mistech. Zaroven je nezbytné zachovat

jednotkovy tvar ostatnich sloupcti odpovidajicich zdkladnim proménnym.
Prepocet probihd ve dvou krocich:

1. Transformace kli¢ového Fadku se provede tak, ze klicovy tadek se vydéli klicovym

prvkem, ¢imz se na pozici tohoto prvku vytvoii jednicka.

2. Transformace i-tého Fadku (vcetné tadku ucelové funkce) probiha tak,
ze transformovany klicovy tadek (z 1. krokll) vynasobime hodnotou —a;, a pfi¢teme

k prislusnému i-tému fadku, nebo v ptipadé radku ucelové funkce pouzijeme hodnotu —f.

Po realizace simplexové tabulky nasleduje opétovny test optimality pro ovéieni,

zda bylo dosazeno optimalniho feSeni. [1]

2.2.5 ReSeni pFikladu

Algoritmus feSeni ulohy jednofazové simplexové metody Ize shrnout do nasledujicich
bodii: "

1. Sestaveni vychozi simplexové tabulky — doplnéné o ptidatné proménné, vcetné
fadku ucelové funkce v anulovaném tvaru;

2. Test optimality: Pokud jsou vSechny redukované ceny f;, = 0 (pro maximalizaci),
resp. fr < 0 (pro minimalizaci), pak konec a odecteni feSent;

3. Vybér Kkli¢ového sloupce: Zvoli se proménna s nejvetSim ziapornym f
(pro maximalizaci), resp. s nejvetSim kladnym f;, (pro minimalizaci);

4. Vybér klicového radku: min. §; = b, nezapornych;
k

g
5. Prepocet tabulky: Eliminace klicového prvku pomoci ekvivalentnich maticovych
uprav;

6. Opakovani: Postup se opakuje od bodu 2, dokud neni splnéna podminka optimality;

13 Pfevzato a upraveno ze zdroje [5]
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K ilustrativnimu ptikladu (1.6) doplnime ucelovou funkci a zapiSeme jako uplnou tlohu

linedrniho programovani. [1]
max f = 20x; + 14x, (2.3)

za podminek: 0,5x; + 0,25x, < 40
0,5x; + 0,5x, < 60
0,25x, < 25

Xj =0
Kanonicky tvar (1.10):

0,5x1 + 0,25x2 + X3 = 40
0,5x1 + O,SXZ + Xg4 = 60
0,25x, + x5 = 25

Tab. 5: Vychozi simplexova tabulka ptikladu (2.3)

X1 X2 X3 X4 X5 bi

0,5 0,25 1 0 0 40

0,5 0,5 0 1 0 60

0 0,25 0 0 1 25

f -20 -14 0 0 0 0

(zdroj: [1])

Tab. 5 predstavuje vychozi tvar simplexové tabulky, kterd obsahuje piehled zakladnich
proménnych, matici strukturalnich koeficientl, vektor pravych stran a anulovany tvar
ucelove funkce. Pfipustné feSeni obsazené v této tabulce je charakterizovano vektorem
x! = (0; 0; 40; 60; 25) a hodnota ticelové funkce tohoto feseni je f1 = 0, pfiemz toto feseni

odpovidé prvnimu fadku Tab. 3.

Klicovym sloupcem se stava sloupec promeénné x4, pro kterou je redukovana cena —20.
To znamend, ze zvySenim hodnoty této proménné o jednotku dojde k navySeni hodnoty
ucelové funkce o 20 jednotek. Pro srovnani, u proménné x, by byl tento pfiriistek pouze

14 jednotek.
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Po uréeni klicového sloupce nésleduje vybér kli¢ového radku. Ten se stanovi vypoctem
podilti mezi hodnotami pravé strany a odpovidajicimi kladnymi koeficienty ve zvoleném
sloupci, piicemz se vybird nejmensi z téchto nezapornych podilti Pro klicovy sloupec x;
se ziskaji nasledujici podily':

40 60 (2.4)
t = min|—,—| = 80
[0,5 0,5

Tab. 6 zachycuje pritbéh vypoctu simplexové metody od vychoziho tvaru az po nalezeni
optimdalniho feSeni. V prvni iteraci byl jako kli¢ovy prvek uréen prvek 0,5, ktery se nachazi
v pruseciku kli¢ového sloupce x; a kli¢ového fadku. Tento prvek byl vybran jako nejmensi
z podild t = b;/a;;, mezi hodnotami pravé strany a kladnymi prvky ve zvoleném sloupci.
Po prvni iteraci doSlo ke zlepSeni hodnoty ucelové funkce na 1 600. V nésledujici iteraci byl
jako kli¢ovy prvek zvolen prvek 0,25 a vysledna hodnota ucelové funkce po druhé iteraci
¢ini 1 920.

Detailni vypocetni postup jednotlivych iteraci, vcetné¢ vybéru klicovych prvka

a transformace tabulky, bude podrobné rozebran v praktické ¢asti prace.

Tab. 6: Reseni simplexové metody piikladu (2.3)

X1 X2 X3 X4 X5 bi t =Dbi/ay
Vychozi tvar | 0,5 0,25 1 0 0 40 80
0,5 0,5 0 1 0 60 120
0 0,25 0 0 1 25 -
f -20 -14 0 0 0 0
1. iterace 1 0,5 2 0 0 80 160
0 0,25 -1 1 0 20 80
0 0,25 0 0 1 25 100
f 0 -4 40 0 0 1 600
2. iterace 1 0 4 2 0 40
0 1 4 4 0 80
0 0 1 -1 1 5
f 0 0 24 16 0 1920
(zdroj:[1])

14 Podil pro tfeti fadek neni uveden, nebot’ by znamenal déleni nulou, coZ je matematicky nedefinované.
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Z Tab. 6 lze ode&ist, ze vysledkem prvni iterace je feSeni x> = (80; 0; 0; 20; 25) s
hodnotou ucelové funkce f2 = 1 600. Naslednou iteraci byl dosazen odpovidajici vektor
proménnych optimalniho feSeni x°P' = (40; 80; 0; 0; 5) s maximalni hodnotou uéelové funkce
fOPt =1 920. Ob& tato feleni, stejné jako ostatni piipustné feseni x* a x°, odpovidaji
ptipustnym feSenim uvedenym v Tab. 3. ProtoZe Zadné dalsi feSeni z této tabulky nepfinasi

vyssi hodnotu ucelové funkce, neni z pohledu optimalizace nutné v iteracich pokracovat.

Diikazem je Tab. 7, ve které jsou po dosazeni hodnot proménnych x; a x, do ucelové
funkce uvedeny odpovidajici hodnoty funkce. Tato tabulka zaroven umoziuje piechledné

posoudit, které z feSeni dosahuje nejvyssi hodnoty tcelové funkce.

Tab. 7: Vypocet hodnot ucelové funkce pro jednotliva ptipustna feSeni

Reseni x4 X, X3 Xy xs | f=20x; + 14x,
x! 0 0 40 60 25 0
x? 80 0 0 20 25 1 600
x3 40 80 0 0 5 1920
x* 20 100 5 0 0 1 800
x> 0 100 15 10 0 1400

(zdroj: vlastni)

Obrézek 4 znazoriuje priubeh iteraci simplexové metody, konkrétné postup prechodu

mezi jednotlivymi bazickymi feSenimi v rdmci mnoziny piipustnych feseni.

f20x+ 14y=0

Obrazek 4: Grafické znazornéni simplexové metody

(zdroj: vlastni)
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2.3 Dvoufazova simplexova metoda

Dvoufazovéa simplexovd metoda se uplatituje v situacich, kdy omezeni tlohy LP nejsou
vSechna vyjadiena ve formé nerovnic typu <, a proto nelze snadno ziskat vychozi zékladni
feSeni. Jeho nalezeni tvofi samostatnou 1. f4zi vypoctu. Ve II. fazi pak dochézi k optimalizaci
puvodni ucelové funkce atato faze jiz probihd totozné s postupem popsanym

u jednofazové metody.

Pro ucely I. faze je nutné rozsifit soustavu o pomocné proménné, které slouzi
k vytvoreni pocatecniho zakladniho feSeni v ptipadé, kdy standardni jednotkové sloupce
nelze vytvotit pomoci pridatnych proménnych. Aby bylo mozné tyto pomocné promeénné
z vypoCtu odstranit, zavadi se navic pomocna ucelova funkce f’', jejimz cilem je

minimalizace souc¢tu vSech pomocnych proménnych:

f'= Zyi - min = y;+...+y; = min (23)
i

Simplexova tabulka v I. fazi je tak rozSifena o pomocné promeénné a pracuje se s nove
definovanou pomocnou tcelovou funkci a az po Uspé$ném odstranéni vSech pomocnych

proménnych je mozné prejit k optimalizaci pavodni ticelové funkce ve II. fazi vypoctu. [1]

2.3.1 Vychozi stav dvoufazové simplexové tabulky

Pii vytvareni vychoziho tvaru simplexové tabulky ve dvoufazové metodé se uloha, podobné
jako u jednofazové metody, pievadi do soustavy rovnic. Jak jiz bylo uvedeno, vychozi tvar
bude obsahovat nejen pfidatné, ale i pomocné proménné, jejichz zavedeni zavisi

na konkrétnim typu nerovnosti v omezenich.

Tab. 1 shrnuje zplsob, jakym se uréuje znaménko piidatnych proménnych v zavislosti
na typu omezeni. V pfipadé nerovnosti typu > je tieba pfidat pfidatnou proménu
se zdpornym znaménkem (odebrat nadbytek) a soucasné¢ pomocnou proménnou s kladnym
znaménkem. V ptipad€ rovnosti se pfidatnd proménna neuplatituje a do systému se rovnou

vklada pomocné proménna.

Pomocna tcelova funkce se ziska tak, Ze se ve vSech rovnicich osamostatni pomocné
proménné, upravené rovnice se nasledn¢ sec¢tou. Naslednym sectenim téchto rovnic vznikne
jiz diive definovany vyraz (2.5), ktery je dale pifeveden do anulovaného tvaru, aby mohl byt

zafazen do simplexové tabulky. [1]
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2.3.2 Ovéreni pripustnosti FeSeni (1. faze)

Po sestaveni vychozi simplexové tabulky v 1. fazi vypoctu probihd minimalizace pomocné
ucelovée funkce s cilem ovérit existenci piipustného feSeni. Vypocet se fidi stejnym postupem
jako u jednofazové metody, pouze se optimalizuje pomocna uéelova funkce f' a klicovy

sloupec se ur¢uje podle nejvétsiho kladného koeficientu fj .

Pokud se podafi minimalizovat hodnotu pomocné tucelové funkce na f' =0,
pak vzhledem k nezapornosti vSech proménnych musi byt vSechny pomocné proménné
rovny nule. To znamena, Ze bylo nalezeno vychozi ptipustné feSeni piivodni tlohy a vypocet

muze déale pokracovat ve II. fazi, tj. optimalizaci piivodni ucelové funkce. [1]

Naopak, je-li minimum f' > 0, nelze nalézt feSeni, ve kterém by byly vSechny
pomocné proménné nulové. V takovém piipad¢ iloha nema pripustné eSeni, nebot’ zadné

z moznych feSeni nespliuje vSechny omezujici podminky ulohy.

2.3.3 Optimalizace ptivodni ucelové funkce (II. faze)

Po uspésném ukoncenti 1. faze, tedy po eliminaci v§ech pomocnych proménnych a dosazeni
hodnoty pomocné ucelové funkce f' = 0, nasleduje II. faze vypoctu. V této ¢asti vypocet
pokracuje podle pravidel jednofazové simplexové metody. Zakladni proménné ziskané

v 1. fazi jsou zachovany a dale upravovany s cilem optimalizace ptivodni ucelové funkce. [1]

2.3.4 ReSeni pFikladu

Algoritmus feSeni ulohy jednofdzové simplexové metody lze shrnout do nasledujicich
bodu:'?

1. Sestaveni vychozi simplexové tabulky — doplnéné o pfidatné a pomocné proménné,
veetné fadku ucelové funkce a pomocné ucelové funkce v anulovaném tvaru;

2. 1. faze — Vybér kli¢ového sloupce: Zvoli se proménna s nejvétsim kladnym f;

3. Vybér klitového Fadku: min. f; = - z nezapornjch;
ik

4. Prepocet tabulky: Eliminace klicového prvku pomoci ekvivalentnich maticovych
uprav;
5. Test pripustnosti: Postup se opakuje od bodu 2, dokud neni dosazeno f' =0,

poté nasleduje piechod do II. faze, jinak nema ptipustné feSeni;

15 Pfevzato a upraveno ze zdroje [5]
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6. II. faze — Test optimality: Pokud jsou vSechny redukované ceny f, =0
(pro maximalizaci), resp. fi, < 0 (pro minimalizaci), pak konec a odecteni feSenti,
7. Vybér Kkli¢ového sloupce: Zvoli se proménna s nejvétSim zapornym fj

(pro maximalizaci), resp. s nejvétsim kladnym f, (pro minimalizaci);
8. Vybér kli¢ového Fadku: min. §; = ab—k z nezépornych;
9. Prepocet tabulky: Eliminace klicového prvku pomoci ekvivalentnich maticovych
uprav;
10. Opakovani: Postup se opakuje od bodu 6, dokud neni splnéna podminka optimality;
Z ukézkového ptikladu (2.3) upravime omezeni tak, aby bylo mozné ilustrovat

dvoufazovou simplexovou metodu.
max f = 20x; + 14x, (2.6)

za podminek: 0,5x; + 0,25x, < 40
0,5x; + 0,5x, = 60
0,25x, > 25

Xj =0
Rozsifeny kanonicky tvar:

O,5x1 + O,ZSXZ + X3 = 40 (27)
0,5x; + 0,5x, — x4 +y; = 60
0,25x, — x5 + y, = 25

Doplnéni podle schématu (1.7):

X1 (2.8)

05 025 1 0 0 0 O0\[uxs 40
05 05 0 —1 0 1 0]|xs =<60>
0 025 0 0 -1 0 1

V1
V2

Z doplnéné soustavy podle schématu (2.8) vyplyva, ze zakladni feSeni je urceno vektory
x! = (0; 0; 40; 0; 0) a y' = (60; 25). Hodnoty ve vektoru x' odpovidaji strukturdlnim
a piidatnym proménnym, zatimco vektor y! obsahuje hodnoty pomocnych proménnych,
které tvoii jednotkové sloupce v rozsifené matici. Dosazenim hodnot vektoru x!' do omezeni
zadané ulohy (2.6) zjistime, ze feSeni nespliiuje vSechny omezujici podminky ptivodni tilohy

LP, a tedy neni piipustné.
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Tab. 8: Hodnoty ptidatnych a pomocnych proménnych

Omezeni Leva | Relace | Prava | splnéno rozdil

strana strana
X y

0,5x1 + 0,25X2 < 40 0 < 40 Ano 40 -
0,5%, +05%, =60 | 0 > 60 Ne | 0 | 60
0,25x, = 25 0 > 25 Ne | 0 | 25

(zdroj: upraveno podle [1])

Z ptilozené tabulky lze odecist, Ze pouze prvni omezujici podminka je v aktudlnim

zakladnim feSeni x!

splnéna, odpovidd nenulova hodnota ptidatné proménné x; = 40.
Naproti tomu druh¢ a tfeti omezeni porusena jsou. Rozdil mezi pravou a levou stranou je
u druhé podminky roven 60 a u tfeti 25, coz piimo odpovidd hodnotam pftislusnych
pomocnych proménnych y; = 60 a y, = 25. To znamend, Ze ob¢ pomocné proménné

signalizuji miru poruSeni pfisluSnych omezeni. [1]

Z uvedeného vyplyva, Ze piipustné feSeni tlohy lze ziskat pouze tehdy, pokud budou
vSechny pomocné proménné nabyvat nulovych hodnot, coz je dosaZeno minimalizaci

pomocné ucelové funkce f' v 1. fazi vypoctu.

Po ptevedeni vSech pomocnych proménnych na jednu stranu rovnic a sectenim podle
vztahu (2.5) vznikne pomocné ucelova funkce. Ta je nasledn€ upravena do anulovaného

tvaru pro zafazeni do simplexové tabulky.

v, =60 — 0,5x; — 0,5x, + x4 (2.9)
yz == 25 - 0,25x2 + x5

f'=y+y,=60—005x; —0,5x, + x4 + 25 — 0,25x, + x5 =
=85 —0,5x; — 0,75x, + x4 + x5

V anulovaném tvaru mé potom pomocna ucelova funkce tuto konecnou podobu:
f'"+0,5x; +0,75x, — x4, — x5 = 85

Vychozi simplexové tabulka doplnénym o pomocné proménné a fadek pomocné

ucelové funkce bude mit nasledujici podobu:
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Tab. 9: Vychozi simplexova tabulka pro dvoufazovou simplexovou metodu

X1 X2 X3 X4 X5 Y1 Y2 bi

0,5 0,25 1 0 0 0 0 40

0,5 0,5 0 -1 0 1 0 60

0 0,25 0 -1 0 1 25

fl -20 -14 0 0 0 0 0 0
1l 05 0,75 0 -1 -1 0 0 85

(zdroj: vlastni)

Kli¢ovy prvek se urc¢i podle predchoziho metodického postupu a nasledné se provede

prepocet simplexové tabulky pomoci ekvivalentnich maticovych uprav, jak ukazuje Tab. 10.

Tab. 10: 1. faze — minimalizace pomocné tcéelové funkce f'

L. faze X1 X2 | x3 X4 xs | yi | Y2 b; t =bi/ay
Vychozitvar | 0,5 025 | 1 0 0 0 0 | 40 80
05 05| 0 -1 0 1 0 | 60 120
0 025| O -1 0 1 25 -
f 20 -14 | 0 0 0 0 0
f 05 075| 0 -1 -1 0 0 85
1. iterace 0,5 0 1 0 1 0 -1 15 15
05 0 0 -1 2 1 2 | 10 5
0 1 0 4 0 4 | 100 -
f 20 0 0 0 56| 0 | 56 |1400
f 05 0 0 -1 2 0 3 | 10
2.iterace | 025 0 1 05 0 |-05] 0 10
025 0 0 05 1 | 05| - 5
1 1 0 2 0 2 120
f -6 0 0 28 0 | 28 | 0 [1680
f 0 0 0 0 0 S| 0

(zdroj: [1])
Po prvni iteraci byla hodnota pomocné téelové funkce rovna f' = 10 a v fadku f}
se stadle nachazi kladny koeficient, coZ znamend, Ze minimalizace muZze pokracovat.
Ve druhé iteraci se podafilo dosahnout hodnoty f' = 0 a zarover jiz zadny kladny koeficient

v fadku f;, nezbyva. Lze tedy uzaviit, Ze tloha ma ptipustné feseni.

Timto fesenim je x> = (0; 5; 10; 0; 5) a y> = (0; 0) a zarovet hodnota ptivodni uéelové

funkce dosahuje f3 = 1 680 a pomocna tcelova funkce f'3 = 0. Vzhledem k tomu, Ze
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hodnota pomocné tcelové funkce je nulova, predstavuje feseni x> sou¢asné vychozi zakladni
feSeni ptivodni ulohy LP.

Nalezenim vychoziho piipustného feseni je ukoncena I. faze vypoctu dvoufazové
simplexové metody. Pomocné proménné, stejné¢ jako pomocna ucelova funkce, jiz dale
nevstupuji do vypoctu a nejsou nadéale zvazovany. Ve II. fazi vypoctu je optimalizovana

puvodni ucelova funkce. [1]

Tab. 11: Optimalni feseni ptikladu (2.6)

I fAze | x1 X2 | x3 X4  Xs bi t =Dbi/ay
2. iterace | 0,25 0 1 0,5 0 10 20
0,25 0 0 -0,5 1 5 -
1 1 0 -2 0 120 -
f -6 0 0 -28 0 | 1680
3.iterace | 0,5 0 2 1 0 20
0,5 0 1 0 1 15
2 1 4 0 0 160
f 8 0 56 0 0 [2240

(zdroj: [1])
Po provedeni piepoctu simplexové tabulky ziskame nové fedeni x* = (0; 160; 0; 20; 15)
s odpovidajici hodnotou ucelové funkce f = 2 240 (viz Tab. 11). Timto je vypocet ve 1. fazi

ukoncen, nebot’ nalezené feseni je jiZ optimalni.
Grafické FeSeni:

Grafické zndzornéni vychazi z omezujicich podminek, které tvofi oblast pfipustnych
feSeni. Jednotlivd omezeni jsou znazornéna graficky pomoci dosazeni jedné proménné rovné
nule a dopocitani druhé, ¢imz vznikaji pfimky vymezujici pfislusné poloprostory. Vysledné
znazornéni je uvedeno na Obrazek 5, ktery zachycuje pribéh kazdého omezeni a jejich

prunik tvofi mnozinu piipustnych feseni v prvnim kvadrantu.
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0,5x; + 0,25x, < 40 0,5x; + 0,5x, = 60 0,25x, = 25
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130

Obrazek 5: Grafické znazornéni ptikladu (2.6)

(zdroj: vlastni)



38 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Obrazek 5 znazornuje, ze mnozina pfipustnych feSeni tvoii konvexni polyedr
vymezeny vrcholy ABCD. Po téchto vrcholech nasledné postupuje simplexova metoda
s cilem nalezeni optimalniho feSeni. Nasledujici Tab. 12 uvadi vSechna zakladni feSeni.
U piipustnych feSeni je uveden také odpovidajici vrchol konvexniho polyedru a hodnota

ucelové funkce vypoctena dosazenim.
Kénonicky tvar (bez pomocnych proménnych y;):

0,5x1 + O,ZSXZ + X3 = 40 (210)
O,le + O,SXZ — Xy = 60
0,25x, — x5 = 25

Pocet zédkladnich feseni: (g) =10

Tab. 12: Vypocet hodnot tcelové funkce podle soufadnic

X Xy X3 X4 x5 | Vrchol | f = 20x; + 14x,
ptipustné 20 100 5 0 0 A 1 800
ptipustné 30 100 0 5 0 B 2 000
ptipustné 0 160 0 20 15 C 2240
ptipustné 0 120 | 10 0 5 D 1 680

nepiipustné 0 0 40 60 | -25
nepiipustné 80 0 0 -20 | -25

nepiipustné 40 80 0 0 -5
nepiipustné 120 0 -20 0 -25
nepripustné 0 100 15 -10 0

nepiipustné - 0 - - 0

(zdroj: viastni)
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2.4 Dualitav LP

Kazda uloha LP ma svou odpovidajici dualni ulohu (model), ktera je s ni izce propojena.
Obe tyto ulohy vychazeji ze stejnych strukturnich a omezujicich koeficientti, avSak takovym
zpisobem, ze pokud je jeden z téchto problémti maximalizacni, pak druhy je minimaliza¢ni.
Pokud existuje konecné optimalni feSeni obou uloh, pak plati, Ze hodnoty jejich ucelovych

funkci jsou si rovné. [12]

Uloha, ktera byla formulovana jako prvni, se obvykle oznaduje jako primarni a na jejim
zakladé 1ze podle stanovenych pravidel sestavit dualni ulohu. Vztah mezi témito dvéma
ulohami je vzajemny, protoze z kazdé dualni ulohy Ize zpétné odvodit odpovidajici primarni
ulohu. To, kterd z tloh je oznacena jako primérni a kterd jako dudlni, neni urceno jejim

matematickym zapisem. [14]

Transformace Transformace
Primadrni tloha —— Dudlni dloha — Primdrni uloha

Obrazek 6: Ilustrace transformace mezi primarni a duélni alohou

(zdroj:[15])
Duaélni tlohu Ize podle zpiisobu zadani primérni tlohy rozdélit na dva typy. Pokud jsou
vSechna omezeni v primarni tUloze formulovdna ve tvaru nerovnic, hovofime
o tzv. soumérném (symetrickém) tvaru. V pfipadé, ze nékterd z omezeni maji podobu

rovnic, jednd se o tvar nesoumérny (nesymetricky). [14][15]

2.4.1 Symetricka dualni aloha

Dudlni ulohu lze sestavit pfimo pomoci obecné uznavaného vztahu mezi koeficienty ticelové

funkce, matici omezeni a pravou stranou.

Vzajemny vztah'S: [12]

Primarni tloha: Dualni uloha: (2.11)
cTx - max bTy - min
Ax < b ATy > ¢
x=0 y=0

16 Pokud je primérni uloha formulovana jako maximalizaéni.



40 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

kde T znaci operaci transpozice — fadky se stanou sloupci a sloupce radky.

Maticové zndzornéni prevodu dudlni tlohy z ukazkového piikladu (2.3):

Priméarni Gloha: Dualni tloha:
max f(x) = (20 14)x ming(y) = (40 60 25)y
cT bT
0,5 0,25 40 05 05 0 20
<o,5 0,5 )x < (60) (0,25 0,5 0,25)3’ = (JJQ
0 0,25 25 AT c
b Vi =0
Xj >0
Vizualni piehled prevodu dudalni ulohy z ukézkového prikladu (2.3):
Primarni uloha: Dualni 0loha:
max f(x) 5 20x; + 14x, min g(y) =40y, + 60y, + 25y,
0,5x1 |+10,25x, |< 40 0,5y, + 0,5y, >|20
0,5x; |+ 0,5x, < 60 0,25y, + 0,5y, + 0,25y5; >|14
0,25x, < 25
Xj =0 Yj >0

Pokud nékteré omezujici podminky primarni lohy nejsou vyjadieny v pozadovaném
standardizovaném tvaru, je nutné je pted sestavenim duélni lohy vhodné upravit. Nejcastéji
se Uprava provadi vyndsobenim dané¢ho omezeni hodnotou —1, ¢imZ se dosahne potifebného
tvaru pro pifevod mezi primarni a duédlni lohou.

Znazornéni postupu upravy omezeni vychazejici z ukdzkového ptikladu (2.6):

Primarni loha: (2.12)

max f = 20x; + 14x,

0,5x; + 0,25x, < 40

-1

0,5x; + 0,5x, = 60 = —0,5x; — 0,5x, < —60
-1

O,ZSXZ >25- —O,ZSXZ < -25

XJZO
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Dualni Gloha:

min g = 40y; — 60y, — 25y,
0,5y1 - 0,5y2 2 20
0,25y; — 0,5y, — 0,25y; > 14

ijO

2.4.2 Nesymetricka dualni iloha

Na rozdil od symetrického piipadu, kdy lze dudlni ulohu sestavit pfimo na zaklad¢
standardniho vztahu, vyZaduje nesymetrickd tloha pravu rovnic na nerovnice, aby bylo
mozné urCit odpovidajici dudlni model. Po této upravé lze nasledné vyuzit postup

pro symetrickou dudlni formulaci.

Pro feSeni nesymetrick¢ dualni ulohy Ize vyuzit dva pfistupy feSeni. V ramci
ukéazkového ptikladu (2.3) bude jeden z omezujicich vztahli nahrazen rovnosti, aby bylo

mozné ilustrovat vznik nesymetrické dudlni ulohy.

max f = 20x; + 14x, (2.13)
0,5x; + 0,25x, = 40
0,5x; + 0,5x, <60

0,25x, < 25

X]ZO

1. pFistup:

Rovnost v prvnim omezeni Ize nahradit dvojici nerovnosti ve tvaru < a >,

¢imz se prevede na dvé samostatné podminky. [9]

Primarni tloha: Dualni tloha: (2.14)
max f(x) = 20x; + 14x, min g(y) = 40y, — 40y, + 60y; + 25y,
0,5x; + 0,25x, < 40 0,5y; — 0,5y, + 0,5y; > 20

(0,5x; + 0,25x, = 40) x(—-1) 0,25y, — 0,25y, + 0,5y5 + 0,25y, > 14
0,5x; + 0,5x, < 60
0,25x, < 25

xj =0 y; =0
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2. pristup:

V tomto piistupu se k i-tému omezeni formulovanému jako rovnost, v naSem ptikladu
prvni, pfifadi pfislusnd dualni proménna, kterd je nazyvana jako volna proménna (URS).
Takova proménna nemusi byt nezaporna, a proto se pii dalSim vypoctu zavadi jako rozdil

dvou nezépornych proménnych, jak ilustruje vztah (1.5).

— ot
Xp =X —Xx,

+ -
XX 2 0
Pti zavedeni volné proménné nelze v zakladnim pfipustném feSeni pfipustit, aby ob¢
slozky xj+ a x; byly soucasn¢ kladné. Kazda URS proménna tak musi v feSeni spadat do
jedné ze tfi situaci: [9]
+ - —0-
1. x> O,xj =0:

proménna x; je kladna, vysledek odpovida x; = xj+.

+_ a—
2. X; —O,xj >0

proménna x; je zaporna, vysledek odpovida x; = —x; .

x; = 0, proménna v feSeni nenabyva zadne hodnoty.

Primérni uloha: Dualni tloha: (2.15)
max f(x) = 20x; + 14x, min g(y) = 40y, + 60y, + 25y,
0,5x; + 0,25x, = 40 0,5y, + 0,25y, > 40
0,5x; + 0,5x, <60 0,25y, + 0,5y, + 0,25y; = 60
0,25x, < 25
xj =20 y1URS,y, =20,y =0

Prehled vz4jemnych vztahi mezi prvky primarni a dudlni Glohy shrnuje Tab. 13.
Ta poskytuje systematické srovnani jednotlivych sloZzek obou modelt — tcelové funkce,
pravé strany, omezeni i typu proménnych — a ukazuje, jak si jednotlivé komponenty v ramci

duality navzajem odpovidaji.
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Tab. 13: Vztah mezi primarni a dualni alohou

Primarni uloha

Dualni tloha

Maximalizovat

Minimalizovat

Minimalizovat

Maximalizovat

Koeficienty ucelové funkce

Prvky pravé strany omezeni

Prvky pravé strany omezeni

Koeficienty ucelové funkce

i-ty fadek matice omezeni

i-ty sloupec matice omezeni

Jj-ty sloupec matice omezeni

Jj-ty fadek matice omezeni

i-t¢ omezeni typu <

i-td proménna y; = 0

i-t¢ omezeni typu =

i-ta proménna y; < 017

i-t¢ omezeni typu =

i-ta proménna volna (URS)

J-ta proménna x; = 0

Jj-té omezeni typu =

J-ta proménna x; < 018

Jj-té omezeni typu <

Jj-ta proménnd volna (URS)

j-té omezeni typu =

2.5 Odecteni simplexové tabulky

(zdroj: [9])

Kromé hodnot strukturnich a pfidatnych proménnych lze z optimalni simplexové tabulky

vycist 1 dalsi informace, které maji zdsadni vyznam pro interpretaci vysledkd. Mezi tyto

informace patii zejména stinové ceny a redukované ceny, které¢ poskytuji pfimou vazbu

mezi strukturou omezeni a hodnotou ucelové funkce. [1]

Ptehledné urceni stinovych a redukovanych cen v rdmci simplexové tabulky znézoriuje

Tab. 14.

17 Pro zachovani nezapornosti se proménné < 0 v zna¢i s opaénym znaménkem (—y).
18 Pro zachovani nezapornosti se proménné <0 v znadi s opaénym znaménkem (—x).
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Tab. 14: Urc€eni stinovych a redukovanych cen

Strukturni proménné Ptidatné proménné Prava strana
X1 X2 Xn Xn+1 Xn+2 Xn+m bi
_ ‘ Hodnoty zakladnich
Strukturni koeficienty Strukturni koeficienty
proménnych
fi f2 fn Uy Uy ... | Up+m | Hodnota tcel. funkce
Redukované ceny Stinové ceny

(zdroj: [1])
2.5.1 Stinové ceny

Stinové ceny (neboli dudlni hodnoty) piedstavuji hodnoty pfifazené jednotlivym omezujicim
podminkam a vyjadiuji, o kolik se zméni hodnota celové funkce pti jednotkové zméne
pravé strany daného omezeni. Pti feSeni dudlni ulohy pak hodnota ucelové funkce odpovida

soucinu vektoru stinovych cen a vektoru pravych stran primarni ulohy, podle vztahu: [1]

Préaci se stinovymi cenami si demonstrujeme na ukazkovém ptikladu (2.3), vyuZzijeme

pfi tom posledni iteraci simplexové metody uvedenou v Tab. 6.

Tab. 15: Optimalni feseni ptikladu (2.3)

X1 Xy | X3 Xy Xs b

1 0 4 -2 0 40

0 1 -4 4 0 80

0 0 1 -1 1 5

f 0 0 24 16 0 1920

(zdroj: [1])
Stinové ceny pfifazené jednotlivym omezeni jsou: u; =24, u, =16, uz =0.

Optimalni hodnota duélni tlohy musi byt 1 920, nebot’ podle principu duélniho feseni plati,

ze obé ulohy sdileji stejnou optimalni hodnotu ucelové funkce.
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Vypocet podle vztahu (2.16):

Pro ilustraci praktického vyznamu stinovych cen bude v nésledujici ¢asti ukézano,
jak se zméni hodnota ucelové funkce pii Gprave prvki ve vektoru pravych stran. Konkrétné
se zaméfime na upravené zadani ukazkového piikladu (2.3), ve kterém doslo ke zméné

hodnot omezujicich podminky.
max f = 20x; + 14x, (2.18)

0,5x; + 0,25x, < 41
O;5x1 + O,5x2 <58
0,25x, < 30

XJZO

Pravé strany omezeni byly upraveny tak, ze k prvni bylo pfiteno +1, ke druhé —2
a ke tfeti +5 jednotek. Dopad téchto zmén na hodnotu ucelové funkce lze vyjadrtit pomoci

vztahu:
f=1920 +u; — 2u, + S5u3 =1920+24 —-2%16 + 5% 0 = 1912 (2.19)

Tab. 16: Optimalni feSeni dopadu zmén pravych stran piikladu (2.18)

X, Xy X3 X4 Xs b

1 0 4 2 0 48
0 1 -4 4 0 68

0 0 1 -1 1 13

f 0 0 24 16 0 1912

(zdroj: vlastni)
2.5.2 Redukované ceny
V rédmci testu optimality pfi feSeni simplexové metody redukované ceny ptedstavuji hodnoty
piifazené ke strukturnim proménnym. V piipadé maximalizatni Ulohy se jedna
o potiebné zvyseni tohoto koeficientu, zatimco v pfipad¢ minimaliza¢ni tlohy je nutné, aby

doslo k jeho snizeni. [1]
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Pro interpretaci redukovanych cen z; je vhodné si uvédomit, Ze jejich hodnotu lze
vyjadtit jako rozdil:
zi=u"a; — ¢ (2.20)
kde:

a; — j-ty sloupec strukturnich koeficientu A (omezeni),

uTaj — skalarni soucin vektoru stinovych cen s vektorem a;, ktery reprezentuje celkové

ocenéni zdroju potfebnych pro realizaci j-t€ho procesu,
¢j — vyjadiuje piinos této proménn¢ (naptiklad zisk).

Redukovand cena z; poskytuje informaci o efektivit€ zafazeni dané proménné
do optimalni baze. Situaci shrnuje Tab. 17, na jejimz zaklad¢ lze rozlisit tfi mozné piipady.

Tab. 17: Interpretace redukované ceny v zavislosti na typu tlohy

Piipady | Maximalizace Minimalizace

z; >0 Proménné neni efektivni pro | Proménna miiZe zlepsit feSeni

zatazeni do optimalni baze."”

z; <0 | Proménna mize zlepsit feSeni | Proménna neni efektivni pro

zatazeni do optimalni baze.*

z;=0 Proménna je efektivni pro zafazeni do optimalni baze

(zdroj: vlastni zpracovani podle [1])

v

Pro ilustraci prace s redukovanymi cenami rozsifime ukazkovy piiklad (2.3) o novou

strukturni proménnou x; véetné prislusnych koeficientli v omezujicich podminkéch. [1]
maXf = 20x1 + 14‘.7(2 + 12.X3 (221)
0,5x; + 0,25x, + 0,2x3 < 40
0,5x1 + O,sz + 0,3.7(3 <60

0,25x, + 0,5x3 < 30

XjZO

19 Koeficient ¢; by musel byt zvySen minimalné o z;, aby se stala efektivni.
20 Koeficient ¢; by musel byt zvysen minimaln¢ o z;, aby se stala efektivni.
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Pro rozhodnuti, zda zaradit novou proménnou, se vypocita jeji redukovana cena.
Ocenéni zdroji u proménné x5 je:
ula; = 0,2u; + 0,3u, + 0,5u3; = 0,224+ 0,316+ 0,50 =9,6 (2.22)
Nasledné¢ se redukovana cena vypocita jako
z3=96—-12=-2,4 (2.23)

Hodnota redukované ceny z; ukazuje, Ze je efektivni zaradit proménnou x5 do baze.

2.6 Moznosti zakonceni uloh LP

Pti feSeni uloh LP pomoci simplexové metody muze vypocet skoncit n¢kolika zpisoby
v zavislosti na vlastnostech modelu i1 vstupnich datech. VySe uvedeny Obrazek 2 predstavuje
jednotlivé mozné scénafe zakonceni vypoctu. V nasledujicim textu si pfiblizime, jak k témto

situacim dochazi a jak je Ize identifikovat v simplexové tabulce.

2.6.1 Uloha s jedinym optimalnim FeSenim

Jedin€ optimalni feSeni nastava tehdy, jsou-li vSechny redukované ceny z; u nezakladnich
proménnych v simplexové tabulce kladné (pfi maximalizaci), resp. zaporné
(pf1 minimalizaci). To znaci, Ze Zadn4 z nezékladnich proménnych nemuiZe vstoupit do baze
bez zhorSeni hodnoty ucelové funkce. V diisledku toho je dosaZené teSeni jednoznacné

optimalni. [1]

2.6.2 Uloha ma alternativni optimalni ¥eSeni

Alternativni optimalni feSeni nastava tehdy, pokud kromé& optimalni baze existuji 1 dalsi
feSeni se stejnou hodnotou ucelové funkce. Pokud je pii vybéru kli¢ového sloupce zvolen
néktery z téch, ktery neni soucasti baze a zaroveil nulovou hodnotou v fadku ucelové funkce,

muze dojit k nalezeni alternativniho optimalniho feSeni. [1]

Z ukézkového prikladu (2.3) bude pro ucely demonstrace upravena ucelova funkce, aby

bylo mozné ilustrovat vznik alternativniho optimalniho feSeni.
max f = 20x; + 20x, (2.24)

0,5x; + 0,25x, < 40
0,5x; + 0,5x, < 60
0,25x, < 25
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Optimalni feseni spolu s jeho alternativni variantou je zndzornéno v Tab. 18.

Tab. 18: Alternativni optimalni feSeni

X1 Xy | X3 X4 Xs b

1 0 4 -2 0 40

0 1 4 4 0 80

0 0 1 -1 1 5

f 0 0 0 40 0 2 400

1 0 0 2 -4 20

0 1 0 0 4 100

0 0 1 -1 1 5

0 0 0 40 0 2 400

(zdroj:[1])

V disledku zmény se zméni simplexova tabulka. Z Tab. 18 je patrné, Ze optimalni

feseni je x! = (40; 80; 0; 0; 5) a zaroven koeficient u nezdkladni proménné x;
v ucelovém tadku je nulovy. Zvolenim x; jako kli¢ového sloupce, dojde k vyméné baze
a ziskdme nové optimalni feseni x> = (20; 100; 5; 0; 0), které ma stejnou hodnotu ucelové

funkce.

Jak je pozorovat z Obrazek 7, optimalni feSeni ptrikladu (2.24) neni reprezentovano
jednim vrcholem mnoZziny pfipustnych feSeni, ale lezi na jeji hrané. Konkrétné se jedné o
usecku mezi dvéma extrémnimi body, kde proménné x; miiZze nabyvat hodnot z intervalu
[20; 40], zatimco odpovidajici hodnoty proménné x, nélezi intervalu [80;100], pficemz

ze strukturdlniho feSeni v bazi dale vyplyva, Ze mezi proménnymi plati vztah:
X1 +x, =120 (2.25)

Mozné kombinace téchto hodnot a odpovidajici hodnoty ucelové funkce uvadi Tab. 19
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20 40

20)(1 + 20)(2 =0

Obrazek 7: Alternativni optimalni feseni
(zdroj: vlastni)

Tab. 19: Mozné kombinace hodnot x; a x,

X1 | Xp | f=20x1 +20x,
25 | 95 2400
30 | 90 2400
32 | 88 2400
39 | 81 2400

(zdroj: vlastni)

V praxi jsou alternativni optimalni feSeni uZite¢nd, protoze si miiZzeme vybrat z vice

moznosti, aniz by doSlo ke zhorSeni hodnoty ucelové funkce. Pokud dany piiklad

predstavuje situaci vyrobniho mixu, mize byt vyhodné nabizet na trhu dva produkty misto

jednoho. [15]
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2.6.3 Uloha nem4 omezenou hodnotu uéelové funkce

Tento typ zakonceni vypoctu nastava v piipadé¢, kdy koeficienty ve kli¢ovém sloupci jsou
zaporné, nebo neni mozné vybér klicového fadku kvili d€leni nulou. Takova situace znaci,
ze lze neomezené zvySovat (nebo snizovat) hodnotu ucelové funkce bez poruseni omezeni,

a tedy optimaliza¢ni uloha nem4 omezené feseni.?!
Zvazme nasledujici jednoduchy ukazkovy ptiklad ze zdroje [1]:
max f = x; + 2x, (2.26)

za podminek: x; — x, < 12
—le + Xy <8

XJZO

Tab. 20 simplexové metody pro priklad (2.26) zachycuje prubéh feseni, ve kterém dojde k

ukonceni vypoctu z divodu neomezené hodnoty ticelové funkce.

Tab. 20: Neomezena hodnota ucelové funkce

Xy Xy | X3 X4 b

-1 0 1 1 20

Neomezeny prostor feSeni miize naznacovat, ze model je Spatn¢ sestaven. Nejéastéji to

byva zplisobeno tim, ze néktera klicova omezeni nebyla do modelu zahrnuta. [15]

2.6.4 Uloha nemi p¥ipustné FeSeni

Tato situace predstavuje posledni mozny zpusob zakonceni vypoctu a souvisi s vyuzitim
dvoufazové simplexové metody. V I. fazi této metody je cilem minimalizovat pomocnou
ucelovou funkci, jejimz G€elem je zjistit neptipustnost ulohy. Pokud se pomocnou ucelovou
funkci podaii dosdhnout hodnoty nula, znamena to, Ze vSechny nepfipustné slozky byly

odstranény a bylo nalezeno piipustné feseni ptivodni ulohy.? [1]

2! Anglicky se nazyva unbounded solution
22 Anglicky se nazyva infeasible solution
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II PRAKTICKA CAST
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3 STUDIJNI OPORA

V této Casti se zamétime na konkrétni piiklady uloh LP a budou feSeny jak maximalizacni,

tak minimaliza¢ni varianty.

Cilem kapitoly je nejen poskytnout soubor fesenych uloh, ale zdroven vytvoftit studijni
oporu, kterd neslouzi pouze jako formalni vyklad, ale také jako piehledny privodce fesenim

jednotlivych typt uloh od zadani az po vysledek.

Veskeré tabulky uvedené v této kapitole jsou vlastni tvorbou a byly zpracovany za

ucelem ilustrace a podpory vykladu fesenych tloh.

3.1 Ilustrativni FeSené priklady

Tato podkapitola obsahuje pét ptikladi uloh LP, které demonstruji pouziti simplexové
metody pro maximaliza¢ni 1 minimaliza¢ni tlohy s riiznymi typy omezeni (<, >, =) a jejich
kombinacemi. Pfiklady byly zvoleny tak, aby pokryvaly typické situace, se kterymi se l1ze
v ramci LP bézné setkat, od zakladnich uloh az po ptipady vyzadujici pouziti dvoufazové

metody.

Prvni tfi ptiklady budou rozpracovany podrobné, aby byly zfejmé veskeré kroky a
odli$nosti v postupu feSeni. U ctvrtého a patého piikladu bude vénovana pozornost

predevsim vypocetni ¢asti, protoZe zakladni principy byly objasnény v pfedchozich feSenich.
Ptiklady budou zahrnovat tyto kroky:
1. Pfevod omezeni do kanonického tvaru
2. Sestaveni vychozi tvaru simplexové tabulky
3. Vybér klicového prvku a feseni iteracemi simplexové metody
4. Odecteni feSeni a formulace dualni Glohy
Ptehled fesenych piikladi:
o Priklad 1: Maximaliza¢ni uloha s omezenimi ve tvaru <
o Priklad 2: Minimaliza¢ni Gloha s omezenimi ve tvaru >
o Priklad 3: Maximaliza¢ni tloha s omezenimi ve tvaru =
o Priklad 4: Maximaliza¢ni uloha s kombinovanymi omezenimi

o Priklad 5: Minimaliza¢ni uloha s kombinovanymi omezenimi
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3.1.1 Maximaliza¢ni iloha s omezenimi ve tvaru <
Vlastni ptiklad pro procvicovani:
max f(x) = 3x; + 5x, 3.1
za podminek: 3x; + 2x, < 10
X, <15
4x, <20
Xj >0

Pokud jsou vSechna omezeni ve tvaru <, neni nutné pfidavat ume¢lé proménné, staci
zavést pouze pifidatné proménné, které umozni prevést nerovnice do kanonického tvaru

rovnice.

Celkovy pocet proménnych v Uloze mizeme urcit tak, Ze seCteme pocet zakladnich
proménnych v ucelové funkci f a pocCet omezeni. Kazdé omezeni rozsifime o jednu

ptidatnou proménnou, kterad se v dané rovnici objevi s koeficientem 1.
Celkovy pocet proménnych: 2 +3 =5
Kanonicky tvar:
3x1 + 2x2 + X3 = 10
Xy + X4 = 15
4x, + x5 = 20
Ugelova funkce f se zapisuje do posledniho fadku simplexové tabulky, vynasobenim viech

koeficientu -1.

Tab. 21: Vychozi tvar simplexové tabulky ptikladu (3.1)

X1 X2 X3 X4 Xs bi

3 2 1 0 0 10

1 0 1 0 15

4 0 0 0 1 20
A 5 0 0 0 0
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Po sestaveni vychozi simplexové tabulky urc¢ime klicovy sloupec a klicovy tadek,
abychom mohli zahdjit iterace. Pfi maximaliza¢ni tloze je klicovym sloupcem ten, ktery
obsahuje nejmensi zaporny koeficient v fadku ucelové funkce. Klicovy fadek pak urcujeme
jako ten s nejmensi kladnou hodnotou, podilem pravé strany (b) a odpovidajiciho prvku

v klicovém sloupci.

Tab. 22: Nalezeni klicového sloupce a fadku z Tab. 21

X1 X2 X3 X4 X5 b; t =Dbi/amn
1.t. 3 2 1 0 0 | 10 5
2.k 0 1 0 1 0 | 15 15
3.F 4 0 0 0 1 | 20 -
4.5 f| 3 5T 0 0 0 0 -

Kli¢ova hodnota se nachazi na praseciku klicového sloupce a fadku (hodnota 2). Iteraci
zah4jime tak, ze cely kli¢ovy fadek vydélime hodnotou 2. Tim ziskdme v nasledujici tabulce
transformovany klicovy tadek, ve kterém je hodnota na misté¢ ptivodniho klicového

prvku 1.

Nasledné provedeme transformaci vSech fadki tak, aby ve sloupci, kde se nachazi
klicova proménna (v tomto piipadé x,), byly ve vysledné tabulce nuly. Tento postup

odpovida Gaussové eliminaci.

Tab. 23: Prvni iterace Tab. 22

1. iterace X1 X2 X3 X4 X b;
5.1 32 1 12 0 0 5
6. 1. -3/2 0 -172 1 0 10
7.1 4 0 0 0 1 20
8. | f| 912 0 52 0 0 25

Detailni zplisob vypoctu 1. iterace (Tab. 22 — Tab. 23)
e Transformovany klicovy fadek: 5.r.= 1.t. /2
o 6.1.=—-1%51.4+2.1.
o 7.1.=0x%51.+3.1.
o Radek ucelové funkce f: 8.F.= 5 * 5.1, + 4.1

V tadku ucelové funkce jiz neni zadné zaporné Cislo, coz znamena, ze jsme dosahli

optimélniho feSeni. Nastane-li situace, kdy by se v fadku zdporna cisla stile nachazela,
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museli bychom opakovat postup nalezeni klicového sloupce a provadét dalsi iterace

az do chvile, kdy budou vSechny hodnoty v tomto fadku nezaporné.

Vysledné hodnoty proménnych se urcuji na zaklad¢é jednotkovych sloupct ve vektoru

proménnych:

e Pokud dany sloupec obsahuje pravé jednu hodnotu 1 a ostatni hodnoty jsou 0
(. tvoti jednotkovy vektor), potom hodnota ptislusné proménné odpovida hodnoté

ve sloupci b na tom fadku, kde se nachazi jednicka.

e Pokud sloupec tuto podminku nespliiuje, povazuje se odpovidajici proménna

za nulovou.
e Hodnota ucelové funkce f je uvedena v pravém dolnim rohu tabulky ve sloupci b.
Vysledné reSeni prikladu:
x°Pt = (0; 5; 0; 10; 20), kde hodnoty v bazi jsou x, = 5, x3 = 10, x, = 20;

Redukovana cena proménné x; = 4,5 je kladna, zarazeni do baze by nezlepsilo hodnotu

ucelové funkce;

Stinové ceny (dualni hodnoty): u; = 2,5; u, = 0;u; =0
Uloha m4 jediné optimalni fesent;

Optimalni hodnota ucelové funkce je f = 25;

Kontrola spravnosti:

max f(x) =3x; +5x, >25=3%x0+5%5—>25=25
3x; +2x, <10-> 30+ 2%5<10- 10 < 10 (rovnost)

x, < 15 - 5 < 15 (nerovnost)?;
4x; <20 > 4 %0 < 20 - 0 < 20 (nerovnost)**

Pro formulaci dualni ulohy z primérni vyuzijeme vztahu (2.11).

Primarni: Dualni:
max f(x) = cTx ming(y) = b"y
Ax <b ATy > ¢
X >0 Vi >0

2 x; = 10 pfedstavuje nevyuZitou kapacitu a po dopInéni bude rovnost (15 = 15).
24 x, = 10 pfedstavuje nevyuzitou kapacitu a po doplnéni bude rovnost (20 = 20).
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Po dosazeni hodnot ze zadani a transpozice matic ziskavame:

cT=(3,5)—>c=(§)

3 2
4 (30 4
(g )-r-G 10

10
b=|15|- bT=(10 15 20)
20

Formulace dualniho problému:

min g(y) = 10y; + 15y, + 20y;
3y; +4y; =3

2y1+y, 25

y; =20

3.1.2 Minimaliza¢ni uloha s omezenimi ve tvaru >
Pro feSeni piikladu lze vyuzit dualni feSeni pfedchozi tlohy (3.1):
min g(y) = 10y; + 15y, + 20y, (3.2)

za podminek: 3y; +4y; =3
2y1 + Y2 >5
y]' =0

Pokud jsou nekterd omezeni ve tvaru >, neni moZné je piimo prevést do kanonického
tvaru pouhym piidanim ptidavnych proménnych. V tomto pfipad¢ je nutné zavést umelé
proménné®, které umozni sestavit vychozi tvar simplexové tabulky. Tim vznika potieba
vyuzit dvoufazovou simplexovou metodu, kde v jeji 1. fazi je feSena pomocna ucelova

funkce slouzici k odstranéni umélych proménnych z baze.

Celkovy pocet proménnych v uloze ur¢ime tak, ze k zakladnim proménnym z ucelové
funkce g pficteme pocet omezeni a umélé promeénné. Téchto umélych proménnych byva
praveé tolik, kolik je nerovnosti typu >. Ke kazdému omezeni piidavame, stejné jako
v predchozi uloze, odpovidajici koeficienty. V piipadé omezeni typu =>se ke piidatné

proménné piidava koeficient -1 a koeficient 1 u proménné umélé.

25 Umélé proménné jsou zde oznacené jako z
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Celkovy pocet proménnych: 3+2+2 =7

Kanonicky tvar:
3y1+4y3 —ya+z; =3
2y1+y; —ys+2z; =5

Ugelova funkce g se tentokrét zapisuje do predposledniho fadku simplexové tabulky,
vynasobenim v8ech koeficientli -1 a do posledniho fadku se pfidava pomocna funkce g’

v anulovaném tvaru podle vztahu (2.5).

Kde z; a z, oznacuji zavedené umélé proménné, které jsou vyjadieny z kanonického tvaru:

2y =3-3y1—4y3 + ),
Z;=5=2y1+ ¥, + s
Anulovany tvar pomocné ucelové funkce: g’ + 5y, + vy, +4y; —y, —ys = 8

Tab. 24: Vychozi tvar simplexové tabulky ptikladu (3.2)

Y1 V2 V3 V4 ys Z1 Z2 bi
3 0 4 -1 0 1 0 3
2 1 0 0 -1 0 1 5
g -10 -15 -20 0 0 0 0 0
g 5 1 4 -1 -1 0 0 8

Podobné¢ jako v predchozim ptikladu je po sestaveni tabulky uréen klicovy sloupec a fadek.
U minimaliza¢ni ulohy je sloupec volen podle nejvétsiho kladného koeficientu v tadku

pomocné funkce, fadek podle nejmensiho kladného podilu pravé strany a hodnot v klicovém

sloupci.
Tab. 25: Nalezeni klicového sloupce a fadku Tab. 24
yi Y2 Y3 | ya ¥Ys | z1  z2 | bj [t=Dbi/am,
l.1. 3 0 4 -1 0 1 0 3 1
2.1 2 1 0 0 -1 0 1 5 25
3.t.|g|-10 -15 20| O 0 0 0 0 -
4% g (5T 1 4| -1 1|0 0| 8 -

Klicovy prvek se urci jako prusecik ptislusného sloupce a tadku, upravi se na jednicku
a ostatni hodnoty ve sloupci se vynuluji pomoci Gaussovy eliminace. I. faze pokracuje,

dokud hodnota pomocné ucelové funkce neni rovna nule.
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Tab. 26: Vypocet prvni faze ptikladu (3.2)

1. iterace Yyi Y2 Y3 | Y& Y5 | z1  Z2 bj [t=bi/amn
5.1 1 0 4/3 | -1/3 0 1/3 0 1 -
6.1. 0 1 -8/3 | 2/3 -1 -2/3 1 3 3
7.1. 0 -15 203 (-10/3 O 103 0 10 -
8. 1. o 1T 83|23 -1 |53 0 | 3 -
2. iterace
O.1. 1 0 4/3 | -1/3 0 1/3 0 1 -
10. 1. 0 1 -8/3 | 2/3 -1 -2/3 1 3 -
11.1. 0 0 -140/3| 20/3 -15 [-20/3 15 55 -
12.1. 0 0 0 0 0 -1 -1 0 -

Detailni zplisob vypoctu 1. iterace (Tab. 25 — Tab. 26):
e Transformovany klicovy fadek: 5.f.= 1.1. /3
e 6.1.=—2% 5.1.+2.1.
e Radek ucelové funkce g: 7.¥.= 10 * 5.1+ 3.1
e Radek pomocné funkce g": 8.F.= —5 * 5.f. + 4.1
Detailni zplisob vypoctu 2. iterace (pouze z Tab. 26):
e Transformovany klicovy fadek: 10.¥. = 6.f. /1
e O.f. = 0x* 10.1.+5.1.
e Radek ucelové funkce g: 11.¥. = 15 10.f.+ 7.1
e Radek pomocné funkce g': 12.¥.= —1 * 10.f.+ 8.1.

Jakmile je hodnota pomocné ucelové funkce rovna nule, je uloha povazovana
za piipustnou a I. faze dvoufazové simplexové metody je timto dokoncena. Pomocné
proménné a pomocna ucelova funkce jiz dale nehraje roli ve vypoctu a mize byt z tabulky

vynechdéna.

Po ukonceni prvni faze nésleduje ptechod ke II. fazi, v niZ se pokrauje v iteracich

s minimalizac¢ni verzi piivodni ucelové funkce, a to stejnym zplisobem jako ve fazi prvni.

Tab. 27: Vypocet druhé faze ptikladu (3.2)

D. iterace y1 y2 Y3 ya Y5 bj |t=bi/amn
9.1 1 0 4/3 -1/3 0 1 -
10. 1. 0 1 -8/3 2/3 -1 4.5
11.1. g 0 0 -14013|203T -15 55 -
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3. iterace
13.1. 1 12 0 0 -1/2 52
14. 1. 0 32 4 1 -3/2 9/2
I5.1. | g 0 -10 -20 0 -5 25

Detailni zptisob vypoctu 3. iterace (pouze z Tab. 27):
e Transformovany klicovy fadek: 14.f.= 10.tf.* 3/2

e 13.f.= 1/3* 14.1.+ 9.1

e Radek uéelové funkce g: 15.¥.= —20/3 * 14.F.+ 11.1%.

Vysledné reSeni prikladu:

yoPt = (2; 0; 0;2; 0), kde hodnoty v bazi jsou y; = 2,5y, = 4,5;

Redukované ceny proménnych y, a y3 jsou kladné, zatazeni do baze by nezlepsilo hodnotu

ucelové funkce;

Stinové ceny (dualni hodnoty): u; = 0,u, = —5;
Uloha m4 jediné optimalni fesent;

Optimalni hodnota uc¢elové funkce je g = 25;

Kontrola spravnosti:

min f = 10x; + 15x, + 20x; > 25 = 10+ 2+ 0+ 0 - 25 = 25;

3x; +4x3 =3 > 3 *g+ 4 %0 >3- 75> 3 (nerovnost)*®;

2x1+x225—>2*§S5—>525(rovnost);

Pfevod na duélni ulohu:

c=(§)—>cT =(3,5)

w=G 4 -0 )

4 0

10
bT=(10 15 20)— b= (15)
20

26y, = 4,5 predstavuje piekrogeni a po odeéteni bude rovnost (3 = 3).
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Tab. 13 ukazuje, Ze omezeni typu > v primarni tloze odpovidd dudlni proménné

y; < 0. Pokud chceme hodnotu této proménné prevést na kladnou, miizeme ji vynasobit -1,
-1
coz lze aplikovat i na stinovou cenu u, = —5 — 5.

Protoze se jedna o dudlni variantu ulohy fesené v ptikladu (3.1) pomoci simplexové

metody, plati mezi obéma modely pifimé vazby:
e Dualni proménné y; odpovida stinové cen€ u,, z primarni tlohy (3.1):
yi=u =25
e Stinova cena u,, odpovida zékladni proménné x; z primarni tlohy (3.1):
U, =x, =5
e Optimalni hodnota ucelové funkce je v obou ulohach shodna:
g=f=125

Dualni tloha ptedstavuje zpétnou transformaci primarni ulohy (3.1), jak znazoriiuje

Obrazek 6;

Ptfevod na dudlni ulohu (3.2): Primérni tloha (3.1):

max f(x) = 3x; + 5x, max f(x) = 3x; + 5x,
3x1 + 2x, <10 3x1 + 2x, <10
x, <15 x, <15

4x; <20 4x, < 20

x; =0 x; =0

3.1.3 Maximalizac¢ni uloha s omezenimi ve tvaru =
Vlastni ptiklad pro procvi¢ovani:
max f(x) = 15x; + 10x, (3.3)

za podminek: 5x; + 8x, = 12
5x; + 15x, = 20

XjZO

V tomto piikladu se vyskytuji pouze omezeni ve tvaru rovnosti. Tato omezeni nelze

pfevést do kanonického tvaru pomoci piidatnych proménnych, protoZe rovnost jiz nema
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smér nerovnosti, ktery by bylo tieba upravovat. Z tohoto diivodu se v tloze nezavadéji zadné
ptidatné proménné, ale vyhradné umé¢lé, které umozni vytvoftit vychozi simplexovou tabulku

s jednotkovymi vektory.

Pro feSeni je opét nutné vyuzit dvoufdzovou simplexovou metodu, kde v I. fazi slouzi

pomocna ucelova funkce k odstranéni umélych proménnych z baze.

Celkovy pocet proménnych se urcuje jako soucet poctu proménnych z ucelové funkce
a poctu rovnosti, pfiCemz pocet umélych proménnych odpovida pravé poctu rovnostnich
omezeni. Podobné jako v predchozim piikladu se ke kazdému rovnostnimu omezeni piidava

umeéla proménna s koeficientem 1
Celkovy pocet proménnych: 2 +3 =5
Kanonicky tvar:

le + 8x2 + yl = 15
le + 15x2 + yz = 20

Pomocna ucelova funkce se sestavuje stejnym zpisobem jako v piedchozim ptikladu,

minimalizace pomocné ucelové funkce v anulovaném tvaru pomoci vztahu:

f'=y;+y; > min

Tab. 28: Vychozi tvar simplexové tabulky ptikladu (3.3)

X1 X2 Y1 Y2 bi
5 8 1 0 12
5 15 0 1 20
Fl 5 <0 | o 0 0
f' 10 23 0 0 32

Vypocet probiha standardnim zptisobem — po upravée klicového fadku se ostatni fadky
transformuji tak, aby vznikla jednic¢ka v klicovém prvku a nuly ve zbytku sloupce. Iterace

v 1. fazi pokracuji, dokud se v hodnota pomocné tcelové funkce nerovna 0.

Tab. 29: Nalezeni klicového sloupce a fadku Tab. 28

X1 X2 V1 V2 b; t =Dbi/amn
1. 5 8 1 0 12 1,5
2. 5 15 0 1 20 1,33
3. F | -15 -10 0 0 0 -
4.1 | 10 237 0 0 32 -
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Tab. 30: Vypocet prvni faze

1. iterace X1 X2 V1 Y2 b; t =bi/amn
5. 7/3 0 1 -8/15 4/3 0,57
6. 1/3 1 0 1/15 4/3 4
7. f | 353 0 0 2/3 40/3 -
8. 13t 0 0 2315 | 43 -
2. iterace
0. 1 0 3/7 -8/35 4/7 -
10. 0 1 -1/7 1/7 8/7 -
11. f 0 0 5 2 20 -
12. 1o 0 -1 1 0 -

Detailni zptisob vypoctu 1. iterace (Tab. 29 — Tab. 30):

e Transformovany klicovy fadek: 6.1.= 2.t. /15

e 51 = -8x6.1.+1.T

e Radek ucelové funkce f: 7.f.= 10 * 6.F.+ 3.1.

e Radek pomocné funkce f':8.F.= —23 * 6.1+ 4.1.
Detailni zptisob vypoctu 2. iterace (Tab. 30):

e Transformovany klicovy fadek: 9.f.= 5.1. * (3/7)

e 10.f. = —=1/3 % 9.f.+ 6.1

e Radek ucelové funkce f: 11.1.= 35/3 * 9.F.+ 7.1

e Radek pomocné funkce f': 12.¥.= —7/3 * 9.t.+ 8.1

Na zéakladé vystupu po druhé iteraci lze si vSimnout, Zze fddek pomocné ucelové
funkce f’, jiz neobsahuje Zadné kladné hodnoty kromé sloupce umélych proménnych, coz

znaci ukonceni prvni faze dvoufazové simplexové metody.

Tab. 31: Druhéa faze a optimalni hodnota

X1 X2 V1 V2 b;

1 0 3/7 -8/35 4/7

0 1 -1/7 1/7 8/7

1 o 0 5 2 20
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Z Tab. 31 je patrné, ze v fadku pivodni ucelové funkce f, kromé sloupce umélych
proménnych, se nenachdzi zadné zaporna hodnota. To znamena, Ze jsou splnény podminky
optimality pro druhou fazi vypoctu a neni tieba pokracovat v dalSich iteracich. Pro uréeni

stinovych cen se ponechava sloupec s umélymi proménnymi.
Vysledné reSeni prikladu:
xOPt = (g;g), kde nenulové hodnoty jsou x; = 0,571; x, = 1,142

Stinové ceny (dudlni hodnoty): u; = 5, u, = —2
Uloha ma jediné optimalni fesent;
Optimalni hodnota tcelové funkce je f = 20.

Kontrola spravnosti:

4 8
maxf=15x1+10x2—>20=15*7+ 10*7—>20=20
5x;, +8x, =12 - 5*§+8*§=12—>12=12 (rovnost)

5%, + 15X, = 20 > 5+ 2+ 15 2 > 20 = 20 (rovnost)

Pievod na dualni dlohu:

Dualni uloha neni jednoznacnd, protoZe vSechna omezeni v primarni Uloze jsou
rovnosti. Jde o nesoumérnou dualitu, kdy chybi bézny vztah mezi typem omezeni a

znaménkem dudlnich proménnych. Formulace dudlni tlohy je mozné fesit dvéma zpusoby:
1. zpisob:

ReSeni spociva v tom, ze rovnosti 1ze nahradit dvéma nerovnostmi (< a>), coz odpovida
praveé tomu, ze jejich dudlni proménna neni vdzdna znaménkovym omezenim. Pro ziskani
spravného sméru nerovnosti v kontextu dudlni formulace staci upravit nevhodné omezeni

vynasobenim celého vztahu konstantou —1.

max f = 15x; + 10x,

5x; +8x, <12

Sx, + 8%, = 12 - —5x, + 8%, < —12
Sx, + 15%, < 20

Sx, + 15x, > 20 — —5x; — 15%, < —20

XJZO
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Takto je zachovan format primarni tlohy odpovidajici standardni soumérné dualité.

12
_ | —12 T _
c=|%4|~c =(12 -12 20 -20)
-20
5 8

r_[-5 =8 /5 -5 5 _5
AT = _’A‘(s -8 15 —15)
5 —15

bT = (15 10) = b = (13)

Formulace duélni ulohy:

min g(y) = 12y, — 12y, + 20y; — 20y,

5y, — 5y, + 5y3 — 5y, = 15

8y; — 8y, + 15y; — 15y, > 10

yi =0
2. zpisob:

Duaélni tlohu 1ze sestavit ptimo podle vztahu s primarni Glohou (Tab. 13), kde omezeni

v primarni odpovida proménnd v dudlni a naopak. Rovnosti v primarni tlloze vedou k volnym
dudlnim proménnym (URS) a nezapornost primarnich proménnych znamena, ze piislusna
duélni omezeni maji tvar >.

Na zéklad¢ téchto pravidel lze pfimo sestavit dudlni ulohu bez nutnosti prevadét

rovnosti na dvé nerovnosti:

min g(y) = 12y, + 20y,
5y; + 5y, = 15

8y, + 15y, = 10

Y1, Y2 URS

Proménna URS se reprezentuji jako rozdil dvou nezapornych proménnych: y; = y]-+ -y
kde:

 y;" oznatuje kladnou slozku proménné

* y; oznaCuje zapornou sloZku proménné.
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A pfti dosazeni dostaneme:

mmg(y) = 12(y]+ _yj_) + 20(y1+ _yj_)
5()/;- _yj_) + S(yj:'- _yj_) =15
8()’; - yj_) + 15(3/;- _yj_) =10

Model sestaveny druhym zptisobem je zcela ekvivalentni vysledku ziskanému prvnim

postupem.

3.1.4 Maximaliza¢ni iloha s kombinovanymi omezenimi
Vlastni ptiklad pro procvicovani:

max f(x) = 6x; + x, + 2x3 (3.4)

za podminek: —x; + 3x, +5x3 < 6
x1—3x2+6x3 :6
X1 + Xy + ZX3 >1

XJZO

Tab. 32: Simplexova metoda piikladu (3.4)

X1 X2 X3 X4 X5 Vi V2 bj [t=Dbi/amn
1. -1 3 5 1 0 0 0 6 1,2
2. 1 3 6 0 0 1 0 6 1
3. 1 1 2 0 -1 | 0 1 1 0,5
41 fF1 6 -1 2 0 0 0 0 0 -
5012 2 8| 0 -1 0 0 7 -
6. 72 120 1 52 0 52 72 14
7. 2 6 0 0 3 1 3| 3 1
8. 12 12 1 0 -12| 0 12| 12 -
olfl -7 2 0 0 1 0 -1 | -1 -
1./ /| 2 6 0 o 3| 0 4|3 -
11. -11/6 112 0 1 0 |56 0 1 -
12. 203 2 0 0 1 |13 - 1 -
13. 16 -12 1 0 0 |16 0 1 6
14.| f [-193T 0 0 0 0 [-13 0 | 2 -
150 | 0 0 0 0 0| -1 -1 1] 0 -
16. 0 0 11 | 1 0 1 0 | 12 -
17. 0 4 4 0 1 1 -1 ] 5 -
18. 1 36 0 0 1 0 6 -
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9. f| 0 -19T 38 0 0 6 0 36 -

Zapis konkrétnich hodnot do tabulky probihal nasledujicim zptisobem Tab. 32:
e 1.—5.1.: Vychozi tvar simplexové tabulky
e 1.iterace (6.—10.1.)
o 8.tf.=3.1t /2
o 6.f.= —=5x 8.I.+ 1.1
o 7.f.= —6x 8.1.+ 2.1
o 9.f.= —2x 8.I.+4.1.
o 10.f.= —8x 8.f.+5.1.
e 2. iterace (11.—15.1.)

o 12.t.= 7.+ /3

=<
I

o 11. —2*12.f.+6.f.

%* 12.¥. + 8.1

=<
I

o 13.

o 14.v.= —1=* 12.7.+9.1.

o 15.f.= =3 12.7.+ 10.1.
e 3.iterace (16.—19.1.)

o 18.f.= 13.f.*x 6

o 16.f. = %* 18.%. + 11.1

o 17.

=<
I

%* 18.%.+ 12. 1.

=<
I

o 19. 1?9*18.F.+14.F.

Uloha je bez omezeni (unbounded solution), nebot’ v dané iteraci nelze uréit klicovy
fadek. Hodnota ucelové funkce tak mulze rust do nekonecna, aniz by doslo k poruseni

neékterého z omezeni.
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3.1.5 Minimalizaé¢ni iloha s kombinovanymi omezenimi

mlnf = 8x1 + 5x2 +X3

za podminek: x; + 3x, + x3 < 8

le + ZXZ = 3

2x1 +4x, +3x3 =25
x3 URS

X1,2 = O,

Tab. 33: Simplexova metoda ptikladu (3.5)

X1 X2 X3 x5 | xa Xs | y1  y2 | bj [t=Dbi/amn
1. 1 3 1 1|1 o]0 o018 2,66
2. 2 2 0 0|0 1]0 016 1,5
3, 2 4 3 3|0 -1]0 115 1,25
4.1fl -8 5 -1 110 0[O0 0710 -
sflo 6 3 3]0 -1]0 o018 -
6. [-12 0 -54 54| 1 34| 0 -3/4|174 34
7. 1 0 =32 32| 0 12 1 -12]12 0,33
8. 12 1 3/4 3/4| 0 -1/4| 0 1/4]| 54 -
9. f|-11/2 0 11/4 -11/4] 0 -5/4| 0 5/4 |25/4 -
10.£1 1 0 -=3232% 0 12| 0 32|12 -
1. [43 0 0 o0 | 1 13|-1/6 - |236 -
120 (23 0 -1 1 [0 13|23 - |13 -
13. 11 0|0 012 - |32 -
14.|f|-11/3 0 0| 0 -13[11/6 - [43/6 -

Zépis konkrétnich hodnot do tabulky probihal nasledujicim zpiisobem Tab. 33:

e [.—5.1.: Vychozi tvar simplexové tabulky

e 1. iterace (6.—10.1.)

O

®
=<
Il

o 10.f.= —6%* 8.f.+5.1.

3.1. / 4
—3* 8.1.+ 1.
—2x% 8.1.+ 2.

5x 8.1.+4.1.
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e 2. iterace (11.—-14.1.)

o 12.t.= 7.1. *=

o 11.f.= —g* 12.¥.+ 6.1
o 13.f.= %* 12.¥. + 8.1
o 14.%.= %* 12.%.+ 9.1

Vysledné reSeni prikladu:

—3- — 1— 1- —23- — — .
xz_zl X3—0_5—_5, x4_?l xl_x5_07

Redukovana cena proménné x; je zapornd, jeji zatazeni do baze by nezlepsilo hodnotu

ucelové funkce;
P s 11 1
Stinové ceny (dudlni hodnoty): u; = 0,u, = — Uz = —3

Uloha ma jediné optimalni feSeni;

Optimalni hodnota Gc¢elové funkce je f = 4?3 ~7,17.

Kontrola spravnosti:

] 43 3 1 43 43
m1nf=8x1+5x2+x3—>?=0+5*E—§—>z=?

x1+3x2+x3S8—>0+3*§—§S8—>4,16S8(nerovnost)27
2, +2x, =3 > 0+ 2 %> =3 > 3 = 3 (rovnost)

2x1 +4x, +3x3 =25 - 0+4*%+3*(—§) — 5 > 5 (rovnost)
Dualni model:

max g(y) = —8y; + 3y, + 5y3

za podminek: —y; + 2y, +4y; <8
-3y, + 2y, +4y3; <5
-2y +3y; =1
Y13 =0, vy, URS

T xy = ? pfedstavuje nevyuZzitou kapacitu a po doplnéni bude rovnost (8 = 8).
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4 APLIKACE METOD V PRAXI

Cilem této podkapitoly je ukazat, jak lze metody LP aplikovat pfi feSeni praktickych
problémi. V mnoha oblastech rozhodovani, kde je nutné pracovat s omezenymi zdroji ¢i
optimalizovat provozni procesy, slouzi linearni modely jako efektivni prostiedek pro

nalezeni nejlepSiho mozného feseni.

Sestaveni takového modelu piedstavuje zakladni pfedpoklad pro dalsi feSeni ulohy.
Zadany problém je nutné prevést do matematické formy, v niz Gcelova funkce vyjadiuje cil
optimalizace. Omezujici podminky pak zachycuji redlnd omezeni, zahrnujici jak samotné

nerovnosti ¢i rovnosti, tak 1 podminky nezépornosti jednotlivych proménnych. [17]

Na vybranych typech uloh si ukdzeme, jak Ize metody LP uplatnit v konkrétni praxi.

e problém alokace zdrojl

e nutri¢ni problém

e optimalizace portfolia

e déleni materialu

e dopravni problém

Optimalni feSeni bylo nalezeno pomoci vlastniho programu implementovaného

v jazyce Python, jehoZ popis je uveden v podkapitole 5.2.
4.1 Problém alokace zdrojt

Ukézkova tloha byla pfevzata a pielozena ze zdroje [18].

Farmat planuje vyuzit svd pole k péstovani kukufice a pSenice. Kukufice md vynos
113,5 busli na akr a prodava se za 3,15 dolarti za busl. PSenice ma vynos 35,8 busli na akr

a prodava se za 4,45 dolart za busl.
Omezeni farmare jsou nasledujici:
1. Celkova plocha kukufice a pSenice nesmi piesdhnout 120 akrt.
2. Kukufice musi byt zasazena na alespon 20 akrech, nejvyse vSak na 80 akrech.

3. PSenice musi byt zasazena na alespon 30 akrech.
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Ukolem je zjistit, kolik akrii kukufice a pSenice ma farmat zasadit, aby maximalizoval
svij piijem.

Tab. 34: Piehled parametrii pro péstovani kukufice a pSenice

Plodina Vynos Cena Min akri | Max akrt
(buslt/akr) | ($/busel)
Kukufice 113,5 3,15 20 80
PSenice 35,8 4,45 30 -
Celkova plocha [akr] - - 120

(zdroj: [18])
Sestaveni matematického modelu ulohy:
Pro ucely sestaveni matematického modelu definujeme nasledujici proménné:
e x;: pocet akrl osdzenych kukufici
e Xx,: pocet akrli osdzenych pSenici
Ugelova funkce vyjadiuje celkovy zisk farmate z prodeje obou plodin a jejim cilem

je maximalizace tohoto zisku. Jednotkovy zisk z jednoho akru kazdé plodiny je ur€en jako

soudin jejiho vynosu a prodejni ceny. Uéelovou funkci Ize sestavit ve tvaru:
max f(x) = x,(113,5 * 3,15) + x,(35,8 * 4,45) = 357,525x; + 159,31x,
Omezujici podminky ziskdme na zaklad€ specifikovanych poZzadavki farmare na vyuZziti
pudy:
X1 + Xy <120
20<x; <80
Xo > 30

V nékterych piipadech vedou k intervalovym podminkém, které je nutné pro potieby LP
rozdélit na dvé samostatné linedrni nerovnice. Z podminky omezeni 20 < x; < 80, coz
odpovida pozadavku, aby bylo oseto alespon 20 a nejvyse 80 akrti kukufici, je tfeba vzorec

ptepsat ve formatu dvou nerovnosti:

x; = 20

x; <80

Rozhodovaci proménné piedstavuji pocet akrti osdzenych jednotlivymi plodinami, nemohou

nabyvat zapornych hodnot. Plati tedy:
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x; =0proi=1,2
Formulace slovni ulohy jako linearni model:
max f(x) = 357,525x; + 159,31x,
za podminek:

X, + x, <120

X1 Xy X3 X4 Xs X b
0 0 1 0 -1 1 10
1 0 0 0 1 0 80
0 0 0 1 1 0 60
0 1 1 0 -1 0 40

fl O 0 (159,31 0 198215 0 349744
(zdroj: vlastni)
- \\im = (20, 100)
+ N, EF3 = (80, 40)
ERSEeannnas Peem ifé%ib.iegﬂ.)_-.
0 10 1‘0 0 40 50 60 70 do 0 a

Obrazek 8: Grafické znazornéni ulohy alokaci zdroji

(zdroj: vlastni)

4.1)

(4.1.1)
(4.1.2)
(4.1.3)

(4.1.4)
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Optimalni feseni:
x°Pt = (80; 40; 0; 60; 0; 10)
foPt =34974,40$

Pro kazdy vrchol F; konvexni piipustné oblasti 1ze dopocitat hodnotu ucelové funkce.
Tab. 36 uvadi vysledky pro vSechny vrcholy a tuéné je zvyraznéna ta hodnota, kterd je

maximalni.

Tab. 36: Vyhodnoceni zisku pro jednotlivé vrcholy piipustné oblasti

Vrchol | Soufadnice (x4, x5) Ucelova funkce Celkovy zisk ($)
F; (20,30) 357,525*%20 + 159,31*30 11 929,80
F, (80,30) 357,525*80 + 159,31*30 33 381,30
F; (80,40) 357,525*80 + 159,31*40 34 947,40
F, (20,100) 357,525*%20 + 159,31*100 23 081,50

(zdroj: vlastni)

Na zédkladé hodnot uvedenych v Tab. 36 lze odecist, ze maximalniho zisku dosdhne
farmar pfi volb¢ varianty F;, tedy pokud osazi 80 akrti kukufici a 40 akrt pSenici. Celkovy

zisk v tomto piipadé ¢ini 34 974,40 $, coZ predstavuje optimalni feSeni dané tlohy (Tab. 35).

Hodnoty ptidatnych proménnych v bazi ukazuji, Ze x, = 60, coz znamen4, ze kukufice
dosahla hodnoty 80, tedy pfesn¢ horni hranice 3. omezeni (4.1.3), zaroven byla o 60 jednotek
nad minimem stanovenym 2. omezenim (4.1.2). Podobné hodnota x, = 10 ukazuje, ze
pSenice dosahla hodnoty 40, coZ znamend piekro¢eni minimalni pozadované vymeéry

stanovené v omezeni (4.1.4) o 10 akra.

Stinové ceny naznacuji, Ze z pohledu optimalizace je vyhodnéjsi zamé&fit se na Gpravu
3. omezeni (4.1.3). Do budoucna by farmai mohl zvazit rozSifeni maximalni plochy urcené
pro péstovani kukufice o 10 akri, které jsou v souCasném feSeni vyuZzity pro psenici.
Timto krokem by bylo mozné zvysit celkovy zisk o 198,215*10 = 1 982,15 $, pficemz

ostatni omezeni by zlistala nezménéna.

4.2 Nutri¢ni problém
Ukéazkova tloha byla pfevzata a upravena ze zdroje [1].

Denni davka vyzivy pro jistou skupinu dosp€lych osob by méla mit energetickou hodnotu

minimaln¢ 12 000 kJ, méla by obsahovat minimaln¢ 80 g bilkovin, 15 mg zeleza,
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6 000 jednotek vitaminu A a 200 mg vitaminu C. Pro zabezpeceni uvedenych pozadavki
je k dispozici devét zékladnich druhti potravin. Jejich slozeni z hlediska uvedenych
vyzivovych komponent (vzdy na 100 g dané potraviny) a jejich cena v K¢ za 100 g jsou
uvedeny v nasledujici tabulce. Formulujte tlohu linedrniho programovani tak, aby denni

skladba vyzivy byla co nejlevnéjsi a aby byly uspokojeny vSechny vyse uvedené pozadavky.

Tab. 37: Vyzivové hodnoty a ceny jednotlivych potravin

Potravina Energie |Bilkoviny | Zelezo Vitamin A | Vitamin C | Cena
[kJ] [g] [mg] [jednotka] [mg]

Veptoveé maso 1200 18,4 3,1 20 0 12,00
Maslo 3000 0,6 0,2 2500 0 11,20
Chléb 1 160 7,2 0,8 0 0 1,50

Brambory 300 1,6 0,6 40 10 1,20

Jablka 240 0,0 0,5 60 2 1,50

Syr eidam 1 250 31,2 0,6 1100 0 10,60

Kure 650 20,2 1,5 0 0 6,00

Jogurt 450 7,0 0,2 260 0 4,50

Jahody 150 0,0 0,8 60 60 12,00
(zdroj:[1])

Sestaveni matematického modelu ulohy:

Pro ucely sestaveni matematického modelu definujeme nasledujici proménné:
e x;: mnozstvi vepfového masa ve 100 g potravy

: mnoZstvi masla ve 100 g potravy

: mnozstvi chleba ve 100 g potravy

: mnozstvi brambor ve 100 g potravy

: mnozstvi jablek ve 100 g potravy

: mnozstvi syru eidam ve 100 g potravy

: mnozstvi kufete ve 100 g potravy

: mnozstvi jogurtu ve 100 g potravy

* Xq:

mnozstvi jahod ve 100 g potravy

Cilem je minimalizovat celkovou cenu denni stravy. Cena kazdé potraviny je uvedena

(Tab. 37) za 100 g. Uelova funkce tedy nabyva tvaru:
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min f(x) = 12x; + 11,2x, + 1,5x3 + 1,2x, + 1,5x5 + 10,6x, + 6x7 + 4,5x5 + 12x,

Omezeni vyplyvaji z pozadavkl na minimalni denni pfijem zivin:
Minimalné 12 000 kJ energetické hodnoty:

1200x; + 3 000x, + 1 160x; + 300x, + 240xs + 1 260x, +
+650x, + 450xg + 150x9 = 12 000

Miniméaln¢ 80 g bilkovin:
18,4x; + 0,6x, + 7,2x3 + 1,6x4 + 31,2x4 + 20,2x, + 7x5 = 80

Minimaln¢ 15 mg Zeleza:

3,1x; +0,2x, + 0,8x3 + 0,6x4 + 0,5x5 + 0,6x¢ + 1,5x, + 0,2xg + 0,8x9 = 15

Miniméln¢ 6 000 jednotek vitaminu A:
20x; + 2 500x, + 40x, + 60x5 + 1 100xs + 260x5 + 60x9 = 6 000
Minimaln€ 200 mg vitaminu C:

10x4 + 2x5 + 60x9 = 200

Rozhodovaci proménné predstavuji mnozstvi potravin, nemohou nabyvat zapornych
hodnot:

x;=0proi=1,2,..9
Formulace slovni ulohy jako linearni model:

min f(x) = 12x; + 11,2x, + 1,5x5 + 1,2x, +
1,5x5 + 10,6x¢ + 6x5 + 4,5xg + 12x9

za podminek:

1200x; + 3 000x, + 1 160x; + 300x, + 240xs + 1 260x, + 650x;
+ 450xg + 150%9 = 12 000

18,4, + 0,6x, + 7,2x3 + 1,6x, + 31,2x + 20,2%, + 7xg = 80

3,1x; + 0,2x, + 0,8x3 + 0,6x, + 0,5x5 + 0,6x, + 1,5x; + 0,2xg
+ 0,8X9 = 15

20x, + 2 500x, + 40x, + 60xs + 1 100x, + 260xg + 60x9 = 6 000

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2)
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10x, + 25 + 60x5 = 200 4.2.5)
Xi >0

Tab. 38: Optimalni feseni ulohy nutri¢niho problému

X1 X3 X3 X4 X5 Xe¢ X7 Xg  Xg | Xyo X113 X1z Xi3 Xig b
4,10 0 1 0 056 0 1,71 0,09 -3,86| 0 0,02 -147 0 008 | 2,66
-0,36 0 0 0 -014 1 025 020 059| 0 -0,04 034 0 -001| 089
3606 0 0 0 5404 0 1321 -40,4 -3077| 1 30,5 -1723 -1,07 72,88 3270,71
0,17 1 0 0 008 0 -011 0,02 -0,33] 0 0,02 015 0 001| 169

0 0 0 1 020 0 0 0 6 0 0 0 0 01 20
fl1-78 0 0 0 -1 0 -2 -2,05 -805| 0 -0,18 -026 0 -0,06| 5635

(zdroj: vlastni)
Optimalni feSeni:
x°Pt = (0; 1,69; 2,66; 20; 0; 0,89; 0; 0; 0; 3270,71; 0; 0; 0; 0)
fOoPt = 56,35 K¢

Ze zadani Glohy vyplyva, Ze hledané hodnoty odpovidaji mnoZstvi v ptepoctu na 100 g dané

potraviny.

xPf+100,  i=12,..9

x°Pt = (0; 169; 266; 2000; 0; 89; 0; 0; 0; 3270,71; 0; 0; 0; 0)
Celkové mnoZstvi stravy: 169 + 266 + 2000 + 89 = 2524 ¢

Optimalni sloZeni denni vyzivy zahrnuje pouze maslo, chléb, brambory a syr eidam.
Po pfepoctu na hmotnostni mnoZstvi odpovidad vysledné feSeni piiblizné 169 g masla,
266 g chleba, 2 kg brambor a 89 g eidamu. Celkové mnozstvi stravy ¢ini 2 524 g. Energeticky
piijem piesahuje stanovené minimum o 3 270,71 kJ, coZ potvrzuje, Ze zvolena kombinace
potravin je z hlediska vyzivy dostatecna. Celkové naklady na tuto skladbu odpovidaji ¢astce

56,35 K¢.

Zaporné redukované ceny u vepirového masa, jablek, kufeciho masa, jogurtu a jahod
naznacuji, Ze tyto potraviny nejsou v porovnani s ostatnimi polozkami dostate¢né vyhodné,
jak z hlediska ceny, tak vyzivové hodnoty. Model proto uptfednostiiuje jiné potraviny,

které dokazou pozadované vyzivové slozky pokryt efektivngji a levnéji.
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4.3 Optimalizace portfolia

Ukazkova uloha byla ptevzata ze zdroje [16].

Navrhnéte optimalni skladbu investi¢niho portfolia, chcete-li investovat jeden milion K¢
a mate-li na vybér z péti druhii cennych papird, u kterych je zndm ocekavany ro¢ni vynos
(v %) a téz byla odhadnuta jejich rizikovost (koeficient z celo¢iselné stupnice 0—10

cvwr

Tab. 39: Parametry cennych papirt [19]

Cenny papir | Ocekavany ro¢ni vynos | Koeficient rizikovosti
(%) (0-10)
CP1 6,5 1
CP2 7 3
CP3 9 5
CP4 11 7
CP5 15 10

(zdroj: [19])
Ptitom investor pozaduje, aby CP1 nebo CP2 byly nakoupeny alespoii v hodnoté 400 000K¢,

CP5 nejvyse v hodnoté 300 000K ¢ a celkova mira rizika portfolia, definovand jako vazeny

primér koeficientl rizikovosti jednotlivych variant, nesmi pfesdhnout 4.
Sestaveni matematického modelu ulohy:

Pro ucely sestaveni matematického modelu definujeme nésledujici proménné:

x,: Kapital investovany do CP1 (v K<)

x,: Kapitél investovany do CP2 (v K¢)

x3: Kapital investovany do CP3 (v K¢)

x4: Kapitél investovany do CP4 (v K¢)
e x5: Kapital investovany do CP5 (v K¢)

Cilem investora je maximalizace celkového ro¢niho vynosu z investice. Ocekavany
vynos kazdého cenného papiru je definovan v procentech z investované ¢astky (Tab. 39),
a proto lze celkovy vynos vyjadfit jako vazeny soucet dil¢ich vynost jednotlivych investic.

Ucelovou funkeci lze sestavit ve tvaru:

max f(x) = 0,065x; + 0,07x, + 0,09x3 + 0,11x, + 0,15x5
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Omezujici podminky vychazeji z pozadavkill investora na rozlozeni portfolia, miru rizika

a celkovou vysi investice:
K dispozici 1 000 000 K¢:
X1 +x, +x3+x4+x5=1000000
Investice do CP1 nebo CP2 musi ¢init alespoit 400 000K ¢:
x1 + x, = 400 000
Investice do CP5 musi €init nejvyse 300 000K¢:
x5 < 300000

Vézeny prumér koeficientl rizikovosti jednotlivych variant, nesmi ptesdhnout 4:

x1+3x2+5x3+7x4+10x5<4
X1+ Xy +x3+x4 + x5 -

po Uprave:
X1+ 3%, +5x3 + 7x4 + 10x5 < 4(x; + x5 + x5 + x4 + X5)

X1 + 3x, + 5x3 + 7x4 + 10x5 < 4xq + 4x5 + 4x3 + 4x4 + 4x5

_3x1_X2+X3+3X4+6XSSO

Rozhodovaci proménna piedstavuje ¢astku investovanou do dan¢ho cenného papiru v K¢,

nemtiZze nabyvat zapornych hodnot:
x; = 0proi=1,234,5
Formulace slovni ulohy jako linearni model:
max f(x) = 0,065x; + 0,07x, + 0,09x5 + 0,11x, + 0,15x4 4.3)

za podminek:

X1+ x5 + %3+ x4 + x5 =1000 000 (4.3.1)
x; + x, = 400 000 (4.3.2)

xs < 300 000 (4.3.3)

—3x; — Xy +x3+3x, +6x5 <0 (4.3.4)

Xi>0
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Tab. 40: Optimalni feSeni tlohy portfolia

X4 X, X3 Xy X | Xg X7 Xg b
0 -0333 0333 0 0 1 0,5 -0,166 | 250 000
1 0,666 0333 0 0 0 0,5 -0,166 | 650000
0 0 0 0 1 0 1 0 300 000
0 0333 0,666 1 0 0 -1,5 0,166 | 50000
f1 0 001 0005 0 0 0 0,0175 0,0075| 92750

(zdroj: viastni)
Optimalni feseni:
x°Pt = (650 000; 0; 0; 50 000; 300 000; 250 000; 0; 0)
fOoPt =92 750 K¢&

Z vysledku vyplyva, ze optimdlni investi¢ni portfolio se skldda z cennych papiri CP1
v hodnoté 650 000 K&, CP4 ve vysi 50000 K& a CP5 ve vysi 300 000 K&. Céstka
250 000 K¢ predstavuje piekro¢eni minimalni pozadované investice do CP1 a CP2.
Takto sestavené portfolio pfind$i maximalni mozny ocfekdvany rocni vynos ve vysi

92 750 K&¢.

Kladné redukované ceny u CP2 a CP3 naznacuji, Ze za danych omezeni nejsou tyto
investice efektivni vzhledem k poméru oekavaného vynosu a rizika, a proto nejsou zahrnuty

v optimalnim portfoliu.

4.4 Déleni materiala
Ukézkova tloha byla ptevzata ze zdroje [14].

Podnik na predmétnou zakazku potiebuje tyce T1 a T2 o délce 80 cm a 90 cm. Vedeni
rozhodlo, Ze se podnik zbavi skladovych zasob. Ve skladu jsou ty¢e délky 150 cm a 180 cm,
a to v mnozstvi 200 a 240 kust. Podnik potiebuje ty¢e T1 v mnozstvi aspont 340 kustu
a tyCe T2 v poctu asponl 300 kust. Je nutné vytesit, jakym zpiisobem nejvhodnéji roziezat

tyCe, aby fezny odpad byl co nejmensi.
Sestaveni matematického modelu ulohy:

Pro sestaveni fezného modelu je nejprve nutné identifikovat v§echny mozné zpusoby,
jak 1ze danou skladovou ty¢ délky 150 cm a 180 cm roziezat na pozadované délky vyrobk,

tedy 80 cm a 90 cm, a zaroven urcit mnozstvi vzniklého odpadu.
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e zplsoby fezu 150cm tyce lze ziskat:
1. 1kstyce Tl, odpad 70 cm
2. 1kstyce T2, odpad 60 cm
e zplsoby fezu 180cm tyce lze ziskat:
1. 2kstyCe T1, odpad 20 cm
2. lkstyCe Tl aT2, odpad 10 cm
3. 2kstyCe T2, odpad 0 cm

Tab. 41: Mozné zpusoby fezu ty¢i

Ty¢ délky 150 cm Ty¢ délky 180 cm
Zpusob fezu 1. 2. 1. 2. 3.
Pocet T1 [ks] 1 0 2 1 0
Pocet T2 [ks] 0 1 0 1 2
Odpad [cm] 70 60 20 10 0

(zdroj: [14])

Pro ucely sestaveni matematického modelu definujeme nasledujici proménné:

e Xx;:pocet ty¢i délky 150 cm roziezanych 1. zpisobem (v cm)
e Xx,: pocet ty¢i délky 150 cm roziezanych 2. zptisobem (v cm)
e Xxj3: pocet ty¢i délky 180 cm roziezanych 1. zplisobem (v cm)
e Xx,: pocCet ty¢i délky 180 cm roziezanych 2. zptisobem (v cm)

e x5: pocCet ty¢i délky 180 cm rozfezanych 3. zplisobem (v cm)

Cilem je minimalizace celkového fezného odpadu vznikajicitho pfi roziezavani

skladovych ty¢i. Mnozstvi odpadu zavisi na zvoleném zplisobu fezu kazdé tyce (Tab. 41),

a proto jej lze vyjadfit jako vazeny soudet dil¢ich odpadi. Ugelovou funkci Ize sestavit

ve tvaru:

min f(x) = 70x; + 60x, + 20x3; + 10x,

Omezujici podminky vychazeji z poZzadavkl podniku na minimalni mnozstvi pozadovanych

vyrobki, dostupné skladové zasoby a omezeni dana délkou jednotlivych tyc¢i:
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Tyce o délce 150 cm jsou v poctu 200 kust:
x1 + x, <200
Tyce o délce 180 cm jsou v poctu 240 kust:
X3+ x4 + x5 < 240
Pocet potiebnych ty¢i T1 je aspon 340 ks:
x1 + 0x; + 2x3 + x4 + Ox5 = 340
Pocet potiebnych tyci T2 je aspon 300 ks:

0xq + x5 + 0x3 + x4 + 2x5 = 300

Rozhodovaci proménna udavé pocet ty¢i roziezanych danym zplsobem, nemiize nabyvat

zapornych hodnot:
x; =0, i=1,23,45
Formulace slovni Glohy jako linearni model:
min f(x) = 70x; + 60x, + 20x5 + 10x,
za podminek:

x1 +x, <200

X3+ x4 + x5 < 240

X1+ 2x3 + x4 = 340

Xy + x4 + 2x5 = 300

x; =0

Tab. 42: Optimalni feSeni tlohy déleni materialii

Xy Xy X3 X4 @ Xs X¢ X7 Xg = Xg b
0 0 0 0 0 1 2 1 1 40
0 05 0 05 1 0 0 0 -0, 150
0 -05 1 05 0 0 0 05 90
1 1 0 0 0 0 -2 -1 -1 160
fl o 0 0 0 0 0 -120 -70 -60 | 13000

(zdroj: viastni)

4.4)

4.4.1)
(4.4.2)
(4.4.3)

(4.4.4)
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Optimalni fesen:
x°Pt = (160; 0; 90; 0; 150; 40; 0; 0; 0)
fort =13 000

Z vysledkl vyplyva, ze optimalni roziezdni zahrnuje vyuziti 160 kusii ty¢i o délce
150 cm prvnim zpiisobem fezu a u ty¢i o délce 180 cm pak 90 kusi tietim a 40 kusi patym
zpusobem fezu. Zvolend kombinace pokryva pozadavky na vyrobu. Celkové mnoZstvi

vzniklého odpadu v tomto feseni ¢ini 13 000 cm.

Na zaklad¢ provedeného simplexového postupu bylo zjisténo, ze existuje alternativni
optimalni feSeni. Moznost alternativniho optimalniho feSeni naznacuje posledni fadek
simplexové tabulky Tab. 42, kde se pod proménnymi x, a x4, které nejsou soucasti aktualni
baze, nachazeji nulové hodnoty v fadku tcelové funkce. To znamenad, Ze jejich vstup do baze

nezméni hodnotu cilové funkce a vede k dalSimu optimalnimu feseni.

Tab. 43 prezentuje piiklady alternativnich optimdlnich feSeni, ktera vSechna vedou
ke stejné hodnoté ucelové funkce f = 1300. Jedna se o rizné kombinace hodnot
strukturnich proménnych, jez ptedstavujyi rizné zplsoby dosazeni optimalniho cile

za dodrZeni v§ech omezeni modelu.

V tabulce jsou zamérné uvedeny pouze hodnoty strukturnich proménnych, zatimco
pfidatné proménné nejsou zobrazeny, protoZe jejich hodnota neni pro tcel této analyzy

podstatna.

Tab. 43: Alternativni optimalni feSeni tlohy déleni materiali

X, X X3 X4  Xg b
0 0 0 0 0 40
0 05 0 0,5 1 150
0 -0,5 1 0,5 0 90
1 1 0 0 0 160
fl o0 0 0 0 0 13 000
0 0 0 0 0 40
05 0 0 05 1 70
0,5 0 1 0,5 0 170
1 1 0 0 0 160
fl o0 0 0 0 0 13 000
0 0 0 0 0 40
-1 0 0 1 2 140
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1 0 1 0 -1 100
1 1 0 0 0 160
fl O 0 13 000

(zdroj: viastni)
Alternativni optimalni feSen:
x? = (0; 160; 170; 0; 70);

x® = (0; 160; 100; 140; 0);

4.5 Dopravni problém
Ukazkova tloha byla ptevzata ze zdroje [1].

Spoleénost Multicomp, s.r.o. méa v CR tfi stiediska (Plzefi, Pardubice, Olomouc), ve kterych
montuje osobni pocitace. Kapacita téchto stiedisek je 330, 150 a 220 ks pocitacii mési¢ne.
Tyto pocitace jsou distribuovany smluvnim odbératelim v Brné€, Praze, Ostravé a Liberci.
Podle smluv dodé firma jednotlivym odbérateliim postupné 180, 250, 160 a 110 ks pocitaca.
Distribucni naklady mezi stfedisky a odbérateli byly vykalkulovany na 1 ks pocitace ve vysi,

ktera je zfeyma z Tab. 44 — uvedené hodnoty jsou ve stovkach K¢.

Tab. 44: Distribucni naklady mezi sttedisky a odbérateli (v stovkach Kc/ks)

Brno Praha Ostrava Liberec Kapacity
Plzen 11 4 17 9 330
Pardubice 6 7 10 8 150
Olomouc 3 9 5 12 220
Pozadavky 180 250 160 110 Celkem = 700
(zdroj:[1])

formulace vétsi prehlednost a strucnost: [1]

m n

i=1j=1

Zapis dopravniho modelu ve form¢ sumaci poskytuje oproti predchozimu zplisobu
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za podminek:

V zajmu piehlednosti matematického modelu zavedeme znaceni, v némz jednotliva vyrobni
sttediska oznac¢ime jako S;, kde i = 1,2,3 a odbératele symbolem 0;, kde j =1,2,3,4.
Kazda proménna x;; pak bude reprezentovat poCet kusti zboZi, pfepravovanych ze stfediska

S; k odbérateli 0;.

Pro ucely sestaveni matematického modelu definujeme nasledujici proménné:

x11: Néklady ze stfediska S; k odbérateli O, (v 100 K¢&/ks)

® Xx;,: Néklady ze stfediska S; k odbérateli O, (v 100 K&/ks)

e x;3: Néklady ze stfediska S; k odbérateli O5 (v 100 K¢/ks)

e Xx,,: Néklady ze stfediska S; k odbérateli O, (v 100 K&/ks)

e Xx,,: Néaklady ze stfediska S, k odbérateli 04 (v 100 K¢/ks)
Obdobn¢ Ize pokracovat 1 pro ostatni proménne x;;, kde index i = 1, 2, 3 oznaCuje stiedisko
aj =1,2,3,4 ptislusného odbératele.

Matematicky model této dopravni Glohy ma za cil minimalizovat celkové naklady
na piepravu zbozi ze stfedisek S; ke koneCnym odbératelim O;. Naklady pfepravy mezi
jednotlivymi dvojicemi stfedisko—odbératel jsou uvedeny v Tab. 44. Celkové naklady
lze vyjadiit jako soucet dil¢ich nédkladl pfifazenych jednotlivym piepravnim trasdm.
Ucelovou funkci lze sestavit ve tvaru:

min f(x) = 11xqq + 4x15, + 17x153 + 9xq4 +
6x51 + 7Xx35 + 10x53 + 8x54 +
3x31 + 9x3, + 5x33 + 12x3,

V ramci formulace matematického modelu ptfepravni ulohy je nezbytné zohlednit

kapacitni omezeni jednotlivych stifedisek. Pro kazdé stfedisko S; sledujeme celkové
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mnozstvi zbozi expedovaného k jednotlivym odbératelim O;, ptfi¢emz toto mnozstvi nesmi

prekrocit dostupnou kapacitu stiediska.
Kapacitni omezeni pro sklad S; 1ze matematicky formulovat nasledovné:

X11 + X12 + X13 + X14 = 330
X321 + X2 + X723 + Xog = 150

X31 + X327 + X33 + X34 = 220

Je nutné zohlednit rovn€Z pozadavky jednotlivych odbératell. U kazdého odbératele O;
sledujeme soucet vSech dodéavek ze stredisek S;, pfi€emz tento objem musi pfesn¢ odpovidat

jeho specifikovanému pozadavku.

Pozadavky omezeni pro prodejny P; 1ze matematicky formulovat nasledovné:

X11 + X21 + X31 = 180
x12 + x22 + X32 = 250
x13 + x23 + X33 = 160

X14 + X4 + %34 = 110
Rozhodovaci proménna predstavujici distribuci zboZi, nemiZze nabyvat zdpornych hodnot:
xij =0, i=1,23,j=12734
Formulace slovni tlohy jako line4arni model:

min f(x) = 11xq; + 4x15 + 17x13 + 9x14 +
6x51 + 7x55 + 10x53 + 8x54 +
3x31 + 9x35 + 5x33 + 12x3,

za podminek: X171 + X192 + X3 + x4 = 330
X1 + Xop + X33 + X4 = 150
X371 + X35 + X33 + X34 = 220
X171 + %21 + x31 = 180
X153 + Xpy + X35, = 250
X13 + X33 + x33 = 160
X14 + X24 + x3, = 110

x; =0, i=1,23;j=1234
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Tab. 45: Optimalni feSeni Glohy dopravniho problému

X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 X0 X11 X12 b

0 1 0 0 O 1 0O 0 O 1 0 O 250
1 0 1 0 1 0 1 o o0 -1 0 -1 120
0 0 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 160
o o0 -1 o0 o0 o0 -1 0 1 1 0 1 60
1 0 1 1 o -1 o0 o0 o0 -1 0 O 80

-1 0 -1 0 O 1 0 1 0 1 0 1 30

fl14 o0 8 0o 0 4 -2 0 0 -9 0 -7]3660

(zdroj: vlastni)
Optimalni feSeni:
x°Pt = (0; 250; 0; 80; 120; 0; 0; 30; 60; 0; 160; 0)
foPt = 3660

Z vysledku vyplyva, Ze optimalni plan distribuce pocitacti zahrnuje dodavku z Plzné
250 ks do Prahy a 80 ks do Liberce, z Pardubic 120 ks do Brna a 30 ks do Liberce a
z Olomouce n60 ks do Brna a 160 ks do Ostravy. Takto navrZena distribuce plné pokryva
pozadavky jednotlivych odbératell a zdroven neptekracuje kapacitni moznosti jednotlivych
sttedisek. Celkové piepravni nadklady v tomto piipadé ¢ini 3 660, tedy 366 000 K¢, pticemz

hodnoty v tabulce jsou uvedeny ve stovkach korun.

Tab. 46: Optimalni rozloZeni dodavek mezi stiedisky a odbérateli

Brno Praha Ostrava Liberec Kapacity
Plzen 0 250 0 80 330
Pardubice 120 0 0 30 150
Olomouc 60 0 160 0 220
Pozadavky 180 250 160 110 Celkem = 700

(zdroj: viastni)
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S IMPLEMENTACE METODY V SOFTWARU

Tato kapitola se zaméfuje na softwarovou podporu feSeni uloh LP. Nejprve je piedstaven
piehled dostupnych nastrojt, které slouzi k formulaci a feSeni optimaliza¢nich problémi.
Naésleduje navrh a popis vlastni implementace vytvofené v programovacim jazyce Python,
véetn¢ uzivatelského rozhrani, zplisobu zadavani vstupnich dat a zobrazeni vystupnich

vysledki.

5.1 Prehled existujicich softwarovych nastroja pro LP

V soucasnosti existuje Siroka Skéala softwarovych nastrojl, které umoznuji efektivni feSeni
uloh LP. Tyto nastroje se li§i nejen svymi vypocetnimi schopnostmi, ale také uzivatelskym
rozhranim, dostupnosti a vhodnosti pro riizné typy uzivatelii. Mezi né€ patii napiiklad GAMS,
Microsoft Excel (s dopliikem Resitel), AIMMS, MATLAB, WolframAlpha a spousta
dalsich. [7]

Pro ucely této prace byly zvoleny nastroje GAMS a Microsoft Excel, a to predevSim
z divodu jejich dostupnosti, ale také z divodu osobniho zajmu o porovnani riznych piistupii
k teSeni linearnich tloh. MoZnost vyuziti jazyka MATLAB byla zvaZzovéna, avSak po

konzultaci s vedoucim prace nebyla dale rozvijena.

Pro ucely porovnani softwarovych nastrojii bude vyuzit jednotny testovaci piiklad,
ktery bude zadavan ve vSech nastrojich ve stejné podobé. Diky tomu bude moZzné objektivné
porovnat zpisob zadavani vstupnich dat, praci s modelem a zplisob prezentace vystupnich

vysledkd.
Testovaci ptiklad:
max f = 12x; + 25x, + 5x; (5.1
za podminek: x; + x, + +x3 < 10
4x, + 3x, + 2x3 = 20
x1+x2+1OX3 =>8

X1,X; = 0 x3 URS

5.1.1 GAMS

GAMS (General Algebraic Modeling System) je vysoce Uroviilovy modelovaci systém
pro matematické programovani a optimalizaci. Systém se sklada z vlastniho kompilatoru

modelovaciho jazyka a Siroké Skaly integrovanych feSicich nastroji. [20]
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Program je dostupny ke stazeni na oficidlnich strankdch (www.gams.com), kde je

mozné si zvolit mezi bezplatnou demoverzi a plnou placenou verzi.

Proménna x5 nemuze byt deklarovana jako URS, a proto je vyjadiena jako rozdil dvou
nezapornych proménnych: x3 = x3poz — xzneg. Proménné jsou deklarovany v bloku
Variables a nezapornost se nastavuje pomoci Positive Variables. Cilovéa funkce a omezeni

jsou zapsany pomoci rovnic, GAMS vyuziva specifické operatory:
=e= pro rovnost
=/= pro nerovnost <
=g= pro nerovnost >

Model je nasledné feSen jako linedrni program pomoci kli¢ového slova Solve a vysledné

hodnoty proménnych se zobrazuji ptikazem Display.

Ukazka modelu v jazyce GAMS:

Deklarace rozhodo i ch pr ) pouZivangch v modelu
x1ax2j
x3poz a x3 ro Ul roménnou - x3neg)
f je cilovd pr
ariables
x1, x2,
x3poz, x3neq,

I

= * * *

* Podminku v&erh
* Podminky p

% [elklarace r

Equations
omezenil
omezeni2
omezeni3
ucelovaf;

¥ —p= pro =
% == pro =

0 =g= pro
ro = pro =

P HEU =, 4=
omezenil.. x1 + x2 + x3poz - x3neq =1= 10;
omezeni2.. 4*x1 + 3%x2 + 2*x3poz - 2%x3neq =e= 20;
omezenid.. x1 + x2 + 10*x3poz - 18*x3neg -g- §;
ucelovaf.. f =e= 12%x1 + 25%x2 + 5*x3poz - 5*x3neg;

=

# Definice modelu (ndzvu) se vemi rovnicemi
* Model LP_model /

omezenil

omezeni2

omezenid

ucelovaf/;
* Redeni modelv jako LP s cilem maximalizace f

Solve LP_model using 1p maximizing f;

n hodnot
o noanot

Display x1.1, x2.1,
38 |

orom h

x3poz.l, x3neg.l, f.1;

x Vostu
= Vgstu

Obrazek 9: Zadani modelu v GAMS

(zdroj: vlastni)


http://www.gams.com/
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VARIABLE x1.L = 0.000
VARIABLE x2.L = 6.571
VARIABLE x3poz.L = 0.143
VARIABLE x3neg.L = 0.000
VARIABLE f.L = 165.000

Obrazek 10: Vystup modelu v GAMS
(zdroj: viastni)
5.1.2 MS Excel Regitel

Microsoft Excel nabizi vestavény nastroj ReSitel (Solver), ktery umoZiiuje fesit
optimaliza¢ni ulohy, v€etn¢ Uloh LP. Tento nastroj je bézné¢ dostupny jako doplnék a je
mozné jej aktivovat v nastaveni Excelu. Pro aktivaci dopliikku je nutné jej nejprve zavést
prostfednictvim nabidky Moznosti. Postup je nasledujici:

1.V hlavnim panelu Excelu kliknéte na Soubor — Moznosti — Doplnky.

2. Ve spodni ¢asti okna nastavte Spravovat: Dopliikky Excelu a kliknéte na Prejit....

3. V zobrazeném dialogovém okné& zaSkrtnéte Doplnck Solver a potvrd'te vybér

kliknutim na OK [21]

Doplfiky

Dostupné dopliky:

[ Analytické nastraje oK
|| Analytické nastroje - VBA

| Doplinék Solver Zrugit

|_| Eura Currency Tools

Prochazet...

Automatizace...

Doplnék Solver

Nastraj pro optimalizaci a feéeni rovnic

Obrazek 11: Dialogové okno dopliku v Excelu
(zdroj: viastni)

Obrazek 12 znédzoriuje list pro zaddni LP modelu v prostiedi Microsoft Excel. Horni
cast tabulky (fadky 1 az 7) slouzi k vizualnimu znazornéni struktury modelu. Tato ¢ast je

pouze orientacni a neobsahuje zadné vypocetni vzorce.
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Proménné:

Uéelova funkce: max f= 12 25 5 5

Za podminek: 1 1 1 -1 <= 10
4 3 2 -2 = 20
1 1 10 -10 >= 8
x1 X2 X3+ x3-

Kontrola spravnosti: Leva strana | Znak nerovnosti | Prava strana

0 <= 10
0 = 20
0 >= 8

Obrazek 12: Ptepis testovaciho ptikladu do listu Excel
(zdroj: vlastni)
Pro zajiSténi funkénosti vypocti byly do jednotlivych bunék piidany vzorce slouzici k
automatickému vyhodnoceni hodnot ucelové funkce i jednotlivych omezeni:

e Buiiky B10 az E10 po spusténi ReSitele automaticky ulozi hodnoty

optimalizovanych rozhodovacich proménnych.

e Buiika Al13 obsahuje vzorec pro vypocet hodnoty ucelové funkce:

=B3*B10 + C3*C10 + D3*D10 + E3*E10

e Buiiky B16, B17, B18 vyhodnocuji levé strany jednotlivych omezeni pomoci
vzorcu:
=B5*B9 + C5*C9 + D5*D9 + E5*E9, =B6*B9 + C6*C9 + D6*D9 + E6*E9,
=B7*B9 + C7*C9 + D7*D9 + E7*E9

e Buiky D15, D16, D17 obsahuji pouze pravé strany omezeni.

Data Revize Zobrazenf Automatizér Napovéda

fg #£4 Dynamické dopliiovani 82 Slouéit

Textdo Dt Odebrat duplicity Data Model ~

[z =™
S}
ot BT
Ve~ [B Propojenfsetitil
Dotazy a &pfipojeni.

 EJ
Citlivostni ~ List
analjza~ prognézy

Prognéza

58 9F
g 4
Seckupit Oddélit Souhrn

51 {2

z| Seadit

N
Fite 8 Pouiitanovu

& Upfesnit
Sefadita filtrovat

== i

Organizace... Akcie (Engl.. Mény (Eng..

sloupcl 5 Ovéfenidat  ~

Datove nastraje

Datove typy Piehled [

Obrazek 13: Spusténi doplitku Resitel
(zdroj: vlastni)
Po kliknuti na moznost Resitel se zobrazi dialogové okno, ve kterém je mozné zadat
cilovou bunku (ucelovou funkci), urcit typ optimalizacni ulohy (maximalizace nebo

minimalizace), nastavit podminky a metodu feSeni. Na Obrazek 14 je zndzornéno konkrétni

vyplnéni parametrti pro feSeni testovaciho ptikladu.
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Parametry Resitele

Uéelova funkee: $As13

>

Hiedat: @ max ) Min O Hodnota:

Proménné modelu:

S$BS10:5ES10

>

Omezujici podminky:
SBS16 <= SDS16
5BS17 = SDS17
SBS18 > = SDS1E

Pfidat

Zménit

Odstranit

Vynulovat vie

Naéist nebo ulozit

@ Mastavit podminky nezapomaosti

Vyberte metodu Simplexova metoda hd

el Moznosti
fedent:

Obrazek 14: Parametry Resitele
(zdroj: viastni)

Vysledné hodnoty optimalizovanych proménnych se automaticky zobrazily
ve vybranych buiikach (B10:E10), které byly v okné Resitele definovany jako rozhodovaci
proménné. Hodnota ucelové funkce je nasledné dopocitdna ve vyhrazené buiice (A12)

pomoci vzorce.
Proménné x;, kterd je bez znaménkového omezeni, musela byt rozdélena na dvé
nezaporné slozky x5 a x3.

Ve spodni c¢asti tabulky je vytvofena kontrolni sekce, kterd ovétuje splnéni vSech
zadanych omezeni. Hodnoty na levé stran¢ odpovidaji pravé strané nerovnosti a rovnic,

coz potvrzuje, Ze nalezené feSeni je platné a model byl spravné nastaven.

Proménné: ‘ X1 ‘ X2 ‘ X3+ ‘ X3- |

Uéelova funkce: max f= ‘ 12 ‘ 25 ‘ 5 ‘ 5 |

Za podminek: 1 1 1 -1 <= 10
6 | 4 3 2 2 = 20
1 1 10 -10 >= 8
E Vysledné proménné: x1 X2 X3+ x3-

1] 6,571428571 0,142857143 1]

Hodnota Ucelové funkce:

165

Kontrola spravnosti: Leva strana | Znak nerovnosti | Prava strana

6,714285714 <= 10

20 = 20

8 >= 8

Obrazek 15: Vystup modelu v Excel Resiteli

(zdroj: viastni)
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5.2 Implementace vlastniho softwarového FeSeni

V ramci této kapitoly je pfedstaveno jednoduché softwarové feseni vytvotrené pro ucely
procvi¢ovani metod LP. Vysledna aplikace mé podobu interaktivni kalkulacky, ktera
kromé zadavani vstupnich dat umoziuje také zobrazeni jednotlivych kroka vypoctu

pomoci vestavéného nadhledu na simplexovou tabulku.

Aplikace byla implementovana v programovacim jazyce Python (verze alespon 3.8)
s vyuzitim knihovny PyQtS pro tvorbu grafického uzivatelského rozhrani. Pro vizualizaci
byla pouzita knihovna matpletlib, konkrétné jeji modul pyplot, ktery umoziiuje jednoduché

vykreslovani grafickych vystupt ve 2D prostoru.

Uvedeny budou pouze vybrané useky zdrojového kodu, které demonstruji klicové
funkce a principy fungovani simplexové metody. Vzhledem k délce nékterych funkei jsou
v textu prace prezentovany pouze nejdulezitéjsi c¢asti. Kompletni zdrojovy kod je uveden v

ptiloze prace.

5.2.1 Programovaci jazyk Python

Python je interpretovany, objektové orientovany a vysoce Uroviiovy programovaci jazyk
s dynamickym typovym systémem. Diky podpofe modulil a balickli je vhodny pro tvorbu
prehledné strukturovanych a znovupouzitelnych aplikaci. Python je Siroce vyuZzivan jak pro

rychly vyvoj aplikaci, tak jako skriptovaci jazyk pro propojovani riznych komponent. [22]

Je voln& dostupny a lze jej stahnout?® ve formé instala¢nich bali¢kdi na oficialnich

strankach (www.python.org).

5.2.2 Vychozi tvar simplexové tabulky

Pti sestavovani vychozi simplexové tabulky byly implementovany tii klicové funkce:
o Funkce expand variables zajistuje podminku bez znaménkového omezeni na

dvojici slozek.

o Funkce initialize simplex_table nasledné vytvari vychozi simplexovou tabulku,
pomoci piidani pfidatnych a umélych proménnych podle typu omezeni (<, >, =).
Kazdému omezeni ptifazuje 1 nebo -1 tam, kde ma byt, a ptipravuje i fddek pomocné

ucelové funkce.

28 Pfi instalaci je nutné zaskrtnout ,,Add python.exe to Path* pro instalovani bali¢ku v pifkazovém fadku.
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o Funkce adjust auxiliary objective function provadi upravu pomocné ucelové
funkce tak, ze s¢ita ptislusné fadky tabulky. Vysledkem je anulovany tvar pomocné
ucelové funkce.
Koéd 1: Rozsiteni URS proménné
1. def expand_variables(values, conditions):
2. """ RozSireni proménnych pro URS """
3. expanded = []
4. for i, val in enumerate(values):
5. if conditions[i] == "URS":
6. expanded.extend([val, -vall)
7. else:
8. expanded.append(val)
9. return expanded
Kod 2: Ptidavani ptidatnych a pomocnych proménnych
1. def initialize_simplex_table(obj_function, constraints, conditions):
2. """ Inicializace simplexové tabulky """
3. # [predchozi ¢ast kdédu vynechana]
4. for lhs, operator, rhs in [(c[:-2], c[-2], c[-1]) for c in init_constraints]:
5. row = lhs + [@] * (num_slack + num_artificial) + [rhs]
6.
7. if operator == "<":
8. row[slack_idx] =1
9. slack_idx += 1
10.
11. elif operator == "2":
12. row[slack_idx] = -1
13. row[artificial_idx] = 1
14. auxiliary_row[artificial_idx] = -1
15. slack_idx += 1
16. artificial_idx += 1
17.
18. elif operator == "=":
19. row[artificial_idx] =1
20. auxiliary_row[artificial_idx] = -1
21. artificial_idx += 1
22.
23. init_simplex_table.append(row)
Kod 3: Anulovany tvar pomocné ucelové funkce
1. def adjust_auxiliary objective_function(init_simplex_table):
2. """ Secteni prislusnych radk( s pomocnou ucelovou funkci """
3.
4. adjusted_table = [row[:] for row in init_simplex_table]
5. auxiliary_row = adjusted_table[-1]
6.
7. # SeCteni -1 a 1 v prislusSnych sloupcich
8. for i in range(len(auxiliary_row)):
9. if auxiliary_row[i] == -1:
10. for row in adjusted_table[:-1]:
11. if row[i] == 1:
12. for j in range(len(auxiliary_row)):
13. auxiliary row[j] += row[j]
14.
15 return adjusted_table
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5.2.3 Nalezeni klicového prvku

Metody find pivot column maximize a find pivot column_minimize slouzi k urceni
klicového sloupce v zéavislosti na typu optimaliza¢ni ulohy. Obé vyuzivaji témétf shodnou
logiku a 1isi se pouze pouzitim funkce min() a max(). V obou piipadech dochazi
k prohledavani posledniho tadku simplexové tabulky, kde se identifikuje ptislusny sloupec
pro dalsi iteraci.

Naopak metoda find pivot row provadi pomérovy test, pomoci kter¢ho se urcuje
klicovy tadek. Pomér mezi hodnotou pravé strany a hodnotou v klicovém sloupci se vypocita

pro kazdy fadek a ulozi se do seznamu.

Koéd 4: Nalezeni pivotniho prvku

1. def find_pivot_column_maximize(table, obj_function, constraints, conditions):

2. """ Nalezeni pivotu ve sloupci pro maximalizaci """
3.
4. simplex_table, num_artificial = initialize_simplex_table(obj_function, constraints,
conditions)
5. last_row = table[-1][:-1]
6. min_value = min(last_row[:len(simplex_table[-1]) - num_artificial - 1])
7. return last_row.index(min_value) if min_value < @ else -1
8.
9.
10. def find_pivot_column_minimize(table, obj_function, constraints, conditions):
11. """ Nalezeni pivotu ve sloupci pro minimalizaci """
12.
13. simplex_table, num_artificial = initialize_simplex_table(obj_function, constraints,
conditions)
14. last_row = table[-1][:-1]
15. max_value = max(last_row[:len(simplex_table[-1]) - num_artificial - 1])
16. return last_row.index(max_value) if max_value > 0 else -1
17.
18.
19. def find_pivot_row(table, pivot_column):
20. """ Nalezeni pivotového radku """
21.
22. pivot_row_ratios = []
23.
24. for row in table[:-1]:
25. # Jen pokud pivotni hodnota > @ a zaroven prava strana >= @
26. if row[pivot_column] > @:
27. ratio = row[-1] / row[pivot_column]
28. # Zajistime, Ze @ nebude vybrano jako pivot
29. if ratio > O:
30. pivot_row_ratios.append(ratio)
31. else:
32. pivot_row_ratios.append(float('inf'))
33. else:
34. pivot_row_ratios.append(float('inf"))
35.
36. return pivot_row_ratios

37.
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5.2.4 Nalezeni klicového prvku

Funkce gauss pivoting simplex aktualizuje simplexovou tabulku po vybéru klicového
prvku. Nejprve se klicovy fadek vydéli klicovou hodnotou a nasledné jsou ostatni fadky
upraveny pomoci Gaussovy eliminace tak, aby ve sloupci pivotu vznikly nuly. Kazdy fadek

je pteveden podle vzorce.

Kod 5: Gaussova elimina¢ni metoda

. def gauss_pivoting_simplex(table, pivot_row, pivot_column):
""" Aktualizace simplexové tabulky """

# Vydéleni pivotniho radku pivotni hodnotou

pivot = table[pivot_row][pivot_column]

table[pivot_row] = [pivot_row_value / pivot for pivot_row_value in table[pivot_row]]

1

2

3

4

5

6

7

8 # Gaussova eliminace (Novy radek = stary radek - kl.faktor * pivotni radek)
9. for i, row in enumerate(table):
10. if i != pivot_row:

11 factor = row[pivot_column]
12 table[i] = [row[]j] - factor * table[pivot_row][j] for j in range(len(row))]
13
14

return table

5.2.5 Prepocet simplexové tabulky

Pribéh simplexové metody je realizovan pomoci funkci simplex_iteration maximize
asimplex_iteration _minimize, které zajiSt'uji iteraCni feSeni tloh. Obé& funkce vyuzivaji diive
definované funkce a jsou fizeny pomoci cyklu while s tzv. walrus operdtorem (:=), jenz
umoziuje souCasné piifazeni 1 kontrolu hodnoty v podmince. Iterace konci ve chvili,

kdy jsou splnéna kritéria optimality.

Kéd 6: Priib&h simplexové metody pro maximalizaci®’

1. def simplex_iteration_maximize(table, obj_function, constraints, conditions):

2. """ Tterace simplexové metody pro maximalizaci """

3.

4. # Opakovani, dokud existuje zdporna hodnota v poslednim radku

5. while (pivot_column := find_pivot_column_maximize(table, obj_function, constraints,
conditions)) != -1:

6. ratios = find_pivot_row(table, pivot_column)

7. # Kontrola nekonecnych hodnot

8. if all(r == float('inf') for r in ratios):

9. return simplex_table, None

10.

11. pivot_row = ratios.index(min(ratios))

12. table = gauss_pivoting_simplex(table, pivot_row, pivot_column)

13. simplex_table += format_simplex_table(table, constraints, conditions) + "\n"
14. last_iteration = table

15.
19. return simplex_table, last_iteration

2 Pro minimalizaci obsahuje podminku if all(value < le-10 for value in table[-1]): table.pop(), k odstranéni
pomocné ucelové funkce
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5.2.6 Jednofazova a dvoufazova metoda

Rozhodnuti se opird ve funkci simplex method o kontrolu hodnot posledniho fadku vychozi
simplexové tabulky, zda obsahuje pouze nuly. Pokud ano, lze pfistoupit rovnou

k optimalizaci. Pokud ne, je nutné nejprve upravit pomocnou ucelovou funkci a zahajit prvni

fazi pomoci dvoufazové metody.

Kod 7: Spusténi metody

1. def simplex_method(optimization_type, obj_function, constraints, conditions):

2.
. # [predchozi ¢ast koédu vynechana]

w

Spousténi simplexové metody

single_phase = False

if all(value == @ for value in init_table[-1]):
init_table.pop()
single_phase = True

output += format_simplex_table(init_table, constraints, conditions) + "\n"

# Jednofdzova metoda
if single_phase:
output += format_simplex_table(init_table, constraints, conditions) + "\n"
args = (init_table, obj_function, constraints, conditions)
if optimization_type == "max f":
simplex_table, last_iteration = simplex_iteration_maximize(*args)
else:
simplex_table, last_iteration = simplex_iteration_minimize(*args)

# Dvoufazova metoda
else:
adjusted_table = adjust_auxiliary_objective_function(init_table)
output += format_simplex_table(adjusted_table, constraints, conditions) + "\n"
args = (adjusted_table, obj_function, constraints, conditions)
simplex_table, last_iteration = simplex_iteration_minimize(*args)
output += simplex_table

if optimization_type == "max f":

simplex_table, last_iteration = simplex_iteration_maximize(*args)
else:

simplex_table, last_iteration = simplex_iteration_minimize(*args)
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5.2.7 Pomocné funkce
V ramci implementace byly rovnéz vytvofeny pomocné funkce, které neslouzi k samotnému
feSeni ulohy, ale zajistuji formatovani vystupu, praci s nazvy proménnych nebo
piedzpracovani vstupu. Tyto funkce nejsou soucasti vypocetniho jadra a maji spise
podpirnou ¢i estetickou roli. Pomocné funkce jsou:

e format fraction — ptevod desetinnych cisel na zlomkovy zapis pro lepsi Citelnost

vystupu
e invert_inequalities — uprava znamének v omezenich tak, aby pravé strany

obsahovaly nezaporné hodnoty

o generate_table header — sestaveni hlavicky simplexové tabulky na ziklad¢ typu

proménnych a omezeni,

e format_simplex_table — ptevod Ciselné tabulky do ptehledné textové reprezentace.
5.2.8 Grafické rozhrani

Pro vytvoteni grafického uzivatelského rozhrani (dale jako GUI) byla vyuzita knihovna
PyQt5, kterd poskytuje vazbu mezi programovacim jazykem Python a frameworkem Qt.
Diky své modularni architektufe a nastrojim, jako je Qt Designer, umoziuje PyQt5

efektivni navrh a implementaci uzivatelského rozhrani. [23]

Pro pouziti knihovny PyQt5 je potifeba mit nainstalovany Python ve verzi 3.8 nebo
vys$$i. Pokud jiz Python nainstalovany mate, mizete knithovnu PyQt5 nainstalovat pomoci

nastroje pip v piikazovém tadku:
pip install PyQt5

pip install matplotlib
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[N Simplex Method Calculator

constraint:

Total variables: | Total

L=
max £~ @ w

Subject to:

"

Solve ‘ 7.’

Solution: Simplex Tableau

N

ual solution: ( 8. )

Obrazek 16: Vzhled GUI programu

(zdroj: vlastni)

GUI tvofi deset zékladnich prvki, které jsou zndzornény na Obrazek 16:

1. Pole pro zadani poctu rozhodovacich proménnych — na zéklad¢ této hodnoty
se dynamicky vygeneruje odpovidajici pocet vstupnich poli. I kdyz neni pocet
technicky omezen, z divodu vypocetni naro¢nosti se nedoporucuje zaddvat piilis

vysoké hodnoty;

2. Pole pro zadani poctu omezeni — podobné jako u proménnych se dynamicky

vytvofi ptislusny pocet fadkl pro zadani podminek;

3. Tlacitko ,,Generate* — slouzi ke spusSténi generovani vstupnich poli pro zadani

ulohy;
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4. Volba typu tlohy — uzivatel zde urCuje, zda se jedna o maximaliza¢ni nebo
minimalizaéni tlohu;

5. Okno pro zadani cilové funkce — zobrazuje a umoznuje editaci koeficienti
rozhodovacich proménnych;

6. Okno pro zadani omezujicich podminek — slouzi k zadani koeficientd jednotlivych
podminek, typu nerovnosti (<, =, >), pravé strany a zdroveil umoziuje urcit
podminky pro kazdou proménnou;

7. Tlacitko ,,Solve* — spusti vypocet pomoci simplexové metody;

8. Vystupni pole — zobrazi vysledky vypoctu, konkrétné hodnoty rozhodovacich
proménnych primarni ulohy, feSeni odpovidajici dualni tlohy a jednotlivé iterace
simplexové tabulky;

9. Tlacitko ,,Dual solution“ — provede pfevod tlohy na jeji dudlni formu a zobrazi
odpovidajici zapis;

10. Tlacitko ,,Show plot (2D)” — vizualizuje grafické feSeni ulohy, je-li zadan presné

dvourozmérny model (tedy pravé dvé proménné);

5.2.9 Grafické reSeni v GUI

Pro vizualizaci grafického feSeni uloh sedvéma proménnymi byla pouzita knihovna

Matplotlib, konkrétné jeji modul pyplot, ktery umoziuje jednoduché vykreslovani grafi.

Tento modul nabizi Sirokou Skéalu funkei pro préaci s grafy, v€etné vykresleni nerovnosti,

prisecikli a hranic feSeni, coZ je vhodné pro prehledné zndzornéni ptipustné oblasti

1 optimalniho bodu.

Pro ilustraci grafického feSeni byla pouzita iloha alokace zdroji (4.). Tento piiklad byl

zvolen zamérné, nebot’ obsahuje praveé dvé strukturni proménné, cozZ umoziuje vizualizaci

feSeni v rovinném prostoru. Diky tomu lze pfehledné znézornit oblast pfipustnych feSeni,

jednotliva omezeni 1 optimalni feSeni ulohy. Pro zobrazeni grafického vystupu je nutné

stisknout tlacitko Show plot (2D) (10.)
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120 T
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Obrazek 17: Grafické feseni v GUI
(zdroj: vlastni)
5.2.10 Zadavani a vystup v GUI

Na Obrazek 18 je vidét, ze ke kazdému vytvorenému poli pro zadani hodnot byla
pfifazena odpovidajici proménnd x,, a kazdé omezeni bylo pro lepsi ptfehlednost

ocislovano podle své pozice v zadani.

W Simplex Method Solver

Total variables: 3 Total constraint: 3 Generate  Show plot (2D)

max f -
12 =1 25 =x2 5 x3

Subject to:

xl =0 x2 =0 %3 RS

Solve

Obrazek 18: Zadavani testovaciho ptikladu v GUI

(zdroj: vlastni)
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Vystup feseni zadané ulohy, ktery zahrnuje vysledky priméarni ulohy, pribéh

simplexové metody a odpovidajici dudlni feseni, jsou znazornény na Obrazek 19.

Solution: Simplex Tableau
_ -23/2 | -48/2 | 0 | a | a (B V- N a o1z 4
x1 =10 1s/5 | 1475 | 0 1 ] 1 0 I s | [ | -&/5 | 82/5
x2 = 6.57
%3 = 0.14 =l | x2 I =3" 1o=3 x4 1 =5 1 vl 1 v2 1 b
x4 = 3.29
_ a I oss3E | o 1 ] 1 1 | 1/1% | -s/38 | -1/1% | 92/1%
x> =0 1 | lasls | 1 | 1] | 0 | 1715 | 5f1% | -171% | 352/1%
6 = 0 a | 1s38 | 1 | -1 [ | -2/1% | -1/3%3 | 2715 |  &/1%
f = 165 a | -€05/38 | 1 | o | [ | 2/1% | 115738 | -2/1% | 1134/1%
xl | x2 | x3 1 =3 | x4 | x5 | vl | vz | b
a Iossz | o 1 0 1 1 | 1 I -sfz | -1 sz
1 | 172 | 0 | a | -1 | a | 1/2 | 1] | a
a [ - T 1 | -1 2 | a 1 -1z a | 10
: a I -33/2 | a 1 0 1 -2 a (V- T a | 50
Dual seolution: ! =
xl | x2 | x3 | x3 | x4 | x5 | ¥l | y2 | b
min g(y) = 10v¥1l + 20vyZ + -8vy3
yl =0, y2 = 8.75, y3 = 1.25 -5 a | a | [ | 28| 1 | -s -1 sz
min g = 1&5 2 | 1 1 a 1 ] | -2 | a | 1 | a | 1]
1yl + 4y2 + -1y3 2 12 e S
1yl + 3y2 + -1y3 = 25 33| a | Q | 1] 1 -3 | a | 20 | a | 50
1yl + 2y2 + -10¥3 = 5 x| xz | x3 | ox3 | xs | x| ¥yl vz o B
vyl 2 0, y2 URS, ¥3 2 0
-s/28 | a 1 0 1 ] 1 1 | 1/z8 | -3728 | -1/28 |  23/7
18/14 | 1 | 0 | a | a | 1/14 1 5/14 | -1/14 | 4&s7
-1/z28 | a | 1 | -1 a | -3/28 | -l728 | 3728 | 177
27/4 | a | a | 0 | 0 | 5/4 | 3574 | -5/4 | 165

Obrézek 19: Vystup testovaciho piikladu v GUI
(zdroj: viastni)

Z Obrazek 10, Obrazek 15 a Obrazek 19, které reprezentuji vystup jednotlivych
programu, je patrné, Ze vysledné hodnoty strukturalnich proménnych i G¢elové funkce jsou
ve vSech ptripadech shodné az na drobné rozdily v poctu zobrazovanych desetinnych mist.

Po zaokrouhleni Ize tedy optimalni feSeni povaZovat za totozné:

x°Pt = (0; 6,57; 0,14)

foPt = 165

5.2.11 Dualita v GUI

Po stisknuti tlacitka Dual solution (9.) se automaticky pfepiSou hodnoty v polich pro zadani

poctu proménnych (1.), poctu omezeni (2.), poli pro zaddvani promeénnych (5.) i omezujicich

podminek (6.)*°, aby odpovidaly dudlni uloze. Tento pievod je znazornén na Obrazek 20.

30 Totéz plati i pro piipady, kdy je proménna bez omezeni znaménkem (URS).
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N Simplex Method Solver

Total variables: 3 Total constraint: 3 Generate Show plot (2D)

min £ -
10 xl 20 x2 -3 x3
Subject to:
17);1 sz 17){3 2z v|12 (1)
1_xl 3_x2 1_x3 > w25 (2)
17);1 LK‘ ixs = «~ 5 (3)
xl =0 ~ %2  URS ~ ®3 =0 ~

Solve

Obrazek 20: Pfevod ulohy na jeji dudlni formu v GUI
(zdroj: vlastni)
5.2.12 Chybové hlaseni

Zavérem k vystupnimu zobrazeni aplikace je tieba uvést, ze obsahuje také zakladni kontrolni
podminky vstupu, které upozoriiuji uzivatele na ptipadné chyby ve formulaci tlohy. Tyto

vystupy slouZi k lepsi orientaci uzivatele a eliminaci chyb pfi praci s aplikaci.

V ptipad€ nespravné zadané ucelové funkce:
e The objective function is not written correctly.
Pti chybné zadanych omezenich:
e The constraints are not written correctly.
V ptipadé, Ze optimaliza¢ni loha nemé omezené feSeni:
e Unbounded solution — no valid pivot row.

Pokud neni mozné dudlni ulohu vytvofit, napifiklad z divodu nesplnéni strukturalnich

predpokladii, aplikace informuje hlasenim:

e Dual problem is not available.
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ZAVER

Tato prace se zabyvala linearnim programovanim, konkrétn¢ simplexovou metodou, a jejim
praktickym vyuzitim pii feSeni optimalizanich uloh. Pfestoze linearni programovani
predstavuje pouze dil¢i oblast $ir§iho rdmce opera¢niho vyzkumu, jednd se o velmi dilezity

a Siroce vyuzivany nastroj v mnoha oblastech, od pramyslu az po ekonomii.

V teoretické Casti byla podrobné rozebrana struktura tloh linearniho programovani,
jejich Kklasifikace a zakladni pojmy, které jsou klicové pro pochopeni fungovani
optimaliza¢nich algoritml. Béhem zpracovani této ¢asti jsem narazil na nékolik témat, ktera
nebyla v bézné dostupné literatuie dostatecné rozvedena. Hlubsim reSerSnim usilim se mi
podafilo nalézt dopliujici odborné zdroje, ze kterych jsem mohl Cerpat a tim praci vhodné

doplnit o chybéjici souvislosti.

Praktickd cast ukdzala konkrétni piiklady feSeni rGznych typd uloh. Déle byly
predstaveny vybrané softwarové nastroje pro feSeni linearnich uloh a detailné popsana
implementace vlastniho feSeni v programovacim jazyce Python, véetné grafického rozhrani,

které umoziuje intuitivni zadavani a vizualizaci feSeni simplexové metody.

Zajimavosti této prace je, ze jsem zacal nejprve s implementaci softwarového feSeni,
kde jsem vyuzil pfedev§im znalosti ziskané v pfedmétu optimalizacni metody. Teoreticka
¢ast mi pak pomohla lépe porozumét jednotlivym principim simplexové metody, duality
1 moZnostem zakonceni Uloh, a zarovei rozsifila mé znalosti o pojmy a souvislosti, které mi

drive nebyly znamy.

Véiim, ze vytvoreny softwarovy ndstroj muze poslouzit jako praktickd pomicka

pro studenty i zajemce o tuto oblast a zaroven jako pevny zaklad pro dalsi rozvoj.

Zaveérem lze shrnout, ze tato prace naplnila sviij cil propojit teoretické poznatky
s praktickou aplikaci simplexové metody. Proces tvorby softwarového nastroje mi umoznil
nejen 1épe pochopit principy linedrniho programovani, ale také si ovéfit jejich fungovani
na realnych tlohach. Diky tomu jsem ziskal hlubsi vhled do tématu a rozsitil své dovednosti

v oblasti optimaliza¢nich metod i programovani.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK
LP Linearni programovani
Tab. Tabulka

max Maximalni

min  Minimdalni

URS Unrestricted in sign
opt  Optimalni

t]. To jest

tzv  Takzvany

L. Prvni

IL Druha

resp. Respektive

Radek

=<

$ Dolar

kJ Kilojoul

g Gram

mg  Miligram

K¢ Koruna ¢eska
% Procent

cm  Centimetr

ks Kus

s.r.0  Spolecnost s ru¢enim omezenym
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SEZNAM PRILOH

Ptiloha PI:  Simplex method

Ptiloha P II:  Simplex method Qt Designer



PRILOHA P I: SIMPLEX METHOD

Obsahem prvni ptilohy je zdrojovy kéd programu pro feseni uloh linearniho programovani

pomoci simplexové metody.



PRILOHA P II: SIMPLEX METHOD QT DESIGNER

Obsahem druhé ptilohy je soubor s grafickym navrhem uzivatelského rozhrani aplikace

vytvofenym v nastroji Qt Designer.



