Metody celoCiselného
linearneho programovania

Monika Kovarova

Bakalarska prace Univerzita Tomase Bati ve Zliné
2025 Fakulta aplikované informatiky







Univerzita Tomése Bati ve Zliné
Fakulta aplikované informatiky
Ustav informatiky a umélé inteligence

Akademicky rok: 2024/2025

ZADANI BAKALARSKE PRACE

(projektu, uméleckého dila, uméleckého vykonu)

Jméno apiijmeni:  Monika Kovdrovd

Osobni dislo: A21007

Studijni program:  B0613A140020 Softwarové inZenyrstvi

Forma studia: Kombinovana

Téma prace: Metody celogiselného linedrniho programovani

Téma prdce anglicky: Methods of Integer Linear Programming

Zsady pro vypracovéni

1. Nastudujte historil, vjvo] a klasifikacl metod linedriho programovani.

2. Formulujte postup Fe3enf simplexovou tabulkou pro primérni a dudlni Glohu.
3. Vysvétlete aspekty celociselné dlohy a princip feznych nadrovin,

4. Vypracujte a vyuZijte programovou padporu pro feenf celofselnyich tloh LP.
5. Vypracujte aplikadnl pfikiady pro vyuiitf celociselnych dloh.

6. Vytvorte studijni oporu a porovndni's metodou vétvi a mez,



Forma zpracovéni bakaldFské prace; tiSténa/elektronicka
Jazyk zpracovéni: Slovenstina

Seznam doporudené literatury:

1. DANTZIG, George B.. Linedrne programovanie a jeho rozvoj. 1. vyd. Bratislava: SVTL, 1966, 704,

2. DEMEL, Jifi. Operatni vjzkum [online]. 2017 [cit. 2018-03-08], uZebni text CVUT, Dostupné na: https://
kix.fsv.cvut.z/ demel/ped/ov/ov.pdf.

3. DUPACOVA, Jitka, LACHOUT, Petr. Uvod do optimalizace. 1.vyd. Praha: Matfyzpress, 2011. 88s. [SBN 978-7378-176-7.

4. GRYGAROVA, Libuse. Uvod do lineamiho programovant, skripta. 1. vyd. Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi,

1975,
S. HLADK, Milan. Celotiselné programovdni. 2017, text k predndsce na MFF UK. Dostupné na: htt-

ps:/fkam.mff.cuni.cz/ hadik/CP/text_cp.pdf.
6. JABLONSKY, Josef, Operaéni vizkum: kvantitativni modely pro ekonomické rozhodovénf. 1. vyd. Praha: Professional
publishing, 2002. 323 5. 1SBN 80-86419-23-1.

Vedoudi bakalarskeé prace: prof. Ing. Roman Prokep, (Sc,
Ustav matematiky

Datum zaddni bakaldfské prace:  27.Fijna 2024
Termin odevzddni bakalafské prace: 2. fervna 2025

doc. Ing. Jifi Vajtések, Ph.D. v.r. prof. Mgr. Roman Jaiek, Ph.D., DBA v.r.
dékan feditel Gstavu

Ve Zliné dne 17. listopadu 2024



PROHLASENI AUTORA BAKALARSKE PRACE

Beru na védomi, Ze

e odevzdanim bakalafské prace souhlasim se zvefejnénim své prace podle zikona
¢. 111/1998 Sb., v platném znéni bez ohledu na vysledek obhajoby;

e Dbakalaiska prace bude uloZena v elektronické podobé v univerzitnim informacnim
systému a bude dostupnd k nahlédnuti;

e jedno vyhotoveni bakalafské prace v listinné podobé bude ponechano Univerzité
Tomase Bati ve Zliné€ k ulozeni;

e namoji bakaldfskou praci se pln¢ vztahuje zakon ¢. 121/2000 Sb. o pravu autorském, o
pravech souvisejicich s pravem autorskym a o zméné nékterych zakonl (autorsky
zakon) ve znéni pozdéjsich pravnich predpist, zejm. § 35 odst. 3;

e podle § 60 odst. 1 autorského zdkona ma Univerzita TomaSe Bati ve Zlin¢ pravo
na uzavieni licencni smlouvy o uziti $kolniho dila v rozsahu § 12 odst. 4 autorského
zakona;

e podle § 60 odst. 2 a 3 mohu uzit své dilo — bakalaiskou praci — nebo poskytnout licenci
k jejimu vyuziti jen s pfedchozim pisemnym souhlasem Univerzity TomaSe Bati ve
Zlin¢, ktera je opravnéna v takovém ptipadé ode mne pozadovat priméteny prispévek
na Uhradu néakladd, které byly Univerzitou Tomase Bati ve Zlin€ na vytvofeni dila
vynalozeny (az do jejich skute¢né vyse);

e pokud bylo k vypracovani bakalaiské prace vyuzito softwaru poskytnutého Univerzitou
Tomase Bati ve Zlin€ nebo jinymi subjekty pouze ke studijnim a vyzkumnym tcelim
(4. k nekomeré¢nimu vyuziti), nelze vysledky bakalafské prace vyuzit ke komerénim
ucelim;

e pokud je vystupem bakalaiské prace jakykoliv softwarovy produkt, povazuji se
za soucast prace rovnéz i zdrojové kody, popt. soubory, ze kterych se projekt sklada;
neodevzdani této soucasti mize byt diivodem k neobhéjeni prace.

Prohlasuji, ze

e jsem na bakalafské praci pracoval(a) samostatné¢ a pouzitou literaturu jsem fadné
citoval(a); v ptipadé publikace vysledkti budu uveden(a) jako spoluautor;

e odevzdand verze bakalaiské prace a verze elektronickd nahrana do IS/STAG jsou
obsahové totozné.

VEZINE, ANE coovviiiiieieieee et
podpis autora






ABSTRAKT

Bakalarska praca sa zaobera problematikou celociselného linearneho programovania. Prinasa
prehlad histérie a vyvoja linedrneho programovania ako vyznamnej oblasti operacného
vyskumu a matematickej optimalizacie. Popisuje typické ulohy rieSené pomocou linearneho
programovania a vysvetl'uje principy simplexového algoritmu, vratane konceptu simplexove;j
tabul’ky. Hlavna Cast’ prace je venovana rieSeniu celoCiselnych linedrnych uloh metéodou
Gomoryho rezov a prinasa jej porovnanie s metddou vetiev a medzi. V zavere st predstavené
moznosti praktického rieSenia celo¢iselnych uloh linedrneho programovania pomocou
popularnych doplnkov pre Microsoft Excel, konkrétne néstrojov Solver, OpenSolver a

SolverStudio.

Klucové slova: Celociselné linedrne programovanie, linedarne programovanie, simplexovy
algoritmus, simplexova tabul’ka, dualita, Gomoryho rez, metdda vetiev a medzi, Excel, Solver,

Riesitel’, OpenSolver, SolverStudio

ABSTRACT

The bachelor’s thesis addresses the topic of integer linear programming. It provides an overview
of the history and development of linear programming as an important area of operations
research and mathematical optimization. The thesis describes typical problems solved using
linear programming and explains the principles of the simplex algorithm, including the concept
of the simplex tableau. The main part of the thesis focuses on solving integer linear
programming problems using Gomory’s cutting plane method and presents a comparison with
the branch-and-bound method. The thesis introduces practical approaches to solving integer
linear programming problems using popular Microsoft Excel add-ins, specifically the Solver,

OpenSolver, and SolverStudio.

Key words: Integer linear programming, linear programming, simplex algorithm, simplex
tableau, duality, Gomory cuts, branch and bound method, Excel, Solver, OpenSolver,

SolverStudio
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UVOD

Optimalizacia predstavuje jednu z kliCovych oblasti moderného vedeckého a technického
vyskumu, ktora nachadza uplatnenie v Sirokom spektre praktickych problémov od priemyslu
cez logistiku az po ekonomiku. Linedrne programovanie, ako vyznamna cast’ optimalizécie,
umoziuje efektivne riesit Ulohy, ktorych cielom je maximalizacia alebo minimalizacia

linearnej cielovej funkcie za splnenia linearnych obmedzeni.

V mnohych redlnych situdciach vSak nie je mozné povolit zmeny premennych vo forme
I'ubovolnych redlnych hodndt — Casto su pozadované celoc¢iselné rieSenia, ktoré zodpovedaju
konkrétnym jednotkam, predmetom ¢i rozhodnutiam, ktoré nemozno delit. Prave takéto
problémy riesi celoCiselné linedrne programovanie, ktoré prinaSa d’alSiu vrstvu narocnosti a

zaujimavych matematickych metod.

Tato praca sa venuje prave takymto problémom, kde je potrebné hl'adat’ rieSenia vo forme
celych cisel. Teoretickd Cast’ prace je rozdelena do Styroch kapitol. Prva kapitola prinasa
prehl’ad histérie a vyvoja linearneho programovania ako vyznamnej oblasti matematickej
optimalizacie a operacného vyskumu. V druhej kapitole sa detailne venuje simplexovej metode,
vratane vysvetlenia principov simplexovej tabulky, ktora je zdkladnym nastrojom pre rieSenie
linearnych programov. Tretia kapitola je zamerana na celociselné linedrne programovanie, kde
st predstavené hlavné metddy rieSenia, ako napriklad Gomoryho rezy ¢i metdda vetiev a medzi.
Stvrta kapitola prinasa prehlad néstrojov na rieSenie uloh celo¢iselného linedrneho

programovania.

Prakticka Cast’ prace sa sustred’'uje na aplikdciu metody Gomoryho rezov na konkrétny priklad,
vratane porovnania jej efektivnosti s metddou vetiev a medzi. Zaroveil predstavuje moznosti
rieSenia celoc¢iselnych lloh pomocou popularnych softvérovych doplnkov pre Microsoft Excel,

konkrétne nastrojov Solver, OpenSolver a SolverStudio.
Cielom tejto prace je nielen teoreticky objasnit’ problematiku celo¢iselného linearneho
programovania, ale aj poskytnut’ praktické navody a ukazky vyuZitia modernych nastrojov na

rieSenie tychto uloh.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

11

I TEORETICKA CAST
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1 LINEARNE PROGRAMOVANIE

Termin line4drne programovanie zaviedol americky matematik George Dantzig, pocas svojej
prace pre americké letectvo, v 40. rokoch 20. storo¢ia. Slovo programovanie nesuviselo
s pisanim pocitac¢ového kodu, ¢o je dnes bezné chdpanie tohto slova. Pouzivalo sa v armadnych
kruhoch vo vyzname rozvrh ¢i plan cinnosti. Cielom linedrneho programovania bolo
stanovenie optimalneho planu a slovo linedrne nam napoveda, Ze tieto plany st vymedzené
linedrnymi podmienkami uvazovanych veli¢in a jeho kvalita sa porovnava urcitou linedrnou

funkciou. [14]

Pocas druhej svetovej vojny bolo linearne programovanie vyuzivané najméa na vojenské ucely.
AvSak uz pocas druhej svetove] vojny a bezprostredne po nej prebiehali vyskumy a préace
tykajuce sa problémov planovania v pol'nohospodarstve, rozlozenia dopravnych ciest medzi
pristavmi, ¢i prudenia tovarov medzi odvetviami narodného hospodarstva. Az do roku 1947,
ked linedrne programovanie zjednotilo rozdielne oblasti tym, ze dalo linearnemu

programovaniu matematickd kostru a prva vypoctovi metédu — simplexovy algoritmus. [3]

Simplexovy algoritmus sa stal prvym systematickym a efektivnym sposobom rieSenia
linearneho programovania, ktoré zacalo rychlo prenikat’ aj do d’alSich mnohych odvetvi a to
najmd do ekonomiky, priemyslu, dopravy a logistiky, neskdér ido energetiky, financii,
telekomunikacii €1 IT. Postupne nasledoval aj vyvoj metdd linedrneho programovania a kazda

nova metoda prinasala vylepSenia v efektivite, viac moZnosti 1 vysSiu rychlost’ pri rieSeni uloh.

Dnes ma linearne programovanie Siroké vyuzitie vSade tam, kde je potrebné efektivne
rozhodovanie a optimalizacia zdrojov. I nasSe kaZzdodenné ¢innosti stt ovplyvnené snahou o ich
optimalizaciu. SnaZime sa nieco minimalizovat alebo naopak maximalizovat, hl'adame
extrémy, limity, ¢i obmedzujuce faktory. Podobne sa to deje vo firméach a podnikoch, kde sa

stalo linedrne programovanie sti¢astou kazdodenného rozhodovania.

1.1 Historia a vyvoj linearneho programovania

Zaklady linearneho programovania boli poloZené nezavisle na sebe na viacerych miestach
a v roznom cCase. Za prvého, kto formélne formuloval problém, ktory mozno interpretovat’ ako
problém linearneho programovania, je povazovany francizsky matematik a fyzik J. Fourier.
Zaoberal sa rieSenim sustavy linearnych nerovnic (1826) (Fourier-Motzkinova eliminécia,

metddu v roku 1936 formalizoval T. Motzkin), ako aj optimalizaciou a hl'adanim maxima
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a minima vo fyzike (Analytick4 tedria tepla, 1822). Jeho metddy polozili matematické zaklady

pre neskorsSie algoritmy. [17]

Matematicky génius a astronom Carl Fridrich Gauss vyvinul metddy, ktoré st dnes nevyhnutné
pre rieSenie linedrnych optimalizaénych problémov. Gaussova eliminécia, neskor upravena do
Gaussovo-Jordanovej elimindcie, je zdkladnd metoda pre rieSenie ststav linedrnych rovnic

a vyrazne ovplyvnila vyvoj algoritmov na riesenie linearneho programovania. [3]

Za jedného z otcov linearneho programovania je povazovany rusky matematik L.V.Kantorovic.
V roku 1939 publikoval pracu ,,Mathematical Methods in the Organization and Planning of
Production* v ktorej navrhol spdsob optimalizacie priemyselnej vyroby. V préci pouzil linearne
obmedzenia, cielovu funkciu a iterativne metddy, podobné neskorSiemu simplexovnému
algoritmu. Zaviedol koncept tieiovych cien, ¢o je zdkladnd myslienka duality v linearnom
programovani. Kantorovi¢ove prace vznikali v dobe, kedy bola trhova optimalizacia v rozpore
s centralne planovanou ekonomikou, a tak sa jeho metédam dostalo uznania az o niekol’ko
desiatok rokov neskor, ked’ spolu s T. Koopmansom ziskali Nobelovu cenu za teoriu optimalne;j

alokacie zdrojov. [5]

Klasicky dopravny problém, (preprava tovaru z miest vyroby do miest dopytu pri minimalnych
nakladoch), pochadza od Franka L.Hitchcocka, ktory vo svojom ¢lanku z roku 1941 nacrtol aj
rieSitel'sky postup. Nezavisle od Hitchcocka sa rovnakym problémom zaoberal aj ekondm
Tjalling C. Koopmans. Preto sa tento problém nazyva Hitchcock-Koopmansov dopravny

problém. [5]

Nezabudnutelnu zasluhu na teoretickom rozvoji linearneho programovania a vynalezcom
simplexovej metody je Ameri¢an George B.Dantzig. Vedec, profesor dopravy a operacného
vyskumu na Stanfordskej univerzite a hlavny matematik vyskumného timu amerického letectva
v projekte SCOOP (Scientific Computation of Optimal Programs). V rokoch 1947-1955
matematicky formuloval aotestoval funk¢nost modelu linearneho programovania
a simplexovej metody. Dantzigova praca bola vroku 2000 zaradend medzi desat’

najvyznamnej$ich algoritmov 20. storocia. [2]

Dal3ou vyznamnou osobnost'ou bol mad’arsko-americky matematik John von Neumann, ktory
prispel k réznym oblastiam matematiky, fyziky ainformatiky, vratane linedrneho

programovania. Patri k spolutvorcom teorie hier a v roku 1947 definoval teoriu duality.

Problematike duality a rozsireniu linedrneho programovania do tedrie hier a ekonomiky sa

venoval aj kanadsko-americky matematik Albert W. Tucker. V roku 1950 sformoval koncept
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Dilema vézna, ktory ilustruje problémy kooperacie a konfliktu v tedrii hier. Spolu s Halaldom

W. Kuhnom formalizovali optiméalne podmienky pre nelinearne programovanie.

Po roku 1950 sa oblasti operacného vyskumu a linearneho programovania zacali vel'mi rychlo
rozvijat. Vdaka novym algoritmom a teoretickym pristupom sa zaciatkom 50. rokov 20.
storoCia zacala formovat’ Specidlna oblast’ linearneho programovania, celoCiselné linearne
programovanie. Za jeho zakladatela je povazovany americky matematik a informatik Ralph E.
Gomory, ktory dosiahol teoreticky i vypoctovy pokrok rieSenim linearneho problému pomocou
reznych rovin. Gomoryho préca priniesla revoluciu v aplikdcii linedrneho programovania na
problémy, kde boli vyZadované celociselné rieSenia a tdito metdda sa stala zakladnym néstrojom

v oblasti celo¢iselného programovania a optimalizacie [5].

Alternativnhym pristupom k rieSeniu niektorych celoCiselnych problémov je dynamické
programovanie, ktoré predstavuje techniku optimalizacie zaloZenej na rekurzivnom deleni
ulohy na mensSie Casti. O jeho rozvoj sa zasluzil Richard Bellman. O pér rokov neskdr, v roku
1960, bola publikovana praca dvojice autorov Ailsy H. Land a Alison G. Doig, ,,An Automatic
Method of Solving Discrete Programming Problems®, ktora sa povazuje za povod metody
vetiev a medzi — branch and bound. Tato metdéda vetvi problém na mens$ie Casti v snahe
eliminovat’ neefektivne vetvy. K d’alsim osobnostiam, ktoré ovplyvnili vyvoj celociselného
linedrneho programovania patri aj Jack Edmonds, kanadsky matematik a informatik, ktory
zaviedol polyhedralnu teoriu. Metddu reznych rovin vyznamne v 70. a 80. rokoch rozsiril
matematik Egon Balas. Sti¢astou modernych solverov celo¢iselného linearneho programovania
st dnes algoritmy a metody o ktoré sa zasluzili matematici Laszlo Lovasz, Martin Grotschel, ¢i

Laurenc Wolsey. [5]

1.2 Ekonomicky a matematicky model uloh linearneho programovania

"Linearne programovanie je metoda optimalizacie, ktord sa zameriava na maximalizéaciu alebo
minimalizaciu linearnej cielovej funkcie, pricom st splnené obmedzenia vyjadrené ako

linearne rovnice alebo nerovnice". [3]

Ako napoveda predosSla veta, linearne programovanie patri do oblasti matematického
programovania, ktoré je jednym zodvetvi optimalizdcie. Z matematického hladiska
predstavuje oblast’, ktord sa zaobera optimalizaciou linearnej ciel'ovej funkcie, pri reSpektovani
linedrnych obmedzeni. K ndjdeniu optimalneho rieSenia problému vyuZiva rézne metody

a algoritmy, ktoré maju dva hlavné prvky.
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1. Ciele — st vyjadrené pomocou jednej alebo viacerych linearnych funkcii viacerych
premennych, nazyvané ako ucelové (cielové, kriterialne) funkcie, ktoré sa snazime
maximalizovat’ (zisk, produktivitu, efektivnost’), alebo minimalizovat' (naklady,

odpad, spotrebu).

2. Ohranicujuce podmienky — definuji obmedzenia a podmienky, ktoré je nutné splnit’,
aby bolo rieSenie platné. Tieto obmedzenia v praxi reprezentuju rézne fyzickeé,
ekonomické alebo technologické limity, ktoré je nutné reSpektovat pri hladani
optimalneho rieSenia. Matematicky s vyjadrené linearnymi rovnicami, nerovnicami

alebo ststavou rovnic. [1]

Pri rieSeni tloh linedrneho programovania rozliSujeme ekonomicky a matematicky model.
Ekonomicky model uloh linearneho programovania predstavuje slovny a ¢iselny popis daného

problému, ktory popisuje:
- ciel’ analyzy (napr. maximalizicia zisku, minimalizdcia nédkladov, apod.)
- procesy, ktoré maja vplyv na ciel analyzy
- Cinitele ovplyvilujuce realizaciu procesov
- vzt'ahy medzi procesmi, ¢initel'mi a cielom.

Aby bolo rieSenie ekonomického modelu uskutocnitelné, je treba zostavit odpovedajici
matematicky model, ktory je nasledne mozné rieSit Standardnymi postupmi linearneho

programovania. Matematicky model mé rovnaku Struktaru ako ekonomicky model:

- ciel analyzy je vyjadreny ako linearna funkcia z = f(x), ktorej extrém

(minimum alebo maximum) treba ngjst’.

- procesy - kazdému procesu z ekonomického modelu je priradend jedna
premennd nazyvana Struktirna premenna
- ¢initelom ovplyviiujicim realizaciu procesov odpovedaji v matematickom

modeli linearne rovnice ¢i nerovnice [9], [11]
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Obecne je mozné matematicky model uloh linearneho programovania zapisat’ nasledovne:
max/min
Z=cC1X1 T c2x2 t ... + CnXn

za podmienok

ajxitapx,+ oo + ainxn = by

azix; +azxxat+ ...l + aonxn = b2

AmiX] + amax2 + ...t QunXn = bm
x>0 j=1,2,.....n

Prvé rovnica vyjadruje Ucelovil funkciu. Ststava rovnic (nerovnic) popisuje obmedzujuce

podmienky. Kde:

n — pocet Struktirnych premennych modelu

m — pocet vlastnych obmedzeni

¢, j=1,2,..., n—cenovy koeficient prislusnej j — tej premenne;j
bi, i=1,2, ..., m—hodnota pravej strany prislusnému j — tému obmedzeniu
aj, i=1,2,....,m,j=1, 2, ..., n — Strukturny koeficient vyjadrujuci vzt'ah medzi i - tym

Cinitel'om a j - tym procesom

Zapis matematického modelu je mozné nahradit’ aj maticovym zapisom:

max/mix
z=clx
za podmienok
Ax<b
x>0

kde:
c'=(c1, c2,...., cn) je n — zlozkovy riadkovy vektor cenovych koeficientov
x = (X1, X2,...., xn)" je n — zlozkovy stipcovy vektor §truktarnych premennych
A (m,n) je matica stustavy obmedzujticich podmienok o rozmere m x n
b= (b, ba,...., bm)" je m — zlozkovy stipcovy vektor hodnét pravej strany

0=1(0,0, ..., 0)" je n—zlozkovy stipcovy nulovy vektor [8], [10]
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Formulécit tlohy linedrneho programovania priblizi nasledovny priklad:

Firma Valentini vyraba Styri druhy kavovych zmesi — Caffe Gusto, Caffe Gold, Caffe Dolce
a Espresso. Na vyrobu kdvovych zmesi vyuzivaju Styri druhy kavovych zfn. Vyberova Arabica,
vyberova Robusta, Arabica Santos a Robusta z Indie. Firma ma k dispozicii 12000 kg vyberovej
zmesi Arabica, 5000 kg vyberovej zmesi Robusta, 11000 kg kavy Arabica Santos a 1600 kg
Robusty z Indie. Skladbu zmesi zobrazuje tabul’ka 1. Aké je optimalne vyuzitie zmesi, aby bol
zisk firmy Co najvyssi, ak predaj 1 kg kavy Caffe Gusto prinasa zisk 4 eur, 1 kg kavy Caffe
Gold 5 eur, 1 kg kdvy Caffe Dolce 3 eurd a predaj 1 kg kavy Espresso zisk vo vyske 6 eur.

druh kavy/zloZenie zmesi | Caffe Gusto  Caffe Gold Caffe Dolce Espresso |dostupné mmoZstvo
vyberova Arabica 70 90 12000
vyberova Robusta 30 10 5000
Arabica Santos 80 90 11000
Robusta z Indie 20 10 1600

Tabulka 1. Zlozenie kavovych zmesi.

Celkovy zisk firmy sa da zapisat’ pomocou linearnej funkcie, ktora sa nazyva ucelova funkcia

a jej cenové koeficienty:
Z=4x1 + 5x + 3x3 + 6x4

Na vyrobu jednej jednotky zmesi Caffe Gusto sa spotrebuje 0,7 jednotky a na vyrobu zmesi
Caffe Gold sa pouzije 0,9 jednotky vyberovej Arabiky. K dispozicii je 12 000 kg vyberove;j
Arabiky. Celkova spotreba vyberovej Arabiky je dand suictom oboch kavovych zmesi. Ich sucet
vSak moze byt rovny alebo mensi ako jej dostupné mnoZzstvo. Vyjadrenim tejto podmienky je

linearna nerovnica, ktora sa zapiSe v tvare:
0,7x1+0,9x< 12000

Obdobnym spdsobom sa zapiSu ostatné nerovnice, vyjadrujuce vztah medzi spotrebou
a kapacitou kavovych zfn. Ich zapisom vznikne ststava linearnych nerovnic. Tieto nerovnice
(rovnice) st oznacované ako vlastné obmedzenia ulohy linedrneho programovania. Vystupuji
v nich dva druhy premennych. Struktirne premenné, ktoré popisuju vztah medzi ¢initelmi
a procesmi, druhymi premennymi su hodnoty pravej strany, ktoré definuju absolutnu tGroven
Cinitelov. Okrem vlastnych obmedzeni existuje aj podmienka nezépornosti, ktora urcuje, ze

rozhodovacie premenné musia byt nezaporné. Tieto premenné nemo6zu nadobudat’ minusové
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hodnoty, pretoze v redlnych aplikaciach, ako st vyroba, distriblicia alebo financie, nema
zmysel, aby hodnoty tychto premennych boli zdporné. Kompletnii podobu matematického
modelu ulohy vyroby kavy, ndjdenia extrému ucelovej funkcie, pri reSpektovani vlastnych

obmedzeni a podmienok nezépornosti, je mozné zapisat’ nasledovne:
maximalizovat’
z=4x1 + S5x2 + 3x3 + 6x4

za podmienok

0,7x1 +0,9x2 < 12 000

0,3x1 +0,lx2 < 5000

0,8x3 +0,9x4 < 11 000

0,2x3 +0,1x4 < 1600

x1>20,x2>0, x3>0,x4>0

1.3 Typické ulohy linearneho programovania

Typické ulohy linedrneho programovania st vyuzivané v roznych oblastiach. Priklady je mozné
najst’ vo vyrobe, logistike, planovani, financovani, ekondmii a mnohych d’alSich oblastiach.
Linearne programovanie riesi Siroka Skalu optimaliza¢nych problémov, pri ktorych je potrebné
maximalizovat’ alebo minimalizovat’ cielova funkciu, pri splneni urcitych linedarnych

obmedzeni.
Ulohy vyrobného plinovania:

Ulohy vyrobného planovania sa zaoberaju otazkou, ako optimalizovat’ §truktiru vyrobného
programu. Aky sortiment v akom mnozstve vyrabat’ a aké vyrobné postupy pouzit, aby bola
dosiahnutd maximalizacia ¢i minimalizdcia Zelanych ukazovatelov, ako napriklad
maximalizdcia zisku, minimalizdcia prevadzkovych nékladov, optimalne vytaZenie
zamestnancov. Do uvahy treba brat’ vSetky obmedzujuce faktory, ako limitované vyrobné
kapacity, technolégie, poziadavky odberatelov a iné. Ugelova funkcia oby&ajne maximalizuje

zisk a obmedzenia su v tvare mensi alebo rovny. [18]
Zmiesavaci problém

ZmieSavaci problém (znamy aj ako problém mieSania alebo mixovania) je Specifickym typom

uloh v linedrnom programovani. Zaobera sa optimalnym zlozenim komponentov alebo surovin,
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s cielom namieSat’ takl zmes, aby boli dosiahnuté pozadované vlastnosti findlneho produktu
pri minimalnych nakladoch alebo maximalizacii zisku . Tento typ problému sa Casto vyskytuje
v priemyselnych odvetviach ako vyroba paliv, chemikalii alebo potravin. Prikladom méze byt
vyroba krmiv pre zvieratd, scielom najst optimalnu kombinaciu surovin, ktord splni
poziadavky na obsah Zivin a zaroven minimalizuje naklady na vyrobu krmiva, alebo problém
mieSania paliv, so snahou vyrobit' uréity typ paliva, ktory spifia poziadavky na obsah

chemickych zloziek, priCom sa minimalizuji naklady na suroviny.

Medzi zmieSavacie problémy linearneho programovania patria aj tlohy o vyzive, nutricny
problém. Jeho ciel'om je urcit’ optimélne zlozenie dennej davky vyzivy jedinca, ktora sa sklada
maximalizacné (Co najvysSi prisun vapniku). Obmedzujuce podmienky su definované
poziadavkami, ktoré musia byt’ splnené pri vybere potravin, ako su kalorie, proteiny, vitaminy
alebo mineraly. Jednym z prvych a najzndmejsich problémov linedrneho programovania je
diétna uloha (problém americkej gazdinej). Problém formuloval v piatdesiatych rokoch 20.
storo¢ia George B. Dantzig a iSlo o jedno z prvych vyuziti matematickych metod k rieSeniu
realnych problémov. Ciel'om ulohy bolo navrhnut optimalnu stravu, ktord by splnila minimalne
nutricné poziadavky na zdklade danych potravin a zaroven minimalizovala naklady na tato

stravu. [12]
Distribu¢né problémy

Distribucné alebo logistické problémy st typom linedrneho programovania, ktoré sa
zameriavaju na optimalizaciu distribucie tovaru medzi vyrobcom a koneénym zékaznikom,
alebo distribuénymi centrami. Zohravaju dolezita tlohu v oblasti logistiky a su zdkladom pre
mnohé rozhodnutia v oblastiach dopravy, spravy zasob a optimalizacie distribu¢nych procesov.
K distribuénym problémom patri dopravny problém (problém miniméalnych néakladov),
scielovou funkciou minimalizovat ndklady na dopravu. Jednym z najzndmejSich
a najdolezitejSich problémov je problém obchodného cestujiceho (Travelling Salesman
Problem). Obchodny cestujuci mé navstivit' n miest, kazdé miesto presne raz a na zaver sa ma
vratit do mesta, kde cestu zacal. Cielom je minimalizovat' cestovné ndklady, teda najst’
najkratSiu moznu cestu tak. Tento problém sa radi medzi NP-t'azké problémy, ¢o znamena, ze
neexistuje ziadny efektivny algoritmus, ktory by mohol vyrieSit tento problém

v polynomidlnom case. [12]
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Ulohy o deleni materiilu

Problémy delenia materialu alebo aj rezny plan, riesia, ako o najefektivnejSie rozdelit’ material
na pozadované menSie casti, s cielom minimalizovat odpad a naklady, pri dodrziavani
obmedzeni na velkost a mnozstvo reznych casti. Vyuzitie nachddza najmé v stavebnictve,

kovovyrobe, textilnom ¢i automobilovom priemysle.

Na rieSenie uloh pre mensie a stredné problémy delenia materidlu je vhodné dynamické
programovanie, pre vacSie problémy s komplexnejSimi poziadavkami a obmedzeniami sa

osvedCuju metddy celociselného programovania. [12], [18]
Ulohy finanéného planovania

Medzi Standardné tlohy linearneho programovania patri aj financné planovanie, alebo tiez
optimalizacia portfolia. Ide o jeden zhlavnych problémov v oblasti financii a investicii,
zameriavajici sa na spravu a optimalizaciu investicného portfolia tak, aby bol dosiahnuty
optimalny pomer medzi rizikom avynosom. Ulohy méZu byt ako maximalizaéné tak
i minimalizacné. Obmedzujice podmienky sa moézu liSit" v zavislosti na cieloch investora.
Okrem rozpoctového obmedzenia a nezédpornych podmienok, st najbeznejSie podmienky

tykajuce sa vynosu, rizika, likvidity, ¢i regulacnych, etickych a socidlnych obmedzeni. [18]
Marketingové aplikacie uloh linearneho programovania

Linearne programovanie je silny nastroj aj na optimalizaciu marketingovych rozhodnuti.
Konkrétnym prikladom je planovanie reklamy (media selection problem), v ktorom ide o
efektivne rozdelenie rozpoctu na reklamu medzi rozne medidlne kandly, ako su televizia,
rozhlas, noviny, internet a d’alSie. Cielom je maximalizovat UZitok z reklamy pri danom
rozpocte, pricom sa vyuzivaju rozne ukazovatele vykonnosti, ako je napriklad gross rating point

(udéava, kolkokrat sa v priemere stretne s reklamou jeden jednotlivec z ciel'ovej skupiny). [18]
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2 SIMPLEXOVA METODA

Simplexova metdda (simplexovy algoritmus), je jednou z najznamejSich a najpouzivanejSich
metdd pri rieSeni uloh linedrneho programovania. Prvy raz ju opisal v rokoch 1947 - 1949
americky matematik George B. Dantzig. Simplexovad metoda bola povodne navrhnutd ako
iterativny algoritmus, ktory sa pohybuje medzi r6znymi rieSeniami v poli, ktoré zodpovedaju
vrcholom polyedru, kde kazdy vrchol reprezentuje mozné rieSenie. Dantzig ukazal, Ze
optimalne rieSenie sa vzdy nachadza na jednom z tychto vrcholov, a preto staci prechadzat

medzi vrcholmi, az kym nendjdeme optimalne rieSenie.

Nazov metody je odvodeny od slova simplex, ktory v matematike vyjadruje zakladna formu
geometrického tvaru v n rozmernom priestore, mnozinu n+1 bodov (vrcholov), pricom kazda

dvojica vrcholov je spojend hranou.

n=1 n=2

Obrazok 1. n rozmerny priestor

V kontexte simplexove] metddy predstavuje simplex polyéder - mnozinu moznych rieSenti.
Simplexovy algoritmus iterativne prechddza vrcholmi polyédru a hl'ad4 optimalny bod, ktory
maximalizuje alebo minimalizuje ciel'ovll funkciu. Na zaciatku algoritmu je zvoleny l'ubovolny
pociatocny vrchol, vychodiskovy bod. V tomto bode sa zrata hodnota ucelovej funkcie.
Z vybraného bodu sa posuva po jeho hranach a skima sa, ako sa vyvijaju hodnoty tcelovej
funkcie v jednotlivych bodoch. Tento krok sa opakuje, pokial’ je mozné hodnotu zvySovat.
Klesajuce hodnoty napovedaju, Ze sa ide zIym smerom a treba zvolit’ hranu, na ktorej hodnoty
ucelovej funkcie rasti. Ak sa natrafi na d’al$i vrchol, opdtovne sa zrata hodnota Gcelovej funkcie
a hl'ada sa hrana, na ktorej bude jej hodnota rast. Ak sa cestou po hrane na ziaden vrchol
nenatrafi, uCelova funkcia moze nadobudat’ nekonecne vel’kych hodnét. Ak sa narazi na vrchol,

z ktorého nevedu Ziadne hrany, na ktorych sa hodnota ucelovej funkcie zvySuje, naslo sa
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optimalne rieSenie ulohy. Ucelova funkcia tu nadobuda maximalnu hodnotu a lezi v mnoZine

pripustnych bodov. [§8]

Postup vypoctu simplexovou metédou sa deli na dve fazy. Prvou fazou je ndjdenie
vychodiskového zékladného pripustného rieSenia. K tomu je potrebné, aby boli obmedzujice
podmienky v tvare sustavy linearnych nerovnic, prevedené do tvaru ststavy linedrnych rovnic,
do tzv. kanonického tvaru. V druhej faze je dolezitym krokom testovanie optimalnosti
aktualneho riesenia, ktor¢ sluzi na preverenie, i prvé pripustne rieSenie uz je alebo este nie je
optimalne. Ak test optimality ukdze, Ze rieSenie je optimalne, vypocet konci. V pripade, Ze
aktualne rieSenie nie je optimalne, hl'ada sa rieSenie s vysSou hodnotou ucelovej funkcie
(maximaliza¢na uloha), pripadne rieSenie s niz§ou hodnotou ucelovej funkcie (minimaliza¢na

uloha). Test optimality sa opakuj az pokial’ nebude najdené rieSenie optimalne. (Obrazok 2).

( ZACIATOK )

Najdenie
vychodiskového

zakladného
riesenia

TEST OPTIMA
jeriesenie
optimalne?

jeriesenie
jeding
optimélne?

ANO

Popis mnoziny
optimalnychrieseni |[———————¥

Vypocéet nového
zakladného
rieSenia

Y

( KONIEC )

Obrazok 2. Schéma simplexovej metody [8]
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2.1 Simplexova tabul’ka

Na riesenie tloh sa v praxi pre prehl'adnost’ a zjednoduSenie vypoctu osvedcuje postup riesenia
pomocou simplexovej tabulky. Simplexova tabulka predstavuje spdsob, ako systematicky
organizovat a sledovat’” vypoCty pocas iterdcii simplexove] metody. Umoznuje sledovanie
hodnét premennych a koeficientov pri kazdej iteracii algoritmu, rychlo a prehl'adne
identifikovat’, ktoré premenné st v zakladnom rieseni (t.j. maji nenulové hodnoty) a ktoré nie,
vykonévat’ pivotovanie z jedného zékladného rieSenia na iné, ako aj urcit, kedy je rieSenie

optimalne.

Jednoducha simplexova tabul’ka zahfia niekol’ko kl'icovych Casti. Jej formalna tprava je vecou
dohody a nema vplyv na vysledok vypoctu. Obecne riadky tabul’ky odpovedaji obmedzeniam

a stipce premennym.

X; Xy Xn+l Xem < b:’

X p+1 ajj d in 1 0 0 b,

X +m g A on 0 1 b m
:J' C; C, 0 0 1 0

Tabulka 2. Schéma vychodiskovej simplexovej tabul’ky.

Tabul’ka 2 schematicky znazornuje sustavu rovnic, kde n je pocet Struktirnych premennych a

m je podet vlastnych obmedzeni. Stipce tabulky st oznadené jednotlivymi premennymi. Na
zadiatku riadku je vzdy uvedena zakladna premennd. Premenné xn+7 aZ x,+,, v prvom stipci st
zékladne premenné, ich hodnota je rovna pravym strandm obmedzeni b; aZ by.. Premenné x;
az xn su nezadkladné premenné a su rovné nule. V poslednom riadku sa nachédza tcelova

funkcia a jej koeficienty st anulované. [12]

Na vysvetlenie algoritmu a postupu riesenia pomocou simplexovej tabul’ky posluzi nasledovny

priklad so zadanim:

maximalizovat’

z=10x1 + 82 + 12x3
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za podmienok

x1+x2+x3 <100
2x1 +x2+2x3 < 150
x1 F3x+ x3< 120
xj>0, j=1,2,3
Uloha sa prevedie do kanonického tvaru a zapise do simplexovej tabul’ky. (Tabulka 3).

Obmedzenia modelu sa vyrovnaju na rovnice.

X1+ x2+ x3 +xa =100
2x1 +x2 + 2x3 + X5 =150
X1+ 3x2+ x3 +x5 =120

x>0,j=1,2,..,6
Premenné ucelovej funkcie budu prevedené na 'avu stranu. Anulovana ticelova funkcia:

Z-10x1 -8x2-12x3=0

X x2 x3 x4 x5 x6 b,;
x4 1 1 1 1 0 0 100
x5 2 1 2 0 1 0 150
x6 1 3 1 0 0 1 120
z; -10 -8 -12 0 0 0 0

Tabulka 3. Vychodiskova simplexova tabulka

Nezakladné¢ premenné su xi, x2 a x3. Zakladné premenné predstavuju pridané doplnkové
(sklzové) premenné x4, x5 a x¢.
Vychodiskové rieSenie tlohy:

x1=0,x2=0,x3=0, xa= 100, x5=150,x6= 120, z=0

Iteracny postup simplexovej metddy zacina od vychodiskového rieSenia. Prvym krokom je test
optimality aurenie vstupnej premennej, ktora udava kPucovy stipec a vystupujucej

premennej, ktord udava kl'acovy riadok.
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Vstupna premennd bude zvolena podl'a hodnoty zx, tzv. redukovanej ceny.
Pre maximalizaciu ucelovej funkcie:
zxk=min zj, zj <0, jEN
Pre minimalizaciu ucelovej funkcie:
zx =max zj, zj >0, jEN
(koeficient zj - v obecnom matematickom modeli oznac¢ovany ako ¢;).

Obecne plati, ze rieSenie je optimalne, ak su pri maximalizéacii ucelovej funkcie vSetky
redukované ceny nezaporné a pri minimalizacii ucelovej funkcie vSetky redukované ceny

nekladné.

Vystupna premennd je minimdlny podiel transformovanych hodnét pravej strany (b;)

a kladnych $truktarnych koeficientov vstupujiicej premennej (kI'a¢ovy stipec).

. bi .
min—,i=1,2,..m
@ik

A, i = 1, 2,..., m, j= 1, 2,..., n st transformované Strukturne koeficienty, v obecnom

matematickom modeli oznac¢ené ako a;;

Bi,i =1, 2,..., m st transformované hodnoty pravej strany, v obecnom matematickom modeli

oznacen¢ ako b;
xj,j= 1, 2,..., n si hodnoty premennych [8]

V simplexovej tabulke treba ndjst vriadku ucelovej funkcie najmensi koeficient -z;j.
V uvedenom priklade je najniz§ia hodnota -12. Stipec x3 je teda kl'aéovy stipec. KIagovy riadok

v

stipca. Priese¢nikom kli¢ového stipca a kI'i¢ového riadka sa ziska kli¢ovy prvok. (Tabulka

4).
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X x2 x3 x4 x3 x0 b; ﬂ%
x4 1 1 1 1 0 0 100 100
xd 2 1 2 0 1 0 150 75 &«
x0 1 3 1 0 0 1 120 120
Z; -10 -8 -12 0 0 0 0
T

Tabul’ka 4. Simplexova tabul’ka, uréenie kI'a¢ového stipca a riadku

Tabul’ka sa prepo¢ita tak, aby v bola v kI'i¢ovom stipci na mieste kI'aového prvku jednotka a

ostatné prvky v kI'a¢ovom stipci nulové.
Postup vypoctu:

- KTlacovy riadok sa vydeli kI'i¢ovym prvkom, ¢im sa docieli, Ze na pozicii

kla¢ového prvku bude hodnota 1.

- Na ostatné riadky sa uplatni Gaussovu eliminacnd metoda, aby boli na
ostatnych miesta kI'a¢ového stipca nuly. To bude dosiahnuté tak, e nové
hodnoty kl'icového riadku, (po deleni kI'iCovym prvkom), sa najskor
vynasobia vhodnym ¢islom a nasledne priratajii (odrataji) od riadku, ktory

je upravovany. Takto sa upravi cely riadok danej premenne;.

Vysledkom je prepocitand simplexova tabulka. Opét’ sa urobi test optimality. Ak sa v riadku
ucelovej funkcie nachadzaju len kladné hodnoty, bolo néjdené optiméalne rieSenie
(maximaliza¢nd uloha).

V uvedenom priklade sa v riadku ti€elovej funkcie nachadza zaporna hodnota, ¢o naznacuje, ze
po prvej iteracii nebolo najdené optimalne rieSenie. V ulohe je preto potrebné pokracovat

d’alSou iteraciou a zopakovat’ cely proces vyberu kl'icového prvku a Gaussovej elimindcie.

Po druhej iterécii v riadku Gc¢elovej funkcie nenachadzaju Ziadne zaporné hodnoty, ¢o znamena,

ze bolo najdené optimalne rieSenie ulohy. (Tabulka 5).
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X g xZ x3 x4 x5 xd b; ﬂi;
x4 1 1 1 1 0 0 100 100
x3 2 1 2 0 1 0 150 75 &
E4s] 1 3 1 0 0 1 120 120
I -10 -8 -12 0 0 0 0

T

v 1 1 1 1 0 0 25 25 A
x2 112 1/2 1 0 12 0 75 150
E4i] 0 2 0 0 -1/2 1 45 -
I -10 -8 0 0 6 0 200

T
xl 1 1 1 1 0 0 25
x3 0 0 1 0 12 0 62.5
x6 0 0 0 0 -1/2 1/1 45
Z; 0 0 0 0 15 0 1150

Tabul'ka 5. Vysledna simplexova tabul’ka po druhej iteracii

Zo simplexovej tabul’ky vyplyva, Ze optimalne rieSenie je:

x1=25
x2=0
xX3=62,5
Zmax = 1150

Na dosiahnutie maximalneho zisku vo vyske 1150 jednotiek je najvyhodnejSie nepouzit
premennu x2 vobec, pouzit’ premennu x1 v mnozstve 25 jednotiek a premennd x3 v mnoZstve
62,5 jednotiek. Takto sa efektivne vyuziji dostupné zdroje tak, aby sa maximalizovala hodnota

ucelovej funkcie.
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2.2 Dualita uloh linearneho programovania

Kazdii maximalizacnu ulohu je mozné pri splneni urcitych pravidiel previest na tlohu
minimaliza¢nu a naopak. Tento vzdjomny vzt'ah sa nazyva dualita. Ide o vzdjomne symetricky
matematicky vztah medzi primarnou tlohou a dudlnou tlohou a spolu tvoria dvojicu dudlne
zdruzenych uloh. Dualita ma znacny vyznam v celej teorii linedrneho programovania
a Castokrat umozinuje vhodnejsiu ekonomicku interpretaciu rieSenych uloh.

Kazdému primarnemu modelu ulohy linearneho programovania méze byt priradeny dudlny
model linedrneho programovania pri splneni urcitych pravidiel:

- Ak je primarna uloha maximaliza¢nd, dudlna tloha bude minimaliza¢na a

naopak.

- Pocet premennych v dualnej ulohe je rovny po¢tu obmedzeni v primarne;j
ulohe a pocet obmedzeni v dualnej tlohe je rovny poctu premennych v

primérnej ulohe.

- Matica Struktirnych koeficientov primarnej tlohy a matica Struktirnych

koeficientov dualnej tilohy st navzajom transponované.

- Vektor pravych stran primarnej tlohy je vektorom cien duélnej tlohy a

naopak.

Plati veta o reflexivnosti duality, ktord hovori, Ze dudlna uloha k dudlnej ulohe je povodna
primarna Uloha. Inak povedané, ak by sa aplikoval proces transformécie jednej tilohy na druha
dva krat po sebe, vysledkom by bola primarna Uloha. Reflexivnost' duality umoziuje z
vlastnosti rieSenia primarnej Glohy urcit’ vlastnosti a rieSenie dudlnej ulohy a naopak. Zdkladna
veta o dualite hovori, Ze ak ma primarny model rieSenie, mé optimélne rieSenie aj dualny model
s rovnakou hodnotou ucelovej funkcie.

V zavislosti na tom, ako je zadany primarny problém, moze sa dualny problém formulovat’ ako
symetricky alebo nesymetricky. Ak st vSetky obmedzenia primarneho problému zadané v tvare
nerovnice a podmienky nezépornosti st definované na vSetky premenné, hovori sa
o symetrickej dualite. O nesymetricky dualne zdruzené tlohy sa jedna v pripade, ak su vSetky
alebo niektoré obmedzenia primarnej ulohy v tvare rovnice. Pre dudlne premenné priradené

rovniciam v primarnom probléme ale nemusi platit’ podmienka nezépornosti. [8], [9]
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Existuje niekol’ko pristupov, ako riesit’ dudlnu ulohu. Jednou z moznosti je ziskanie rieSenia zo
simplexovej tabul’ky vyrieSenej primarnej ulohy, priCom plati:
- Ak ma primarna uloha jediné optimalne rieSenie, potom ma aj dualna uloha
jediné optimalne rieSenie a naopak
- Ak ma primdrna uloha alternativne rieSenia, optimalne rieSenie dudlnej
ulohy je degenerované a naopak
- Ak primérna uloha nema optimélne rieSenie, to znamena, ze ma pripustné
rieSenia, ale uc¢elova funkcia mdze neobmedzene rast’ alebo klesat’, dualna
uloha nema ziadne pripustné rieSenie. [12], [13]
Dalsou moznostou je riesenie dudlnej ulohy pomocou simplexovej tabul’ky, pricom sa vyuZiva
rovnaky simplexovy algoritmus ako pri priméarnej tlohe, avSak s Gpravami, ktoré vyplyvaju z
dudlnych podmienok.
Na pociatku rieSenia sa formuluje dudlny problém. Podla pravidiel duality sa vytvori
matematicky model dualnej ulohy, odvodeny z primarnej tlohy.
Primarna uloha:

Maximalizovat’

z=10x1 + 8x2 + 12x3
za podmienok
x1+x2+x3 <100
2x1 +x2+2x3 < 150
x1 +3x2+ x3< 120
xi=0,;=1,2,3

Ide o tlohu maximaliza¢nu a vSetky Struktirne obmedzujice podmienky su v tvare nerovnosti.
Uloha ma tri vlastné obmedzenia, preto bude mat dualna tloha tri dudlne premenné
s oznacenim y1, 12, y3. Tieto premenné predstavuji cenové multiplikatory, ktoré indikuju, aky
vplyv ma zmena obmedzeni na optimélny zisk. Ak je priméarna tloha maximaliza¢nd, dualna

uloha bude formulovana ako minimaliza¢na:
Minimalizovat’

z=100y1 + 150y2 + 120y3
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za podmienok
yit+2;m+y; 210
yi+y2+3y; =8
vit2;m+y; >12

yi,y2,y3 =0

Anulovana ucelova funkcia ma tvar:

z-100y1 - 150y2 - 1203 =0

Aby bolo mozné pouzit’ simplexovu metddu, ulohu musi byt’ prevedena do kanonického tvaru.
Upravia sa nerovnosti na rovnosti, obmedzujice podmienky sa prevedi do tvaru rovnic

pouzitim pomocnych premennych.

1 +2y2 +y3 - )4 =10
yi+y2+3y3 - ys =8
yi+2y2+y3 -y =12

Vi, Y2, V3,4, Y5,)6 >0

Kanonicky tvar predstavuje zékladné vychodiskové rieSenie. Zéikladné premenné, teda

pomocné premenné musia byt’ kladné, preto je potrebné vynasobit’ rovnice ¢islom minus jeden.

z-100y1 - 150y - 1203 =0 (MIN)

-y1-2y2-y3ts =-10
-y1-y2-3y3 s =-8
-V1-2y2-y3 tys =-12

V1,2, ¥3.54. 5.6 20
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V zostavenej simplexovej tabul'ke sa stanovi kI'i¢ovy riadok. Ur¢uje ho najmensia hodnota

pravych stran obmedzujucich podmienok (min b;).
- ak je bi > 0, rieSenie je aj primarne pristupné, teda optimalne
- ak je bi = 0, rieSenie je optimalne, ale degenerované

- ak je bi < 0, pokracuje sa d’alej vo vypocte a najnizsia hodnota b; < 0 je

uvazovana ako kI"i¢ovy riadok

v

a hodnoty kl'a¢ového riadku (uvazuju sa len zaporné hodnoty). Priese¢nikom klidového stipca
a kl'i€ového riadka sa ziska kI'i€ovy prvok. V rieSeni sa pokracuje d’alej prepocitanim tabulky

uplnou eliminéciou, rovnako ako pri primarnej tilohe. [4],[13]
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3 CELOCISELNE LINEARNE PROGRAMOVANIE

Celociselné linearne programovanie (Integer Linear Programming) vzniklo ako reakcia na
problémy, ktorych rieSenia musia nadobudat’ iba celociselné¢ hodnoty. Takéto problémy sa
bezne vyskytuji v ekondémii, logistike, planovani vyroby, a mnohych d’alSich oblastiach, kde
nie je mozné pouzit zlomkové rieSenia. Zaklady celociselného linearneho programovania
vychadzaju z klasického linearneho programovania, ktoré bolo formalne zavedené v roku 1947
americkym matematikom Georgeom Dantzigom prostrednictvom simplexovej metoédy. Hoci
simplexova metoda poskytovala efektivny sposob rieSenia LP uloh, nebola priamo pouzite'na

na ulohy s celoc¢iselnymi obmedzeniami.

Skutoény rozmach celociselného linedrneho programovania nastal koncom 50. rokov 20.
storocia, ked’ Ralph E. Gomory, vyvinul prvé v§eobecné metody na rieSenie celo¢iselnych tloh.
V roku 1958 predstavil Gomoryho rezné roviny, ktoré umoziovali upravit’ rieSenia linearneho
programovania tak, aby spinali celogiselnost, &im polozil ziklady samostatného smeru
vyskumu. Sucasne sa vyvijala aj metdda vetiev a medzi, ktoru neskor systematicky rozpracoval
Egon Balas. Tato metdda sa stala kI'iCovym néstrojom pri rieSeni rozsiahlych celociselnych

problémov a je vyuzivana dodnes. [5]

Ulohy celoc¢iselného programovania vychadzaju z uloh linearneho programovania, a rovnako
hl'adajii optimalnu hodnotu ucelovej funkcie, pomocou premennych a obmedzeni zadanych
v tvare rovnosti alebo nerovnosti. K podmienke nezapornosti sa priddva 1 podmienka

celociselnosti a v matematickom modeli ju oznacujeme ako x € Z.

Matematicky zapis:
max/min z=c'x
za podmienok Ax<b
x>0
x€eZ"

Premennd z oznacuje hodnotu ucelovej funkcie, vektor ¢ je vektor cenovych koeficientov o
velkosti 1 x n, A matica Strukturnych koeficientov o rozmere m x n, kde m je pocet vlastnych
obmedzeni ulohy a n pocet premennych, b vektor pravych strdn o velkosti m x 1 a x vektor

premennych modelu.
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O celo¢iselnom linedrnom programovani sa hovori v pripade, ak je podmienka celoCiselnosti
uplatnend na vSetky premenné. Ak je tato podmienka pozadovana len u niektorych premennych,
ide o zmiesané celo¢iselné programovanie. Specialnymi ulohami st binarne tlohy, ktoré musia
spifiat’ podmienku binarity, kde st hodnoty premennych obmedzené len na 0 a 1. Oznacuji sa

ako ulohy bivalentného programovania.

Ulohy celogiselného linedrneho programovania st naroénejsie ako §tandardné Glohy linearneho
programovania a na ich rieSenie boli vyvinuté Specialne metody a algoritmy, vyhovujice pre
tento typ uloh. Kazda metdda je vhodna sa pre iny typ problému a podl'a charakteru je mozné

ich rozdelit’ na metddy:

1. empirické -  najcastejSie sa vyuziva metdoda celociselného zaokrihl'ovania
a enumerativna metoda. Pri zaokrihl'ovani v§ak byva Casto rieSenie vyrazne vzdialené
od hladaného celociselného rieSenia. V praxi je vhodné tito metddu vyuzivat' len

v pripadoch, ak je chyba prijatelna.

2. exaktné — je mozné ich rozdelit’ do dvoch skupin, ktoré predstavuji hlavné sposoby

rieSenia celo¢iselnych tloh:

- Metody reznych rovin - vychadzaji z relaxdcie problému a postupne zuzuja
oblast moznych rieSeni priddvanim d’alSich obmedzeni - reznych rovin,

ktoré vylucuju necelociselné rieSenia, (Gomoryho metoda).

- Kombinatorické metddy — rieSia problém diskrétnym sposobom, (metdda

vetiev a medzi).

3. Specialne - patria sem heuristické metody, ktoré neposkytuju zaruéene optimélne

rieSenie, ale hl’'adaju rieSenie blizke optimu. [4], 13]

3.1 Metody reznych rovin

Metody reznych rovin, (Cutting Plane method), st vhodné pre rieSenie zmieSanych i Cisto
celo¢iselnych uloh. Vychadzaji z mnoZiny pristupnych rieSeni necelociselnej (relaxovanej)
ulohy. S pouzitim simplexového algoritmu sa ziska optimélne rieSenie. Ak je necelociselné,
sltzi ako vychodiskové rieSenie pre metddu reznych rovin. Samotnd metdda nasledne pridava
dodatoéné obmedzujiice podmienky, nazyvané rezné roviny. Doplnkova podmienka vymedzi
priestor ohrani¢eny rovinou, ktord z mnoziny pripustnych rieSeni odsekne podmnozinu

necelociselnych rieSeni. V takto zuZenej mnoZine pripustnych rieSeni sa opdt’ ur¢i optimalne
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rieSenie a testuje sa, ¢i uz sa jedna o celocCiselné rieSenie alebo este nie. Uloha s doplnkovou

obmedzujicou podmienkou sa riesi rovnakym sposobom ako pdvodna tloha. [13].

Rezné roviny je mozné vytvorit’ viacerymi spdsobmi, pricom najznamejsi z nich je Gomoryho
algoritmus, ktory sa vyznacuje lepSou schopnostou orezavat pripustny priestor rieSeni.
Gomoryho rezy vyuzivaju dolnu celu Cast’ redlneho ¢isla x, ¢o je najviacsie celé Cislo, ktoré nie

je vacsie ako x. Oznacujeme ho Lx ]
Gomoryho algoritmus je mozné zhrnit’ do nasledovnych krokov:

1. Svyuzitim simplexovej metddy sa ur¢i optimalne riesenie ulohy, bez ohl'adu na
podmienku celo€iselnosti. Algoritmus odvodzuje reznu rovinu zo simplexovej
tabulky. Vychadza z takého jej i-teho riadku, ktory ma na pravej strane necelo¢iselnu

hodnotu b;. Zvoleny i-ty riadok reprezentuje rovnica v tvare
@ix;+ apxa + ... + a1nXn = bi

2. RieSenie sa rozdeli na celé a necelé Casti, t.j. vysledok pravej strany b; sa rozdeli na

celoCiselnu ¢ast’ d; a zlomkov ¢ast’ r;. Plati
aj=Lay 1+ 1;b;
bi=Lbil+r
bi=di+r;

3. Vyberie sa najvacsi necelociselny zvysSok v riadku ip. Zvoli sa rovnica i, v ktorej sa
vyzaduje celoCiselné rieSenie a v ktorej je najvicsia hodnota r;. RozloZia sa koeficienty

lavej strany na celociselné Casti dj; a zlomkové¢ Casti 7y;.
aj = dij + rij

4. Definicia d’alSej ucelovej funkcie. K rovnici vybranej v bode 3 sa vytvori doplnkova

rovnica, rozsirena o novu pridavnil premennu s.
SVl X1 -F2X2 = venennnne, -VinXptSs=-r;

5. Simplexova tabul’ka sa rozsiri o riadok premenne;j s. Tento riadok je povaZovany za
kI'a¢ovy riadok. KIagovy stipec predstavuj stipec s najniz§ou hodnotou vypoéitanou

ako podiel z; / ry;.

min | zj / rij|
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6. V dalSom kroku nasleduje samotné rieSenie tabul'ky. Ak je rieSenie celoCiselné pre
vSetky premenné, vypocet sa kon¢i. Ak zostani niektoré hodnoty necelociselné,

opakuje sa postup od druhého kroku a sustava sa rozsiri o d’alSiu rovnicu s novou

premennou s. [13], [18]

3.2 Metoda vetiev a medzi

Metdda vetiev amedzi (Branch and Bound) patri k najpouzivanej$im kombinatorickym
metédam pre celociselné tlohy. KIucovi rolu v jej vyvoji zohrali autorky Land a Doig, ked’
v roku 1960 publikovali ¢lanok, v ktorom pouzili principy vetiev a medzi. O par rokov neskor
ich préacu rozsiril o efektivne techniky britsky matematik Robert J. Dakin. Samotnii metoédu
Branch and Bound pomenovali Little et al. v roku 1963, pri rieSeni problému obchodného

cestujuceho. [7]

Hlavnou myslienkou tejto metddy je ,,vetvit™ ulohu na niekol’ko mensich uloh a nasledne riesit’
kazdl zv1ast. Mnozina vSetkych pripustnych rieSeni sa rozdeli na mensie podmnoziny (vetvy),
v ktorych sa hl'ada optimalne rieSenie, pricom sa vyrad’'uji nevhodné vetvy. Ak sa v danej vetve
optimalne rieSenie nendajde, deli na d’alSie podmnoziny. Pri vypocte si vyuzivané horné a dolné
medze, ktoré sa v priebehu vypoctu spresiiuji, v snahe priblizit' sa ¢o najviac k optimu.
Pomocou medzi sa urcuje, ¢i sa v danej vetve nachddza lepSie ¢i horSie rieSenie a vypocet

pokracuje vetvenim podmnoZiny s lepSou hodnotou.
Vseobecny postup metody vetiev a medzi je mozné zhrnit’ v nasledovnych krokoch:

1. Vypocita sa optimalne rieSenie tlohy, napriklad s pouZitim simplexovej metody, pricom
sa neberie do tuvahy podmienka celociselnosti. Vektor optimalneho rieSenia
x% = (x1, X2,..., x») a hodnota G¢elovej funkcie z°. Ak je rieSenie celo¢iselné, uloha konéi.
Ak rieSenie nie je celoCiseln€, uvazuje sa hodnota rieSenia za hornit medzu a cela cast’

tejto hodnoty ako dolna medza.

2. Pristipi sa k vetveniu mnoZiny pripustnych rieSeni. Mnozina X° sa rozdeli na dve
podmnoziny X'a X? . Z vektora x° sa vyberie l'ubovol'na necelo¢iselna premenn4, napr.

Xk, ktorej hodnota vo vektore x° je rovna xi’ . Mnozina X! je rozsirena o podmienku
w>[xal]+1
Mnozina X? vznikne doplnenim mnoZiny X? o podmienku

< [l ]
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vyraz [ x ] predstavuje celi ast’ z necelo¢iselnej hodnoty xi” .

3. Voboch vetvaich sa vyrata optimalne rieSenie, bez uvazovania podmienky

celocCiselnosti. N4jdené optimalne rieSenie je hornou medzou pre dany uzol.

4. Proces vetvenia pokracuje, pokial’ nie je najdené celociselné rieSenie a nasledne sa
porovnava s hornou medzou. RieSenie s najvy$Sou hodnotou ucelovej funkcie je
rieSenie optimalne. Ak vo vetve nebolo najdené pripustné celociselné rieSenie, vetvenie

pokracuje dalej. Kazda z vetiev moze byt ukoncena nasledovnym spdsobom:
- Vo vetve je dosiahnuté celociselné rieSenie
- Vo vetve neexistuje ziadne pripustné rieSenie

- Vo vetve je ndjdené neceloCiselné rieSenie, ale hornd medza pre hodnotu
ucelovej funkcie tohoto rieSenia je nizSia ako hodnota ucelovej funkcie

celociselného rieSenia ndjdeného v niektorej z ostatnych vetiev.

Po uzatvoreni vSetkych vetiev proces vetvenia kon¢i. Optimalnym rieSenim je najlepsie najdené

celociselné rieSenie (ak existuje). [4], [6], [7]
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4 NASTROJE NA RIESENIE ULOH CELOCISELNEHO
LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

RieSenie uloh linedrneho programovania je vo vSeobecnosti narocna a zdlhava ¢innost’. Preto
boli vyvinuté mnohé programy, ktoré si v ovel'a kratSom Case poradia s mnozstvom obmedzenti,
pri hl'adani optimalnej hodnoty danej ulohy. Programova ponuka je Sirokd a vyber vhodnej
podpory zavisi od viacerych faktorov. Ci uz od rozsahu a naro¢nosti rieSeného problému,
licenénych moznosti a dostupnosti programovej podpory, Grovne pouzivatela, alebo ucelu

a kontextu pouzitia.

Programova podpora pre Glohy linedrneho programovania sa deli na dve hlavné skupiny. Na

modelovacie néstroje (jazyky a rozhrania) a solvery (riesice).

4.1 Modelovacie jazyky

Modelovacie nastroje sluzia na vytvaranie a formulovanie optimalizacnych modelov. S ich
pomocou méze pouzivatel’ definovat’ rozhodovacie premenné, mnozinu obmedzeni a cielova
funkciu, ktort chce maximalizovat’ alebo minimalizovat. Modelovacie jazyky maji vlastni
syntax a st navrhnuté $pecialne pre optimalizaciu. Ulohou tychto nastrojov je zjednodusit’ zapis
modelu a poskytnut’ uzivatel'ské rozhranie pre solver. RozliSujui sa uzatvorené systémy, kde sa
spaja modelovaci jazyk a vlastnym integrovanym solverom. Vac¢sinou ide o komercné softvéry,
menej otvorené inym jazykom ¢i prostrediam. Prikladom je modelovaci jazyk LINGO
s implementovanym rieSitelom Lindo. FICO Xpress Optimization s rieSitefom Xpress,
napisany v Mosel jazyku. Alebo IBM ILOG CPLEX Optimization Studio, skratene CPLEX
Optimization Studio, prostredie vyvinuté k solveru CPLEX, s modelovacim jazykom OPL,
Optimization Programming Language. DalSou moznostou si modelovacie jazyky nezavislé
od solvera. Poskytuji len modelovaci jazyk alebo rozhranie a vd’aka ich vacsej flexibilite pri
vol'be solvera, takzvané otvorené systémy. Patri sem GAMS (General Algebraic Modeling
System), AMPL (A Mathematical Programming Language) alebo AIMMs (Advanced

Interactive Multidimensional Modeling System).

K modelovacim nastrojom patria aj programovacie kniznice, ktoré umoziuji pisat’ kody
optimalizacnych modelov v beznych programovacich jazykoch. Najuniverzalnejsim jazykom v
optimalizacii je Python, ktory podporuje vac¢sinu solverov a poskytuje mnozstvo dostupnych
kniznic ako napriklad PuLP, Pyomo, OR tools. Vyuzivany je aj jazyk C/C++, najmi pre

naro¢né ulohy, pre svoj vysoky vykon a rychlost’ vypoctov, vhodny na vyvoj solverov. Pre
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pokrocilé optimaliza¢né tlohy sa vyuziva moderny programovaci jazyk Julia, ktory kombinuje
vyhody viacerych jazykov. Je navrhnuty prave pre optimalizaciu a numericku matematiku a
podobne ako Python, poskytuje jednoduchu syntax a vykonnost'ou je porovnatelny s C/C++.
Pre svoju stabilitu a robustnost’ je vhodnym a ¢asto pouzivany aj jazyk Java. Podporuje solvery

Gurobi ¢i CPLEX a cCasto sa vyuziva pre podnikové aplikacie s integrovanou optimalizéaciou.

4.2 Optimaliza¢ne solvery

Optimaliza¢ny solver alebo rieSi¢ je softvérovy nastroj, ktory pomocou vypoctovych
algoritmov riesi zadan® ulohu. Solver sa d4 volat’ cez modelovaci jazyk (napr. AMPL, JuMP,
Pyomo), alebo sa pouziva priamo cez API (Application Programming Interface), rozhranie,
ktoré umoziuje komunikaciu priamo pomocou programovacieho jazyka. I pri solveroch treba
zvazovat’ naro¢nost’ a ucel rieSenej ulohy, ako aj dostupnost’ samotného solvera. Medzi
najvykonnejSie open-source solvery patri CBC (Coin-or Branch and Cut), vhodny pre mensie
az stredné Ulohy. Na naro¢nejSie ulohy je vhodny vykonny open-source solver SCIP (Solving
Constraint Integer Programs), ktory sa Specializuje na tlohy celociselného programovania.
Najpouzivanejsie a najvykonnejSie komercné solvery si Gurobi, vhodné pre zlozité ulohy,
CPLEX, alebo Xpress. CPLEX patri k najspolahlivej$im ana trhu najdlhSie vyuzivanym
optimalizacnym solverom. Rovnako ako aj Gurobi, je podporovany mnohymi modelovacimi

a programovacimi jazykmi. Ich pouZivanie vSak vyZaduje isti mieru znalosti.

4.3 MS Excel a jeho doplnky

Lahko dostupny nastroj na rieSenie tloh celoCiselného linearneho programovania predstavuje
Microsoft Excel. Pontuka jednoduché rieSenie optimalizacnych tlloh pomocou solvera v podobe
doplnku Riesitel. Vzhl'adom na svoje moZnosti i vykonnost’ sa neodporica pre rozsiahle
anarocné ulohy, no jeho vyuZitie poskytuje firmam a manazérom zrychlenie zloZitych
vypoctov, ¢i podklad k optimdlnemu rozhodnutiu. Zaroven je velmi jednoduchy pre
pochopenie problematiky rieSenia Uloh a to vd’aka moZnosti analyzovat’ jednotlivé kroky

rieSenia.

Doplnok Riesitel’ je uzatvoreny optimalizany systém s vlastnym solverom. Nevyuziva Ziaden
modelovaci jazyk, ale pracuje priamo s bunkami Excelu. Je vhodny pre vyuku a mensie ulohy,
nakol’ko st jeho moZnosti obmedzené. Horna hranica pre pocet premennych je 200 a limit pre

pocet obmedzujucich podmienok je 600. Z tohoto poctu je 400 rezervovanych pre dolné a horné
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medze premennych. Ostatnych obmedzujticich podmienok, vratane podmienok celociselnosti,

moze byt maximalne 200. [12].

Rozsirenim doplnku Riesitel' je doplnok OpenSolver, ktory umoziuje rieSenie vicSich
modelov, bez limitov na premenné. Vd’aka podpore solveru CBC (Coin-or branch and cut)

vyuziva na rieSenie celociselnych uloh algoritmy vetiev i medzi i rezné roviny.

Najflexibilnejsi doplnok pre MS Excel je SolverStudio. Nepouziva Excel Solver, ale spija
Excel s vykonnymi open-source alebo komerénymi solvermi. RozSiruje schopnosti Excelu

a umoznuje pouzivanie modelovacich jazykov a externych solverov priamo v prostredi Excelu.
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5 RIESENIE ULOHY METODOU GOMORYHO REZOV

Tato kapitola je zamerana na prakticku aplikdciu metédy Gomoryho rezov, ktora predstavuje
jeden z klasickych pristupov riesenia celoc¢iselnych linearnych uloh . Ide o iterativny postup,
ktorym sa k optimalnemu celo¢iselnému rieSeniu dospeje pridavanim dodato¢nych obmedzeni
do simplexovej tabulky. V nasledujtcej Casti bude rieSeny konkrétny priklad, na ktorom bude
nazorne ukazany cely priebeh tejto metdody od pociatocného rieSenia az po dosiahnutie

optimélneho celociselné¢ho vysledku.
Je dana uloha:

Maximalizovat’

z=9x1 + 10x2
za podmienok
2x1+5x< 15
x1+ <3

X1, x>0, x€EZ

Uloha bude najprv prevedena na kanonicky tvar doplnenim o sklzové premenné x; a xa.

Podmienka celoc¢iselnosti bude odstranend, aby bolo mozné aplikovat’ simplexovi metodu.
Kanonicky tvar ulohy:
z=9x1 + 10x2
2x1+ 5x2+ x3 =15
X1 +x4 =3

X1, X2,x3,xX4 >0

Premenné ucelovej funkcie budu prevedené na 'avu stranu. Anulované icelova funkcia:

z-9x1-10x2 =0

Relaxovant ulohu je teraz moZzné vlozit do simplexovej tabulky (Tabulka 6) arieSit

primarnym simplexovym algoritmom.
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xl x2 x3 x4 b,
x3 2 5 1 0 15
x4 1 0 0 1 3
z; -9 -10 0 0 0

Tabul’ka 6. Vychodiskova simplexova tabulka

Prvym krokom je uréenie kliéového stipca v riadku ucelovej funkcie, ktorym je najmensi
koeficient -zj, teda hodnota -10. Stipec x; je kI'a¢ovy stipec. KIadovy riadok sa vypoéita ako

podiel hodnoty b; a hodnoty kli¢ového stipca a najnizsia kladna hodnota predstavuje kl'i¢ovy
riadok. Priese¢nikom kIi¢ového stipca a kPidového riadka bol ziskany kIacovy prvok. Na
mieste kI"i¢ového prvku je potrebné ziskat' hodnotu 1, preto sa cely riadok vydeli hodnotou
kI'i€ového prvku. Na ostatné riadky treba pouzit’ Gaussovu elimina¢nt metodu tak, aby boli na
ostatnych miestach v kI'i¢ovom stipci nuly. Po prepoéitani sa opakuje test optimality. Ak je
rieSenie celoCiselné, bolo ndjdené optimalne rieSenie. V opacnom pripade sa sa pokracuje

d’alSou iteraciou.

Na ziskanie optimalneho rieSenia daného prikladu boli potrebné dve iteracie. Vysledok

zobrazuje prepocitana simplexova tabul’ka 7.

X x2 x3 x4 b, f "
x3 2 5 1 0 15 15/5=3 &«
x4 1 0 0 1 3 -
Z; -9 -10 0 0 0

"

xZ 2/5 1 1/5 0 3 3/0,4=7.5
x4 1 0 0 1 3 3/1=3 &«
Z; -5 0 2 0 30

0
xZ 0 1 1/5 -2/5 9/5
xd | 0 0 1 3
z, 0 0 2 5 45

Tabul'ka 7. Prepocitana simplexova tabulka.
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Vysledné optimalne rieSenie:
%=(3,9/5"
Z=45
Z vysledkov simplexovej tabul’ky je mozné vycitat’, ze relaxacia problému je optimalizovana,
no ziskané rieSenie nie je platné pre celoCiselny problém. Preto nie je optimalnym riesenim
povodnej ulohy a vypocet bude pokracovat pouzitim Gomoryho metody, ktora prida nové
obmedzenie (tzv. Gomoryho rez), ktoré odstrani toto necelociselné riesenie.

Gomoryho algoritmus odvodzuje reznt rovinu z riadku, ktory ma na pravej strane necelo¢iselnu
hodnotu bi. (Tabulka 8). Ak sa na pravej strane nachddza viac riadkov s necelociselnou

hodnotou, vyberie sa riadok s najva¢sou necelociselnou cast’ou.

X; x2 x3 x4 b;
x2 0 1 1/5 -2/5 | 9/5
x! 1 0 0 1 3
-, 0 0 2 5 45

Tabul'ka 8. RieSenie simplexovej tabul’ky a vyber riadku pre Gomoryho rez

Z vyrieSenej tabul’ky simplexovej metody bolo ziskané rieSenie:

Ty = 1 =3, x3=0, xz4=0

[S2 R {w]

fmax:45

9
Riesenie obsahuje necelociselnt hodnotu x, = .

Analyza riadku s necelociselnou hodnotou x;:

Vypocet celociselnych zvyskov:

[SA =)
—
o] ©
| S

I
[S1R=]

—

I
(ARl
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4
Celociselna cast’ pravej strany je 1, zvySok (necelocCiselné Cast) je S

Standardny tvar rovnice pre odvodenie Gomoryho rezu:

T 1:1: 23:—1}4
25.;54— 5

Zo standardného tvaru sa odvodi riadok (Gomoryho rez), ktory sa pridd ako nové obmedzenie
do pévodnej tlohy. Je potrebné zaviest pomocnu premennu, napriklad s;, Tato premenna slizi
na to, aby mohol byt Gomoryho rez spracovany simplexovou tabulkou. RozSiruje sustavu
obmedzeni, priCom pdvodna ucelova funkcia ostava nezmenena.

Gomoryho rez je zostaveny z neceloCiselnych casti koeficientov premennych v riadku

zakladnej premennej x,, ktora ma necelocCiselné rieSenie:

1 1 1 1
=g =g {EJ G

Gomoryho rez po algebrickej tprave:

1

giﬁ:i 51?4 b 81 = 5
Dalsim krokom je zostavenie vychodiskového tvaru simplexovej tabulky, ktora sa rozsiri
o novy riadok zodpovedajuci Gomoryho rezu a o stipec pre pomocni premennu s;. Vypodet
pokracuje pomocou dudlnej metody. V tabulke sa urci klicovy riadok podla najzapornejsej

hodnoty a kli¢ovy stipec podl'a najmensej hodnoty nekladnych podielov. (Tabulka 9).
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X x2 x3 x4 s b,
x2 0 1 1/5 - 2/5 0 9/5
x1 1 0 0 1 0 3
sl 0 0 -1/5 -3/5 1 - 4/5
z, 0 0 2 5 0 45
x2 0 1 1/3 0 -2/5 | 7/3
xI 1 0 - 1/3 0 5/3 | 5/3
x4 0 0 1/3 1 | —5/3 | 4/3
2, 0 0 /3 0 25/3 | 115/3

Tabulka 9. Simplexova tabul’ka po prvej iterécii

Z tabul’ky po prvej iteracii je zrejmé, ze rieSenie stale obsahuje necelociselné hodnoty. Preto je
potrebné pridat’ d’al§si Gomoryho rez. Opit’ sa vybera zékladny riadok, ktorého prava strana (b;)

ma najviacsiu (necelociselntt) zlomkov Cast’.

Zlomkova ¢ast’ premennych:

7 1 .. 1
T = 3 — 25, zlomkova cast = 3
T, = 5 _ lg, zlomkova cast = 2
3 3 3
4 1 A |
T4 = 3 - lg, zlomkova cast = 3

Najvicsiu zlomkovu ¢ast’ ma riadok s premennou x; a bude vybrany pre Gomoryho rez.

Analyza riadku vychadzajica zo simplexovej tabul’ky (Tabul’ka 9) s najvac¢Sou necelo¢iselnou

hodnotou, premennd x;.

5 1 5
Ty = 5 g-”ﬂ:i 531

3

Novy riadok Gomoryho rezu bude opét’ zostaveny z neceloCiselnych casti koeficientov

premennych v riadku zdkladnej premennej s najvac¢Sou necelociselnou hodnotou pravej strany.
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5 5 5 2
i = o if =5 a2l o 1=
° wit=3-lzl=3 3
) ) 2
b‘ — —. b!' = — ]_ - —
Gomoryho rez po algebrickej uplrave:
2
S — 0xy — = o — —
333.; T4 381 t 82 3

Do simplexovej tabul’ky bude doplneny novy riadok vychadzajtici z Gomoryho rezu. Ostatné
riadky tabulky, vratane uéelovej funkcie, ostavaju nezmenené. Tabul'ka sa rozsiri o novy stipec
pre pomocnul premennu, ktord umozni spracovanie nového obmedzenia v d’alich iteraciach.

Vypocet pokracuje d’alSou simplexovou iteraciou. (Tabul'ka 10).

X; x2 x3 x4 s 52 b,
x2 0 1 1/3 0 -2/3 0 7/3
xI 1 0 -1/3 0 5/3 0 5/3
x4 0 0 1/3 1 |-5/3 0 4/3
52 0 0 -2/3 0 -2/3 1 -2/3
z; 0 0 1/3 0 25/3 0 115/3
x2 0 1 0 0 -1 -2/3 2
xI 1 0 0 0 2 5/3 2
x4 0 0 0 1 2 —5/3 1
x3 0 0 1 0 1 -2/3 1
z; 0 0 0 0 8 25/3 | 38

Tabul’ka 10. Doplneny riadok o nové obmedzenie. Druha iteracia a vysledné rieSenie

Tabul'ka zaroven zobrazuje vysledné rieSenie, ktoré je celoCiselné a teda optimalne.

Optimalne celociselné rieSenie je x; =2, x> = 2, s maximalnou hodnotou z = 38.
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Metoda Gomoryho rezov je zalozena na pridavani linearnych obmedzeni (rezov), ktoré
vychadzaju z necelych hodnoét a slizia na postupné vyluovanie necelych rieseni, az kym sa

najde optimalne celociselné rieSenie.

Na prvy pohl'ad sa moze javit ako jednoduchy spdsob, ako ziskat' celo¢iselné rieSenie,
zaokrthlenie riesenia. Co viak moze sposobit’ zaokrahlovanie? Ak by sa rieSenie relaxovane;
ulohy zaokruhlilo, rieSenie by nemuselo byt pristupné. Napriklad ak x; = 3, x» = 1.8
zaokruhlime na celé ¢isla x1 = 3, x» = 2, bude porusené obmedzenie 2x; + S5x2 < 15,
pretoze 2*3 + 5*2 = 16, rieSenie nie je pripustné. Pri zaokrihl'ovani hrozi strata optimality,
a takyto pristup méze viest' k velkym chybam v porovnani s optimalnou hodnotou ucelove;
funkcie. Presné metddy ako Gomoryho rezy postupne eliminuji necelé hodnoty a udrzuji

rieSenie v ramci obmedzeni.
5.1 Porovnanie metdody Gomoryho rezov a metody vetiev a medzi

Princip metddy vetiev a medzi (Branch and Bound) spociva v systematickom rozdel'ovani
povodnej celociselnej ulohy na mensie, I'ahsie riesitelné podulohy, vetvy. Tieto mensie Glohy
vznikaji postupnym zavadzanim novych ohrani¢eni na premenné, ¢im sa vytvara strom uloh
linearneho programovania. Tieto ulohy sa rieSia samostatne a ich rieSenia sa nasledne
posudzuju z hladiska celociselnosti a optimality. Ak rieSenie nie je celoCiselné, ale eSte stale
ma potencial byt’ sicastou optimélneho rieSenia, vetvi sa d’alej. Naopak, ak je hodnota ticelove;j
funkcie horSia neZ doposial’ zname celoCiselné rieSenie, danad vetva sa odreze z vetviaceho

stromu a uz sa v nej nepokracuje.

Metoda Gomoryho reznych rovin (Gomory’s Cutting Plane Method) vyuziva iny pristup.
Najprv sa riesi relaxovand tloha (bez poziadavky na celoCiselnost’ premennych) pomocou
simplexovného algoritmu. Ak vysledné rieSenie nie je celociselné, z vyrieSenej simplexove;j
tabul’ky sa vyberie riadok, ktorého prava strana ma najvacsiu necelociselnt hodnotu (zlomkovu
cast’). Na zaklade tohto riadku sa sformuluje nové linedrne obmedzenie, Gomoryho rez. Toto
obmedzenie vyluci aktualne neceloCiselné riesenie, ktoré je optimalne pre relaxovana ulohu,
ale zaroven ponechd vSetky mozné celocCiselné rieSenia. Gomoryho rez sa prida do simplexovej
tabul’ky ako novy riadok a zaroveil sa zavedie d’al§ia pomocné premennd. Vysledkom je nova
linearna tloha, ktorh mozno znova riesit pomocou simplexovej alebo dudlnej simplexove;j
metody. Po kazdom pridani rezu sa hl'ad4 nové rieSenie. Ak je opét’ neceloCiselné, pridava sa

d’alsi rez az kym sa nendjde optimalne rieSenie, ktoré je zaroven celociselné.
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Obe metdédy maju svoje vyhody i nevyhody. Metdda vetiev a medzi je velmi spol'ahliva, no
asto vypodtovo naroéna, najmi pri velkom poéte vetiev. Co vedie k vyraznému zvyseniu
casovej a paméat'ovej zat'aze pri rieSeni rozsiahlych problémov. Gomoryho rezy mo6zu pomocou
rezov systematicky zuzit’ priestor moznych rieSeni. Avsak, v praxi mozu tieto metddy narazit
na problémy degeneracie ¢i numerickej nestability. V praxi sa preto Casto vyuziva kombinacia

oboch metdd, a ich implementécia v ramci modernych solverov (napr. CBC, CPLEX, Gurobi).
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6 PROGRAMOVA PODPORA CELOCISELNYCH ULOH

6.1 Doplnok RieSitel’

Prvy Riesitel’ sa objavil vo verzii Excel 3.0 zroku 1990, avsak riesil len zakladné ulohy
linearneho programovania. Od verzie Excel 97 pribudla limitovand podpora celociselného
programovania. Moderného a skuto¢ne vykonného Riesitel'a, ako ho pozname dnes, s plnou
podporou celoc¢iselného programovania, priniesol Excel 2010. Doplnok RieSitel’ ma vo verzii
2010 vylepsené pouzivatel'ské rozhranie (Evolu¢ny riesitel’), a prinaSa plnohodnotnu podporu
pre ulohy celocCiselného programovania, s moznost’ou vyberu algoritmov a moznostou oznacit’

konkrétne rozhodovacie premenné ako celoc¢iselné (int).

Doplnok je nutné najskor aktivovat. V Exceli, v l'avom hornom rohu, je potrebné klikntt’ na
Subor a nésledne na Moznosti. Po otvoreni karty Zobrazenie a sprava doplnkov balika
Microsoft Office kliknut na Doplnky a nasledne v spodnej Casti Spravovat’ vybrat’” Doplnky
programu Excel a potvrdit’ tlacidlom Spustit. Po spusteni sa zobrazi nové okno, v ktorom treba
vybrat' Doplnok Riesitel a potvrdit OK. Riesitel je teraz aktivovany, ¢o sa da lahko

skontrolovat na karte Udaje. V sekcii Analysis je teraz zobrazeny Riesitel’. (Obrazok 3).

Stbor Domov Viofit RozloZenie strany Vzorce Udaje Revizia Zobrazit Pomocnik

fﬁ Ee- ’Th [T Dotazy a pripojenia Y al I ? =g & = @j &ﬂ B = Data Analysis
= pp s g || ¢ GB o = -
Ziskat 18 L& Obnovit : S| z| Zowadit Filier Textna EX Analjza  Harok  Prehfad | > Riesitel
o ! Akcie (Engl... Meny (Engl... i - o i ; .
adaje~ B [B vietko ¥ S& Rozsitene stipce £ v ypotéz v prognozy
Ziskat'a transformovat Gdaje Dotazy a pripojenia Typy dajov Zoradit a filtrovat Néstroje pre tdaje Prognézy Analysis
Al i Ix

Obrazok 3. Zobrazenie doplnku Riesitel’ na pase kariet v Exceli.

Po kliknuti na prikaz RieSitel’ sa zobrazi tvodné okno s parametrami doplnku Riesitel. Vel'mi

dolezité su nasledujice polia:

- Nastavit' ciel’ - do tohto pola sa zaddva hodnota bunky, v ktorej ma byt

zobrazeny pozadovany vysledok.

- Do: Podla typu rieSenej tlohy treba vybrat’ spravnu moZnost’. Ak je rieSena
maximaliza¢na uloha, oznacit moznost Maximum, ak sa jedna o ulohu

minimaliza¢nt, oznacit’ variantu Minimum.

- Zmenou premennych buniek — Sem sa zadavaji bunky, ktoré bude program
menit, aby bolo dosiahnuté pozadované rieSenie. Na rozdiel od ciel'ovej

bunky, ktord moze byt’ len jedna, premennych buniek moze byt zadanych
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viacero. Aby sa dalo najst’ rieSenie, musi existovat’ vztah medzi premennymi

bunkami a cielovou bunkou.

- Podlieha obmedzeniam — v tomto okne budu zobrazené vsetky obmedzujuce
podmienky. Tie budt vlozené pomocou tlacidla Pridat, ktoré sa nachaddza
vpravo vedl'a okna obmedzeni a po jeho kliknuti sa zobrazi dodatocné okno,

kde budu zadefinované obmedzujice podmienky.

- Vybrat metodu riesenia — Riesitel’ pontika tri metody rieSenia. Nelinearny
algoritmus, Simplexovu linearne programovanie a Evolu¢ny algoritmus. Na
rieSenie uloh celoc¢iselného linearneho programovania je dolezité vybrat’

moznost’ Simplex LP algoritmus

MNastavit’ ciel:

>

Do: © Maximum O Minimurm O Hodnota:

Zmenou premennych buniek:

I

Podlieha ocbmedzeniam:

Pridat’

Zmenit’

Qdstranit’

Obnovit vietko

Macitat/UloZit

Vytvorte nezdpornu hodnotu premennych, ktoré si bez obmedzenia.

Vybrat' metédu Nelinedmy algoritmus GRG i Moznosti
riesenia:

Metdda riedenia

Ak chcete v doplnku Rieditel riesit’ spoj. nelinedrne problémy, vyberte nastroj Nelinedrny algoritmus GRG. Ak
cheete riedit linedrne problémy, vyberte nastroj Simplex LP algoritmus. Ak cheete riedit’ nespojité problémy,
vyberte nastroj Evolucny algoritmus.

Obrazok 4. Parametre doplnku Riesitel

Jednotlivé parametre RieSitel'a budi naznacené na jednoduchom priklade z oblasti vyrobného

planovania.

Slovné zadanie ulohy: Firma vyrdba dva typy vyrobkov, A aB. Zisk z predaja vyrobku
A predstavuje 90 €, zisk z predaja vyrobku B je 70 €. Na vyrobu oboch vyrobkov podnik
spotrebovava dva druhy surovin, S1 a S2. Na vyrobu vyrobku A su potrebné 2 jednotky

suroviny S1 a 5 jednotiek suroviny S2. Na vyrobu vyrobku B sa spotrebuje 5 jednotiek suroviny
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S1 a 4 jednotky suroviny S2. K dispozicii je obmedzené mnozstvo surovin. Zasoba suroviny
S1 je 1200 jednotiek a zasoba suroviny S2 predstavuje 1300 jednotiek. Kol'ko kusov kazdého

vyrobku je potrebné vyrobit’, aby bol maximalizovany celkovy zisk?

Z danej ulohy je jednoznacné, Ze sa jednd o maximaliza¢nu tlohu. K dispozicii je obmedzené

mnozstvo surovin a vyrobeny pocet vyrobkov musi byt nezaporny a celociselny.
Matematicky model ulohy:

Maximalizovat’

z=90x1 + 70x2
za podmienok
4x1+ 5x2 < 1200
Sx1+2x2 < 1300

X1, x>0, x€EZ

Vychodiskova Excel tabulka:

A B C
1 Parametre Vyrobok A Vyrobok B
2 Zisk/kus (€) 90 70
3 Surovina S1 4 5
4 |Surovina S2 5 2
c Optimalny pocet vyrobenych kusov
6
7 |Celkovyzisk 0
& |Spotrebazasob 51 0
9 |Spotreba zasob 52 0

Obrazok 5. Vychodiskova tabul’ka

V piatom riadku tabul’ky sa nachadza Optimalny pocet vyrobenych kusov a zatial neobsahuje
ziadne hodnoty pre vyrobok A ani B. V riadku ¢islo sedem je zobrazeny Celkovy zisk, taktiezZ
s nulovou hodnotou. Ich hodnoty budu ziskané vypoctom ulohy pomocou Riesitela.
K samotnému vypoctu je potrebné nastavenie parametrov v okne Parametre doplnku Riesitel’.

Do okna Nastavit' ciel’ bude vloZend bunka pre celkovy zisk. Optimalny pocet vyrobenych
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kusov bude ziskany zapisom buniek v tvare B5:C5 do Zmenou premennych buniek. Prehl'ad
o spotrebe zasob S1 a S2 prinesie riadok osem a devét. Pre spravny vypocet je vSak potrebné
do jednotlivych buniek doplnit’” vhodné vzorce, ktoré zohladnia prislusSné vstupné hodnoty

a podmienky.
Celkovy zisk = B2*B5 + C2*C5
Spotreba zasob S1 = B3*B5 + C3*C5
Spotreba zasob S2 = B4*B5 + C4*C5.

Obmedzujuce podmienky je nutné jednotlivo vlozit' v okne Pridat obmedzenie, ktoré sa otvori
po kliknuti na tlac¢idlo Pridat. Postupne treba zadat’ vSetky obmedzenia, ktoré sa nasledne
zobrazia v okne Podlieha obmedzeniam. Pri rieSeni celoc¢iselnych uloh je potrebné zadat’ aj
podmienku celociselnosti, aby sa predislo neceloCiselnému rieseniu. (Obrazok 6). Pre
zabezpecenie najlepSicho celociselného rieSenia existuje moznost nastavenia celocCiselnej
odchylky v dialégovom okne Moznosti. Ak st vSetky podmienky zadané, treba spustit’ rieSenie

kliknutim na tlac¢idlo Riesit’.

A B C
1 |Parametre Vyrobok A Vyrobok B
2 | Zisk/kus (€) 90 70
3 Surovina S1 4 5
4 |Surovina 52 5 2
5 |Optimalny pocetvyrobenych kusov 241,1764706 47,05882353
6
7 |Celkovyzisk 25000
8 |Spotreba zasob 51 1200
9 |Spotreba zasob 52 1300
10
11
12
13 0Odkaz na bunku: Obmedzenie:
14 $B$5:5E516 + | int w | | celodiselny 2
15

OK Pridat’ Zrusit’

Obrazok 6. Pridanie podmienky celo¢iselnosti

Vysledky rieSenia su zobrazené v tabulke. (Tabul'ka 11) Z tabulky je mozné vycitat, ze

maximalny celkovy zisk je vyske 24.980 € a bude dosiahnuty pri vyrobe 241 kusov vyrobku
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A a 47 kusov vyrobku B. Pri¢om sa spotrebuje z dostupného mnozstva zasob suroviny S1 1199
jednotiek z dostupnych 1200 jednotiek a 1299 jednotiek z 1300 jednotiek zo zasob suroviny
S2. Dialégové okno Vysledok doplnku Riesitel’ zaroven informuje, ze RieSitel’ naSiel rieSenie
a vSetky podmienky a obmedzenia optimalnosti st splnené. V rovnakom okne sa nachadzaju aj
Zostavy. Po zakliknuti Prehladovych zostav pribudne na spodnej strane novy harok

s odpoved’ou. (Tabul’ka 12).

A B C
1 |Parametre Vyrobok A Vyrobok B
2 | Zisk/kus (€) 90 70
3 | Surovina 51 4 5
4 | Surovina 52 5 2
5 |Optimalny poéetvyrobenych kusov 241 A7
6
7 | Celkowy zisk 24980
8 |Spotreba zasobh S1 1199
9 |Spotreba zasoh S2 1299

Tabulka 11. Vysledok rieSenia

Doplnok Riesitel’ v Exceli neumoziuje pouZivatel'ovi zvolit’ konkrétnu metddu na rieSenie tiloh
linedrneho celociselného programovania. Zaroven neposkytuje Ziadny vystup, ktory by
jednoznacne uvadzal, aky algoritmus bol pri rieSeni pouZity. Téato informécia nie je explicitne
uvedena ani vo vysledkoch optimalizacie. Solver vyuziva metodu vetiev a medzi v kombinécii
so Simplexovym algoritmom, pri¢om sam automaticky rozhoduje o ich pouziti podla

charakteru danej uloh.
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Microsoft Excel 16.0 Zostava s odpovedou

Harok: [Zosit1]Harok1

Zostava vytvorena: 18. 5. 2025 13:32:27

Vysledok Doplnok Riesitel nasiel rie$enie. Vietky obmedzenia a podmienky optimalnosti sii splnené.
Nastroj Riesitel

MozZnosti doplnku Riesitel

Cielova bunka {(Maximum)

Bunka Nazov Pévodna hodnota Vysledna hodnota
$B$7 Celkowy zisk Vyrobok A 24930 24980

Premenné bunky

Bunka Nazov Pdvodna hodnota Vysledna hodnota Celociselné
$B$5 Optimalny po¢etvyrobenych kusov Vyrobok A 242 241 Celo¢iselné
$C3$5 Optimalny poéetvyrobenych kusov Vyrobok B 45 47 Celogiselné

Obmedzenia

Bunka Nazov Hodnota bunky Vzorec Stav Odchylka
$B$8 Spotreba zasob S1Vyrobok A 1199 $B$8<=1200 Neplati 1
$B$9 Spotreba zasob $2 Vyrobok A 1299 $B$9<=1300 Neplati 1

$B$5=Celociselné
$C$5=Celociselné

Tabul'ka 12. Zostava s odpoved’ou
6.2 Doplnok OpenSolver

Open Solver je open-source optimalizany nastroj, zalozeny na VBA (Visual Basic for
Application), ktory rozsiruje doplnok Excel Riesitel'. UmoZiuje rieSenie vacSich a zlozitejSich
problémov a oproti RieSitel'ovi nema obmedzeny pocet rozhodovacich premennych. Vyuziva
vykonné solvery ako je CBC alebo Gurobi, ktoré umoziuji efektivnejSie rieSenie Uloh

pomocou algoritmov reznych rovin ¢i vetiev a medzi.

Podobne ako Excel Riesitel’ je OpenSolver doplnok, ktory je treba stiahnut’ a nainsStalovat’ do
Excelu. Je dostupny v dvoch verziach: jednoduchsej OpenSolver Linear, a v pokrocilej verzii
OpenSolver Advanced (Non-Linear), ktord podporuje viac solverov vratane ne-linearnych. Obe
verzie su dostupné pre Windows a Mac. Na Windows je podporovand s Excelom 2007
a nov§im. Na Mac OS s Excelom pre Mac 2011 a akoukol'vek verziou OS X novSou nez 10.7.

[16]

Na rieSenie prikladu je pouzita verzia 2.9.4 Beta Advanced, dostupna na oficidlnej stranke
https://opensolver.org, kde sa nachadzaju vSetky potrebné informacie o insStalacii a fungovani
OpenSolveru. Instalacny subor je vo formate .zip. a obsah komprimovaného suboru treba

extrahovat. Rovnako ako pri aktivacii RieSitel’a, je potrebné OpenSolver v Exceli najskor
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aktivovat’ kliknutim na Subor — Moznosti — Doplnky — Spravovat, vybrat' v okne moznost’
Doplnky programu Excel — Spustit, ¢im sa otvori nové okno, kde sta¢i zakliknat’ OpenSolver
a potvrdit’ vyber kliknutim na OK. MozZe sa stat, ze pred samotnou aktivaciou doplnku bude
potrebné upravit’ nastavenia doveryhodnosti a pridat’ cestu k extrahovanému priecinku v centre
doveryhodnosti. V takom pripade je potrebné opit prejst do ponuky Subor — Moznosti
— centrum doveryhodnosti — nastavenie centra doveryhodnosti — pridat’ nové umiestnenie
a pomocou tlacidla prehladavat vybrat prieinok, do ktorého bol OpenSolver extrahovany.
Tento vyber je potrebné potvrdit’ kliknutim na OK. Nasledne sa OpenSolver zobrazi na karte

Udaje. (Obrazok 7).

Sibor Domov Vlofit Rozlozenie strany Vzorce Udaje Revizia Zobrazit Pomocnik U Komentdre  [ERGIEEEY
C% b |=§ [ Dotazy a pripojenia ﬁ & ? EE g B E" E jE 7% Rieitel ke h Show/Hide Model
U n LS @ || = S ? = o =
Ziar B B Obnavit A Enl A m-r?\ 7| ot Fiter Tetna B Analjza  Harok | Pretiad = DABANANSS e QuickSohe
e B B vietko ~ gl Meny(Engl-] § & V& Rozsirené stipee £ hypatéz ¥ prognozy N - ¥ OpenSalver

Ziskat @ transformov’ Gdsie Dotazy a pripejeria Typy Gdgjov Zoradi afitrovet nedstroje pre Gdgje Prognézy anlysis Opensolver

Obrazok 7. Zobrazenie doplnku OpenSolver na pase kariet v Exceli

Pouzivanie OpenSolveru je ve'mi podobné ako pouzitie Excel Riesitel'a. Zakladnym rozdielom

je, ze OpenSolver oddel'uje proces modelovania od procesu riesenia.
Priklad: Dopravna uloha, minimalizacia nakladov pekarne.

Firma Chlebik méd na Slovensku 4 pekarne, v Trnave, Ruzomberku, Poprade a Zvolene,
v ktorych okrem chleba a peciva vyraba i vianocky. Vyrobna kapacita pekarni je 3600, 2900,
3200 a 2800 vianociek denne. VianoCky st dovazané do podnikovej predajne v meste
Bratislava, Nitra, Zilina, Banska Bystrica a KoSice v mnozstve 3000, 2400 2300, 2100 a 2700
kusov denne. Distribucné ndklady medzi pekariiami a predajiiami s vypocitané na 1 vianocku
a st zobrazené v Tabul’ke 13. Ulohou je vyriesit' rozvoz vianogky z dodavatel'skych miest do

predajni tak, aby boli minimalizované celkové naklady.

Bratislava Nitra Zilina Banska Bystrica Kosice Vyrobna kapacita
Trnava 0,6 0,5 1.6 1,7 4 3600
Ruzomberok 2,7 1.8 0,7 0,5 1.9 2900
Poprad 3.4 2,5 1.4 1,2 1,2 3200
Zvolen 2 1.1 1.1 0,2 2,2 2800
Pozadované mnozstvo 3000 2400 2300 2100 2700 12500

Tabul'ka 13. Distribu¢né naklady
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Matematicky model ulohy:

Minimalizovat’

Z=0,6x11+0,5x12 + 1,6x13 + 1,7x14 + 4x15 + 2,7x21 + 1,8x22
+0,7x23 + 0,5x24 + 1,9x25 + 3,4x31 + 2,5x32 + 1,4x33 + 1,2x34
+ 1,2x35+ 2xa1 + 1,1xa2 + 1,1xa3 + 0,2x24 + 2,215
za podmienok
0,6x11 + 0,5x12 + 1,6x13 + 1,7x14 + 4x15 < 3600
2,7x21 + 1,8x20 + 0,7x23 + 0,5x24 + 1,9%25 < 2900
3,4x31 + 2,5x32 + 1,4x33 + 1,2x34 + 1,2x35 <3200
2x41 + 1,1xa0 + 1,1x43 + 0,2x44 + 2,245 < 2800
Poziadavky predajni
x11 +x21 +x31 + x41 = 3000
X12 + x22 + x32 + x42 = 2400
x13 +x23 +x33 + x43 = 2300
X14 + x24 + x34 + x44 = 2100
X15 + x25 + x35 + x45 = 2700
xij>0, x€Z
1i=1234,j=1234,5

Vsetky dostupné udaje je potrebné zapisat’ do prehl'adnej tabulky a zaroven pripravit’ priestor
pre hodnoty, ktoré budt vypocitané doplnkom OpenSolver.Do prisluSnych buniek je taktiez
potrebné vlozit'" vzorce pre vypocet cielovej funkcie, vyrobnej kapacity a dopytovaného

mnozstva. (Tabulka 14).

Ciel'ova funkcia =SUMPRODUCT(B2:F5; B11:F14)

Vyrobné kapacity:

G11=SUM(B11:F11), G12 =SUM(B12:F12), G13 =SUM(B13:F13), G14 =SUM(B14:F14)

Sucty dopytu jednotlivych predajni: B15 =SUM(B11:B14), C15 =SUM(C11:C14), D15
=SUM(D11:D14), E15 =SUM(E11:E14), F15 =SUM(F11:F14).
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A B C D E F G
1 |Vyrobna/Predajha Bratislava Nitra Zilina Banska Bystrica Kosice Vyrobna kapacita
2 Trnava 0,6 0,5 16 1.7 4 3600
3 Ruzomberok 2,7 1.8 0,7 0,5 1.9 2900
4 | Poprad 3,4 2,5 1.4 12 1,2 3200
5 Zvolen 2 1,1 1,1 0,2 2,2 2800
6 |Pozadované mnoistvo 3000 2400 2300 2100 2700
7
8
9
10 |Vyrobria/Predajiia Bratislava Nitra Ziljna Banska Bystrica Kosice
11 |Trnava 0
12 |Ruzomberok o< s 0
13 |Poprad 0
14 Zvolen 0
15 Sucet(dopyt) = 0 0 0 0 0
16 Pozadované mnoistvo 3000 2400 2300 2100 2700

17
18
19 Cielova funkcia

min

20 | 0

Tabul’ka 14. Vychodiskové tabul’ka pre rieSenie ulohy pomocou doplnku OpenSolver

Po vytvoreni vychodiskovej tabulky so zadanymi vzorcami je potrebné vytvorit model
pomocou doplnku OpenSolver, kliknutim na moznost” Model. Nésledne sa otvori dialogoveé
okno, kde je nutné zadat' do Objective Cell bunku cielovej funkcie a vybrat, ¢i ide o tlohu
maximalizacnl alebo minimaliza¢nl. Okno Variable Cells je urené na zadanie rozsahu buniek,
ktoré predstavuju rozhodovacie premenné, teda bunky, ktoré treba optimalizovat. Dal§im
krokom je zadanie obmedzeni do okna Constraints. Podmienku nezapornosti je mozné pridat’
do obmedzeni alebo zakliknit' nastavenie premennych na nezdporné hodnoty (Make
unconstrained variable cells non-negative), toto nastavenie automaticky zabezpeci, ze solver
nedovoli zadporné hodnoty. TaktieZ je vhodné nastavit’ v moznostiach toleranciu metody vetiev
a medzi na nulu, aby bolo docielené o najpresnejsie rieSenie (Options — Branch and Bound
Tolerance). Po zadani vSetkych potrebnych udajov sa model uloZzi kliknutim na Save Model.
Udaje v tabul’ke Excelu zatial’ zostan(i nezmenené, eite neobsahujii vypogitané hodnoty, no
definované obmedzenia a cielovd funkcia su uz stcastou modelu pripraveného na

optimalizaciu. Na vyrieSenie ulohy je potrebné kliknut’ na tlacidlo So/ve na karte OpenSolver.

Optimalne rieSenie sa zobrani v pripravenej tabul’ke v Exceli. (Tabulka 15).
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A B C D E F G
1 Vyrobna/Predajna Bratislava Nitra Zilina Banska Bystrica Kosice Vyrobna kapacita
2 |Trnava 0,8 0,5 1,6 1,7 4 3600
3 |Ruzomberok 2,7 1,8 0,7 0,5 1,9 2300
4 |Poprad 3.4 2,5 1.4 1,2 1,2 3200
5 |Zvolen 2 1,1 1,1 0,2 2,2 2800
6
7 |Pozadované mnoZstvo 3000 2400 2300 2100 2700'
8
9 |Trnava 3000 600 0 0 0 3600
10 |Ruzomberok o< 0 0 1800 1100 0 s 2900
11 |Poprad 0 0 500 0 2700 3200
12 |Zvolen 0 1800 0 1000 0 2800
13 = 3000 2400 2300 2100 2700
14
15 min Cielova funkcia
16 10030

Tabulka 15. Optimalne rieSenie ulohy

Z tabul’ky je mozné vycitat, kol’ko jednotiek mé ist' z danej pekarne do predajne, aby bol
uspokojeny dopyt predajni, dodrzané vyrobné kapacity pekarni a minimalizované naklady na

prepravu. Zarovei su v poli cielovej funkcie uvedené minimalne celkové prepravné naklady.

OpenSolver vyuzil na rieSenie tlohy predvoleny solver CBC (Coin-or Branch and Cut), ktory
pouziva na rieSenie celoc¢iselnych uloh kombinaciu metdd vetiev a medzi a reznych rovin.
Rovnako ako pri doplnku RieSitel, pouzivatel neméd moznost vyberu konkrétnej metody.

Solver ju voli sam podrla typu tlohy. Vystupom ulohy je vyplnend tabul’ka v Exceli.

Podl'a logu OpenSolvera bola na rieSenie ulohy pouzita metéda CBC, tolerancia
optimality bola nastavena na 0, teda rieSenie je globalne optimalne. Na najdenie rieSenia bolo

potrebnych 8 iteracii a vypocet trval 0.002 sekundy. Solver ukoncil vypocet bez chyby.

6.3 Doplnok StudioSolver s vyuzitim programovacieho jazyka Python

SolverStudio je doplnok pre Microsoft Excel (od verzie 2007 a novsich), ktory umoziuje
vytvarat’ a rieSit’ optimalizané modely priamo v prostredi Excelu s vyuZitim pokroc€ilych
modelovacich jazykov. Vd’aka tomuto néstroju mézu pouZzivatelia formulovat’ modely, prepojit’
ich s tabul’kovymi idajmi a ziskat’ rieSenia bez potreby opustit’ Excel. SolverStudio vyuziva na
rieSenie linedrnych a celociselnych optimalizaénych uloh predovSetkym kniznice PuLP

a Pyomo. Obe si open-source kniznice v jazyku Python, ktory umoziiuje jednoduché a
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flexibilné formulovanie optimalizaénych modelov. Sucastou instalacie je aj solver CBC, ktory
sa Casto vyuziva na rieSenie celo¢iselnych linearnych problémov. Okrem PulLP podporuje
SolverStudio aj d’alSie modelovacie a simulacné jazyky AMPL, GMPL, GAMS ¢i SimPy a je
kompatibilné s viacerymi znamymi solvermi, vratane CPLEX, Gurobi a GLPK. Niektoré z
tychto solverov si vSak vyzaduji dodato¢nu instalaciu zo strany pouzivatela. Véac¢sina jazykov

pouzivanych v SolverStudio su pisané v Pythone a vyuzivaju jeho syntax a Struktaru.

Hlavnou vyhodou SolverStudio je, Ze cely proces, od formuldcie modelu, cez nacitanie idajov
z Excelu, az po interpretaciu vysledkov, prebieha priamo v ramci Excelového prostredia. Model
je mozné ulozit’ priamo do excelového suboru a prepojit’ ho s konkrétnymi bunkami tabulky
ako parametre, konStanty alebo premenné. Po spusteni modelu SolverStudio automaticky

vypocita rieSenie a vysledky vlozi spit’ do pracovného harka.

Instalacny balik SolverStudio spolu s podrobnymi informaciami o moznostiach, instalacii
a pouzivani je dostupny na oficidlnej stranke https://solverstudio.org/download-install/. Balik
na stiahnutie obsahuje vSetky potrebné komponenty, vratane IronPython, PuLP, Standardné¢ho
Pythonu (CPython), GNU Linear Programming Kit (GLPK) a podpornych suborov pre AMPL
a GAMS. [19]

Pred instalaciou doplnku SolverStudio je potrebné rozbalit’ stiahnuty komprimovany subor.
Potom v rozbalenom prie¢inku spustit’ inStalacny stibor Sefup.exe a pre dokoncenie inStalacie
kliknat' na Install. Po Gspesnom nainstalovani sa doplnok SolverStudio objavi na karte Udaje

v Exceli a je pripraveny na pouzitie. (Obrazok 8).

Stbor Domov VloZit Rozloenie strany Vzorce Udaje Revizia Zobrazit Pomocnik
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ziar [0 5 Obnovit 7| Zoradit fitier Nastojepre  Analjza  Harok  Prehlad = -= DataAnabsis o EditData  Show Datain Color
adaje~ B [B vietko v A

Ziskat' a transformovat Gdaje Dotazy a pripojenia Typy ddajov Zoradit afiltrovat Prognézy Analysis SolverStudio
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Obrazok 8. Zobrazenie SolverStudia na karte Udaje v Exceli

Na analyzu funk¢nosti doplnku SolverStudio bude pouzity rovnaky priklad ako pri doplnku
OpenSolver, Co zaroven overi spravnost’ rieSenia. Cielom rieSenej ulohy je ndjst’ optimalne
rozdelenie dodavok vianociek z viacerych pekarni do predajni v roznych mestach tak, aby sa
minimalizovali celkové prepravné naklady. Dodavky pritom musia reSpektovat kapacity
jednotlivych pekarni a zarovenl uspokojit’ presny dopyt kazdej predajne. Zaroven je

pozadované, aby doddvané mnozstva boli celociselné.
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Riesenie ulohy zacina pripravou vstupnych tdajov v Exceli. Najskor je potrebné vytvorit
tabul’ku, ktorda bude obsahovat’ prepravné naklady z kazdej pekarne do kazdej predajne.
Stéastou tabul’ky by mali byt aj kapacity jednotlivych pekarni (umiestnené v stipci) a dopyt v
jednotlivych predajniach (umiestneny v riadku). Okrem toho je vhodné pripravit’ aj prazdnu
tabulku, do ktorej sa po vyrieSeni ulohy automaticky prenesu vysledné optimalne hodnoty
dodavok. Zaroven budu v bunke J1 vycislené minimalne ndklady, teda hodnota ucelovej

funkcie. (Tabulka 16)

A B C D E F G H I J
1 Bratislava Nitra Zilina  BanskéBystrica Kosice kapacita Minimalne naklady:
2 |Trnava 0,6 0,5 1,6 1,7 4 3600
3 Ruzomberok 2,7 1.8 0,7 0,5 1,9 2900
4 | Poprad 3,4 2,5 1,4 1,2 1,2 3200
5 |Zvolen 2 1,1 1,1 0,2 2,2 2800
6 Dopyt 3000 2400 2300 2100 2700
-
8
9

- |t |
N =2 O

4
w

Tabul’ka 16. Priklad ¢. Vychodiskové rieSenie

Po priprave dat v Exceli nasleduje samotny proces modelovania optimalizacnej ulohy
v SolverStudio, ktoré je dostupné na karte Udaje v Exceli. V okne SolverStudio je potrebné
kliknat’ na moznost’ Show model, ¢im sa otvori textovy editor, ktory okrem priestoru na zapis
koédu ponuka aj menu s moznostami File, Edit a Language. V ponuke Language je mozny
vyber modelovacieho jazyka a solvera, v ktorom bude tloha rieSena.
Na rieSenie ulohy bol zvoleny Python (external), ktory umoziuje spustat’ Python kédy mimo
samotné¢ho Excelu, priom je moZzné Citat’ a zapisovat data priamo z Excelovych buniek
pomocou kniZnic ako xlwings. Podmienkou je mat’ v pocitaci nainstalovany Python a nasledne
doinstalovat’ potrebné kniznice PuLP na formulaciu a rieSenie optimalizacnych tloh a xlwings
na prepojenie s Excelom. InStalaciu tychto kniznic je mozné vykonat’ cez prikazovy riadok
zadanim prikazu: pip install pulp xlwings.
Do textového editora bol nasledne zapisany Python skript, ktory postupne vykonava:

- nacitanie vstupnych dat (ndklady, kapacity, dopyt) z predpripravenych

tabuliek v Exceli pomocou kniznice xIwings,
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- definiciu  premennych predstavujucich mnozstvd dodavok medzi

jednotlivymi pekarnami a predajiiami ako celociselné premenné,

- nastavenie cielovej funkcie, ktorej cielom je minimalizovat celkové

prepravné naklady,

- definovanie obmedzeni zabezpecujucich reSpektovanie vyrobnych kapacit

pekarni a zaroven uspokojenie dopytu v predajniach. (Priloha 1)

Po napisani skriptu sa vypocet spusti kliknutim na Solve model v ponuke SolverStudio. Tym
sa aktivuje optimaliza¢ny solvera CBC, ktory vykona vypocet a ndjde jej optimalne rieSenie.
Po ukonceni vypoctu sa vysledky zapiSu do pripravenej tabul’ky v Exceli.

Tabulka s rieSenim obsahuje optimalne mnozstva dodavok z jednotlivych pekarni, celkové
naklady, dodané mnozstvo do jednotlivych predajni ako aj minimélne néklady na rozvoz tovaru.
(Tabul’ka 17).

Po spusteni a vyrieSeni modelu bol dostupny podrobny log rieSenia. Podl'a tohto vystupu solver
okamzite identifikoval optimdlne rieSenie pomocou heuristiky greedy equality, bez potreby
akychkol'vek iteracii alebo vetvenia. Vyslednd hodnota cielovej funkcie bola 10 030, teda
rovnaka ako pri rieSeni pomocou optimalizaéné¢ho doplnku OpenSolver. Vypocet tilohy bol

ukonceny za menej nez 0,01 sekundy bez akychkol'vek chyb.

A B C D E F G H I J
1 Bratislava Nitra Zilina  BanskaBystrica Kosice kapacita Minimalne naklady: 10030
2 |Trnava 0,6 0,5 1,6 1,7 4 3600
3 |Ruiomberok 2,7 1,8 0,7 0,5 1,9 2900
4 Poprad 3,4 2,5 1,4 1,2 1,2 3200
5 |Zvolen 2 1,1 1,1 0,2 2,2 2800
6 |Dopyt 3000 2400 2300 2100 2700
-
8 Bratislava Nitra Zilina BanskaBystrica Kosice
9 |Trnava 3000 600 3600
10 |Ruzomberok 2300 600 2900
11 |Poprad 500 2700 3200
12 |Zvolen 1800 1000 2800
13 |Dodané 3000 2400 2300 2100 2700

Tabulka 17. Vysledné rieSenie ulohy.

OpenSolver i SolverStudio dospeli k rovnakému rieSeniu s rovnakou hodnotou cielovej funkcie
10 030, no SolverStudio v kombindcii s kniznicou PuLP poskytuje vacsiu flexibilitu, moZznost

modelovania zlozitejSich uloh a automatické programové spracovanie vystupov. Naopak,
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OpenSolver je jednoduchSi na pouzitie, nevyzaduje programovanie a je vhodny pre

pouzivatel'ov s minimalnymi znalostami programovania.
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ZAVER

Bakalarska praca priniesla prehl’ad problematiky celociselného linearneho programovania, a to
z teoretického aj praktického hl'adiska. V teoretickej Casti bola predstavena historia a vyvoj
linearneho programovania, zékladné principy a algoritmy simplexovej metody, ako aj Specifika

celociselného programovania vratane metdd rezov a metddy vetiev a medzi.

V praktickej Casti bola ispeSne implementovana metéda Gomoryho rezov, ktord bola zaroven
porovnana s metodou vetiev a medzi. Dalej boli predstavené a zhodnotené moznosti rieSenia
celociselnych linedrnych programov pomocou modernych softvérovych nastrojov dostupnych
ako doplnky pre Microsoft Excel — konkrétne Solver, OpenSolver a SolverStudio. Ukazalo sa,
7Ze tieto nastroje poskytuju uzitocnu podporu pri praktickom rieSeni Uloh linedrneho
i celociselného linedrneho programovania. Analyza softvérovych doplnkov pre Microsoft
Excel potvrdila, Ze tieto nastroje vyrazne zjednodusuju pracu s celo¢iselnymi illohami a zvySuja
dostupnost’ optimalizaénych metdd aj pre pouzivatel'ov bez hlbokych matematickych znalosti.
Ich flexibilita a moznost' programovania, napriklad prostrednictvom jazyka Python v

SolverStudio, otvaraji nové moznosti pre pokrocilé modelovanie a automatizaciu riesenia.

Vysledky prace ukazuju, ze celociselné linedrne programovanie predstavuje naro¢nu, no vel'mi
doleziti oblast’ optimalizacie so Sirokym spektrom aplikécii v praxi. Prehl'ad a porovnanie
teoretickych metdd spolu s ich praktickymi implementaciami poskytuje uZito¢ny zaklad pre
d’alSie Studium ¢i nasadenie v realnych projektoch.

V budticnosti by bolo zaujimavé preskumat’ aj d’alSie softvérové nastroje a metody, ktoré by
mohli pomdct pri rieSeni eSte zlozitejSich celo¢iselnych uloh. Tiez by bolo prinosné aplikovat

tieto metddy na redlne vicsie problémy, aby sa overila ich prakticka pouZitelnost’ a efektivita.
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Priloha 1. Python skript

import xlwings as xw

from pulp import LpProblem, LpMinimize, LpVariable, 1lpSum, LpInteger,
LpStatus

# Pristup k excel tabulke
wb = xw.books.active

sheet = wb.sheets.active

# Nazvy miest pekarni a predajni

factories = ['Trnava', 'Ruzomberok', 'Poprad', 'Zvolen']
stores = ['Bratislava', 'Nitra', 'Zilina', ‘'Banska Bystrica',
'KoSice']

# Nacitanie nakladov z buniek B2:F5

costs = {}

for i, factory in enumerate(factories):
for j, store in enumerate(stores):

costs[(factory, store)] = sheet.range((2 + i, 2 + j)).value

# Vyrobne kapacity pekarni nacitane z buniek G2:G5
capacities = {}
for i, factory in enumerate(factories):

capacities[factory] = sheet.range((2 + i, 7)).value

# Dopyt predajni nacitany z buniek B6:F6
demands = {}
for j, store in enumerate(stores):

demands[store] = sheet.range((6, 2 + j)).value

# Vytvorenie LP modelu

model = LpProblem("Minimalizacia_nakladov", LpMinimize)

# Definovanie podmienky nezapornosti a celociselnosti



X = LpVariable.dicts("x", (factories, stores), lowBound=0,
cat=LpInteger)

# Cielova funkcia, minimalizacia celkovych nakladov

model += lpSum(costs[(i, j)] * x[i][j] for i in factories for j in
stores)

# Kapacitne obmedzenia
for i in factories:

model += 1pSum(x[i][j] for Jj in stores) <= capacities[i],
f"Kapacita_{i}"

# Dopytove obmedzenia
for j in stores:

model += 1pSum(x[i][j] for i in factories) == demands[j],
f"Dopyt_{j}"

# Riesenie modelu

model.solve()

# Vystup riesenia. Zapis hodnot do tabulky zacina v riadku 8, stlpec
B

Il
(o]

start_row

1]
N

start_col

# Vytvorenie hlavicky miest predajni v tabulke s vysledkami
for j, store in enumerate(stores):

sheet.range((start_row, start_col + j)).value = store

# Zapis vysledkov do tabulky pre hodnoty > ©, inak zostane bunka
prazdna

for i, factory in enumerate(factories):
sheet.range((start_row + 1 + i, start_col - 1)).value = factory
for j, store in enumerate(stores):
value = x[factory][store].varValue

if value and value > 0:



sheet.range((start_row + 1 + i, start_col + j)).value
int(value)

else:

sheet.range((start_row + 1 + i, start _col + j)).value

# Zapis vyrobeneho mozstva/kapacit pekarni do stlpca G9:G12
for i, factory in enumerate(factories):

sheet.range((9 + i, 7)).value = capacities[factory]

# Zapis dodaneho mnozstva/dopyt pekarni

sum_row = start row + 1 + len(factories)
sheet.range((sum_row, start_col - 1)).value = "Dodané"
for j in range(len(stores)):

total _delivery = sum(x[f][stores[j]].varValue or © for f in
factories)

sheet.range((sum_row, start_col + j)).value = int(total_delivery)

# Nastavenie pozicie vystupu cielovej funkcie, stlpec I, riadok 1
output_col = 9

summary_row = 1

# Vypis cielovej funkcie, celkovych minimalnych nakladov
sheet.range((summary_row, output _col)).value = "Minimalne ndklady:"

sheet.range((summary_row, output_col + 1)).value =
model.objective.value()



