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ABSTRAKT

Cilem prace bylo vytvorit sbirku feSenych prikladi, kterda bude slouzit jako pomticka
studentiim k predmétu Matematika III.

Teoreticka cast seznamuje se zakladnimi matematickymi pojmy, které se tykaji dané
problematiky. Prakticka ¢ast je tvorena fesenymi priklady s popisem postupu, a nete-

senymi priklady k procviceni.

Klicova slova: nekonecna ¢iselna rada, soucet fady, konvergence fady, kritéria konver-

gence, mocninna fada, Fourierova fada

ABSTRACT

The aim of this work was to create a collection of solved examples, which is going to
serve as help for students of Mathematics III.

The theoretical part explains basic mathematical terms, which are applied to these
problems. The practical part is formed from solved examples with a procedure descrip-

tion and unsolved examples to practise.

Keywords: Infinity number series, sum of series, convergence of series, criteria of con-

vergence, power series, Fourier series
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UVvOoD

Matematika je védni disciplina, ktera se uplatiuje v nejriznéjsich oborech lidské ¢in-
nosti. Mezi jinymi védami se vyznacuje nejvyssi mirou abstrakce a ptresnosti. Hlavni
klasické discipliny matematiky se vyvinuly ze ¢tyi praktickych lidskych potieb - po-
tfeby pocitat ptfi obchodovani, porozumét vztahlim mezi ¢iselné vyjadirenymi mnoz-
stvimi, vymérovanim pozemkt a staveb a predpovidani astronomickych jevi. Patii
sem aritmetika, algebra, geometrie a matematicka analyza.

Tato prace se zabyva nekoneénymi fadami, které patii k zakladiim matematické ana-
Iyzy. Je urcena studentiim fakulty aplikované informatiky na Univerzité Toméase Bati
ve Zliné jako pomiicka do cviceni z pfedmétu Matematika III. Cilem préace je podat
studentiim zakladni poznatky z teorie nekonecnych tad. Tato préace je vice zamérena
na podrobnéjsi popis prikladi.

Teoreticka cast je tvorena péti kapitolami, ve kterych jsou strucné vysvétleny pojmy
souvisejici s danym tématem. V prvni kapitole je definovan pojem nekonecné ciselné
fady a jeji vlastnosti (konvergence a soucet fady). Druhé kapitola seznamuje s kritérii
konvergence pro fady s nezapornymi ¢leny. Ve treti kapitole se zavadi pojem alternu-
jici Tada, Leibnizovo kritérium a absolutni a neabsolutni konvergence tfady. Definice
mocninné fady, polomér konvergence, Taylorova a Maclaurinova fada jsou vysvétleny
v predposledni kapitole teoretické casti. Posledni kapitola se zabyva Fourierovymi ta-
dami, konkrétné fadami trigonometrickymi, kde je definice této fady, Dirichletovy pod-
minky pro rozvoj ve Fourierovu fadu a Fourierovy koeficienty.

Prakticka cast navazuje na cast teoretickou. Ke kazdé kapitole v teoretické c¢asti jsou
uvedeny fesené priklady s popisem postupu vypoctu a nefesené priklady, které slouzi
k procviceni dané latky. V této Casti je navic uvedena kapitola s priklady vyuziti ne-

kone¢nych fad - urceni pfiblizné hodnoty vyrazu, limity ¢i integralu.
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I. TEORETICKA CAST
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1 SOUCET CISELNE RADY

Definice 1. Nekonec¢né c¢iselna rada

Necht {a, }>°, je posloupnost redlnych ¢isel. Potom

[e.9]

anp=a1+as+asz+--- (1)

n=1

nazyvame nekonecnou ¢iselnou fadou. Posloupnost {s,}>°, kde
§1=4a1, S2=0a1+da..., Sp=a1r+ax+ - +ay
nazyvame posloupnost ¢astecnych soucti fady (1).

Definice 2. Konvergence a divergence

Jestlize existuje vlastni limita lim s, = s, pak fada (1) konverguje a ma soucet s.

n—o0

Jestlize neexistuje vlastni limita lim s, = s, pak fada (1) diverguje.
n—od

Véta 1. Soucet geometricke rady

Geometrickd rada ma tvar

a—i—aq—l—---—l—aqn*l—i-"':Zaqnil, a#0,q#0,
n=1

kde a je pruni ¢len tady a q jeji kvocient. JestliZe je |q| < 1, miZeme Fict, Ze dand Tada

konvergugje a pro jeji soucet plati

Zaqn—l — a

n=1 1_q

Véta 2. Nutna podminka konvergence rady

Jestlize tada (1) konverguje, pak plati lim a, = 0.

Uvedené pojmy jsou ¢erpany z [1]
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2 KRITERIA KONVERGENCE PRO RADY S NEZAPORNYMI CLENY

o0
Rada ) a, se nazyva fada s nezdpornymi ¢leny, jestlize je a, > 0 pro vSechna n € N.
n=1

Véta 3. Limitni podilovée kritérium - d’Alembertovo

o
Necht Y a, je tada s nezdapornymi cleny a existuje limita
n=1

lim 2oL — q, q€R".
n—o0 an

Pak plati:

1. je-li ¢ < 1, rada konverguje,

2. je-li ¢ > 1, Tada diverguge,

3. je-lt ¢ = 1, nelze rozhodnout timto kritériem o konvergenct rady.

Véta 4. Limitni odmocninové kritérium - Cauchyovo

o
Necht Y a, je tada s nezdapornymi cleny a existuje limita
n=1

lim a,=¢q, q¢€R".

n—oo

Pak plati:
1. je-li q < 1, 1ada konverguje,
2. je-li ¢ > 1, 1ada diverguje,

3. je-li ¢ = 1, nelze rozhodnout timto kritériem o konvergenci rady.

Véta 5. Limitni Raabeovo kritérium

Necht Y a, je tada s nezdapornymi cleny a existuje limita
n=1

lim (1 - a”“) =q, qeR"
n—oo an

Pak plati:

1. je-li ¢ > 1, rada konverguje,

2. je-li ¢ < 1, Tada diverguge,

3. je-li ¢ = 1, nelze rozhodnout timto kritériem o konvergenci rady.
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Véta 6. Integralni kritérium

Necht > a, je fada s nezdporngmi cleny a f je funkce definovand na intervalu (1, 00),

n=1
kterda je na tomto intervalu nezdpornd a nerostouci. Necht f(n) = a, pron € N. Pak
fada Y- a, konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje nevlastni integrdl [ f(x)dzx, .
n=1

I f (@) doe < oo

Uvedené pojmy jsou citovany z [1]
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3 RADY ABSOLUTNE A NEABSOLUTNE KONVERGENTNI

Definice 3. Alternujici fada

[e¢]
Nekonecna fada ) ¢, se nazyva alternugici, pravé kdyz plati
n=1

sgnc, 1 = —sgnec,, neN.
Zapisujeme ji ve tvaru
Z(—l)”’lan nebo Z(—l)”an (2)
n=1 n=0

kde a,, > 0 pro vSechna n € N.

Pro urceni konvergence se pouziva Leibnizovo kritérium

Véta 7. Leibnizovo kritérium konvergence

Necht je dana alternugjici tada (2), kterd md vlastnosti:
1. od urcitého indexu plati pro kazdé n € N a, > a,11
2. je splnéna nutnd podminka konvergence  lim a, = 0.

n—0oo

Potom danda alternujici rada konverguje.

Definice 4. Absolutni a neabsolutni konvergence

oo oo
Jestlize konverguje fada Y |c,|, potom fada > ¢, konverguje absolutné.
n=1 n=1

oo oo o0

Jestlize diverguje fada ) |c,| a konverguje fada »_ ¢,, potom fada ) ¢, konverguje
n=1 n=1 n=1

neabsolutné.

o0

Rada ) |c,| je fada s nezapornymi ¢leny, proto se pro uréeni absolutni konvergence
n=1

mohou pouzit kritéria uvedenad v predchozi kapitole.

Jednotlivé pojmy jsou Cerpany z [1]
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4 MOCNINNE RADY

Definice 5. Mocninna rada

Mocninnou radou se sttedem v bodé zy € R a koeficienty a,, € R rozumime fadu funkci

ve tvaru

ag + ay(x — x0) + as(z — 10)* + -+ + ap(x — 3p)" + - = Z%(I —z0)".  (3)
n=0

Véta 8. Polomér konvergence a konvergencni interval

Ke kazdé mocninné tadé (3) existuje takové cislor > 0, Ze pro vsechna x € (xg — 1,29 + 1)
tato tada konverguje, a to absolutné, zatimco pro x leZici vné intervalu (xg —r,z0 + 1)
diverguje.

Hodnotu r pak nazgvime polomér konvergence a interval (xo—r,xo+1) nazjvame

konvergencéni interval .

Véta 9.

Je ddna mocninnd tada (3) a existuje limita (konecnd nebo nekoneéna)

. An41
lim

n—oo

=p, resp. lim {/|a,| = p,
Qn, n—00

potom se polomer konvergence r mocninné tady (3) urci jako

|

Rozlisujeme nasledugjici pripady:

1. Je-li p =0, pak je polomér konvergence r = oo a tada (3) konverquje absolutné pro
vSechna x € R. Konvergencni interval zapisujeme ve tvaru (—oo, 00).

2. Je-li p = oo, pak je polomér konvergence r = 0 a tada (3) diverguje pro vsechna
T # 1.

3. Je-li 0 < p < o0, pak je polomer konvergence r = % a tada (3) konverguje abso-
lutné pro vsechna x, pro kterd plati |x — xo| < r a diverguje pro vSechna x, pro néz

|z — x| > r. Konvergencni interval zapisujeme ve tvaru (zo — r,xo + 7).
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Definice 6. Taylorova a Maclaurinova fada

Necht funkce f méa v bodé xy derivace vSech fadi. Mocninnou fadu

P (2
Zf n(| )(f—l”o)n

n=0

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f v bodé x.

Je-li o = 0, mluvime o Maclaurinove rade, ktera je tvaru

— ["0) .
ZO A

Maclaurinovy rady elementarnich funkci

2 n e n

ele—l-%—l—%—l—-“—l—%—l—“-:;%, r R,
sinx:x—z—j+'--+(—1)”%+--~:j(—l)”%, r €R,
cos:z::l—z—j+-~-+(—l)”(;:;!+ zni;o(—l)”é:;', r € R,
ln(1+x):x—%2+-~~+(—1)”+1%n+ -:g( T re (-1),
(1—|—x)‘1:1—|—(611)x+ +(Z>x”+ znO:()(Z)m”, r € (—1,1),a € R a cislo

—(a—2)...(a— 1
(a) _ala—1)(a )' (a—n+1) je binomicky koeficient.
n!

Vsechny uvedené pojmy jsou citovany z [1]
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5 FOURIEROVY RADY

Definice 7. Trigonometricka fada

Nekonecnou funkéni fadu ve tvaru

ap - .

— a, cosnx + b, sinnx), 4

;-2 + by sinna) (4)
kde a,, b, jsou konstanty, nazyvame trigonometrickou radou.

Dirichletovy podminky pro rozvoj funkce ve Fourierovu fadu:

1. Funkce f(z) je v intervalu (a, b) ohranicena.

2. Interval (a, b) je moZno rozdélit na koneény pocet intervald, v nichz je funkce f(z)
spojita a monotoénni.

3. V kazdém bodé nespojitosti existuji konecné jednostranné limity.

Véta 10. Urcend koeficienti ay,, b, tady (4) o periodé 2w

Koeficienty a,, b, na intervalu (—m, ) urcime ndsledovné:

1 s
=— d
Qo T /;71— f(l') L,
1 ™
a, = —/ f(z) cosnx dx,
™ —T
1 [ )
b, = —/ f(z)sinnxdr, kden=123,...
™ —T
Pro Fourierovy koeficienty vzhledem k obecné periodé 2t pii zdkladnim intervalu peri-
odicity (—t,t) plati
1 t
ag = —/ f(z)dz,
tJ

1 t
a, = —/ f(zx) cosnzxdx,
t ), t

1 t
b, = —/ f(x) sinn_x dz,
t ), ¢
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Véta 11. Rozvoj funkce v kosinovou radu

Necht f je integrovatelnd na intervalu (0,t). PoloZime-li pro x € (—t,0)f(z) = f(—=x),
dostaneme sudé rozsirent funkce [ na interval (—t,t). Fourierové fadé sudého roz-

sirend funkce f Tikame rozvoj funkce f v kosinovou Tadu na intervalu (0,t). Pro

jeji koeficienty plati

ap =0, a, =0,

) t
b, = —/ f(z) sinn_z dz.
t /

Véta 12. Rozvoj funkce v sinovou Tadu

Necht f je integrovatelnd na intervalu (0,t). Polozime-li pro x € (—t,0) f(0) = 0,
f(z) = —f(—x), dostaneme liché rozsirent funkce [ na interval (—t,t). Fourie-
rove Tade lichého rozsireni funkce f rTikame rozvoj funkce f v sinovou Tadu na
intervalu (0,t). Pro jeji koeficienty plati

Uvedené pojmy jsou Cerpany z [1]
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II. PRAKTICKA CAST
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6 SOUCET CISELNE RADY

6.1 Parcialni zlomky

Priklad 6.1. Urcete soucet fady:

o

Zlnn—i—l

Resend. Clen a,, rozlozime na parcialni zlomky

1 1 1

nn+1) n n+1l

Poté urcime posloupnost castecnych soucti

T U IV R
Sp, — aip Ay, = 9 9 3

1
n+1

Soucet fady ziskdme vypoctem limity posloupnosti ¢astecnych souctii

s = lim s, = lim (1— L )—1.

n—o0 n—oo

Z (2n — 1)( 2n+3)'

n=1

Reseni. Provedeme rozklad na parcialni zlomky

1 A B
(2n—1)2n+3) 2n—1 2n+3

Z rovnice 1 = A(2n — 1) + B(2n + 3) dostaneme A = } a B = —1, tj.

1 1 1 1
(2n—1)2n+3) 4\2n—-1 2n+3)°

o= ot (D) (3D (o D) (B b e
4 5 37 5 9 711

1 1 1 1 1 1 B

+(Qn—5_2n—1)+<2n—3_2n+1)+<2n—1_2n+3ﬂ_

1 1 1 1
= —(14+-— — ,
4 3 2n+1 2n+3
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a proto

! . 1 1+1 1 1 1
s = Ilim s, = m - - — — = —.

= 1
92 Bn—2)Bn+7)

n=1

Reseni. Podobné jako u piedchozich piikladt provedeme rozklad na parcidlni zlomky

1 A N B
Bn—2)3n+7) 3n—2 3n+T

Z rovnice 1 = A(3n — 2) 4+ B(3n + 7) dostaneme A = § a B = —g, tj.

1 1 1 1
Bn—2)Bn+7) 9\3n—-2 3n+7/)°

B 1 1 11 1 1 11
S, = a1+“'+an—§{(1—1—0>—f-(z—ﬁ)—i—(?—ﬁ)‘I—(l—O—E)‘f'
11 11 1 1
+(1_3_E)+(E_%)+'”+(3n—11_3n—2)+
1 1 1 1 1 1 B
+(3n—8_3n+1)+(3n—5_3n+4)+(3n—2_3n+7)]_

1 1+1+1 1 1 1
9 4 7 3n+1 3n+4 3n+7)’

a proto
: . 1 1+1—|-1 1 1 1 39
s= lim s, = lim — -4+ - - - - = —.
n—00 n—oo 9 4 7 3n+1 3n+4 3In+7 252
= 1
d —_——.
);n3+3n2+2n

Reseni. Nejprve najdeme kofeny jmenovatele a poté postupujeme obdobné jako u pred-
choziho prikladu, t;j.

1 1 A B C

n(n?+3n+2) nn+1)(n+2) n+n—|—1+n—|—2'

Z rovnice 1 = A(n +1)(n+2) + Bn(n+2) + Cn(n + 1) dostaneme A=1 B=-1a
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s 4

N | =

1 11 2 1
n(n+1)(n+2)_§<ﬁ_n+1+n+2)'
2 1 1 2 1 1 2 1
2 5)*(5‘5*1)*(5‘1*5)*
1 2 1 1 2 1 1 2 1
+(1‘3+a>*"'+<n_z—n_1+a)+(n_1—ﬁ+ +1)+

n
+1 2+1_112+1+1 2+1_
n n+l n+2/)] 2 2 2 n+l1 n+l1 n+2)
1

Pak

a proto

! . 1/1 1 n 1 1
= lim s, = lim - | = — =—.

. n
) 2 2
—~ (2n—1)*(2n+1)
Resend. Clen a,, rozlozime na parcialni zlomky

n A L B . C . D
2n—122n+1)2 2n—1 (2n—-12 2n+1 (2n+1)%

Rovnicin = A(2n—1)(2n+1)*+B(2n+1)?+C(2n+1)(2n—1)*+ D(2n—1)? upravime na
n=A8n*+4n* —2n—1)+ B(4n®> +4n+1)+C(8n* —4n* —2n+ 1)+ D(4n® —4n+1)

a vypoctem ziskame

1 1 1
"5 2 8
1 1 1

S —— =4D ==

"=y 9 8

n’ 0=8A+8C A= _C

n?: 0=4A+4B — 4C + 4D

n': 1=-2A4+4+4B —2C — 4D

alD=—

ool

Do predposledni rovnice dosadime A = —C', B = %
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1 1
0=—4C+= —4C — =
3 2

0=-8C = (C=0,A=0

Po dosazeni dostavame

n

1 1 1
2n—122n+12 8 <(2n —1?2 (2n+ 1)2> '

Cviceni 6.1. Urcete soucet rady:

S Ny = 4]
- 1 1 - 1 _ 23

b) nZ:?l Bn-2)Bnil) [3 = g] e) n;l @ D) [5 = %]

c) nz::g e s =3] f) 712::1 % [s = 1]

6.2 Geometricka rada

Priklad 6.2. Urcete soucet geometrické rady:
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a kvocient ¢

245"

b)Y -

n=1

Reseni. Zadanou fadu rozdélime na dvé fady a dokazeme, ze konverguji

Z 245" X 2 = /5\"
> e x(e)

6"

n=1

Nejdrive ur¢ime prvni ¢len a kvocient prvni fady
2
6n

1

+i

B 1
q= 6

Z[

Rada je konvergentni, proto mizeme ziskat jeji soucet

Si1 =
-3

Obé tady konverguji, a proto konverguje i zadana fada a jeji soucet je roven
+ 245=-2
S =S S = — —_ —.

18 = ¢ 5

) T

n=0

. rozdélime na dvé rady

Reseni. Postupujeme obdobné jako u piedchoziho piikladu, tzn



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2009

234 X3 = 4n 1 1 =1 1
Z2.12n_z2.12n+ 2.12n_25'4_n+25.3_n‘
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Urc¢ime prvni ¢len a kvocient pro prvni fadu
1 1
a = — = —
27 q 47

fada konverguje, a proto miizeme vypocitat jeji soucet

Nyni obé fady secteme

e 2,317
S =Sy 811—3 4—12

=/ 5 2
d) Z (4n1 - 3n+1) :
n=1

Reseni. Provedeme rozklad na dvé fady a drobnymi tipravami je zjednodusime

=~/ 5 2 =5 = 2 220 =2 1
M o B R B R B DER Y
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Pak zjistime soucty téchto rad
5 20 2 1
S1 = T = 5 S11 = 1= 5
1-1 3 1-1 3

Nakonec odecteme druhou fadu od prvni a dostaneme vysledek

20 1 19

S:S]—Sjjzg—g—g.
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0 gntl _g.gn-1
e)
5 . 6n+2

n=0

ni. Rozlozime na dvé fady a upravime

Rese
gl oggnl & A 9503 L 2
Zjistime soucty tfad
1 1
E :i SII: % :i
1—1 30

Konec¢ny vysledek ziskdme odectenim druhé fady od prvni
1 11

S—S[—SH—E—%—%.

=.6-5"

f) Z gn+l’

n=0

Reseni. Po tpravé dostavame
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Cviceni 6.2. Urcete soucet geometrické rady:

n=1 n=0
b) Zl 2’;3 (s = 24] e) Zl (s + 3,%)
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7 KRITERIA KONVERGENCE

7.1 Podilové kritérium

Priklad 7.1. Rozhodnéte o konvergenci fady

o

n!
Resend. Uzijeme podilové kritérium, plati
n+1)!
. Gpy1 ((ni1))3 . o n*tn+ 1) nd(n+1)n!
g = lim = lim — = lim ———— = lim =
3
n
= 1. —_ =00 > ].,
n—oo n? + 2n + 1
z toho plyne, Ze fada diverguje.
0o 4
n
b —.
)2 5
n=1
Reseni. Podle podilového kritéria dostavame
. Qny1 (’;ﬁf . 2" (n* 4+ 4n® +6n® 4+ 4n + 1)
q = lim = lim =—— = lim =
n—oo  (y n—o0 ;Ln n—oo on+l . p4
. 2" (nt+4AnP+6n*+4n+1) 1
= lim =
n—oo 2n.2.nt

=— <1,
2
tj. dana rada konverguje.

. 3n+1
c) T
n=1

Reseni. K vysetieni opét pouzijeme podilové kritérium. Plati

3(n+1)+1 n n
q = limaﬂzhm%:hm 1(n+):hm (n+):
n—oo (U, n—oo 30 n—oo 31l . (3n —+ 1) n—oo 3" -3 - (3n + 1)
. 3n+4 1
= lim =-<1,
n—oo9n+3 3

z toho plyne, Ze fada konverguje.

& 45n+1
d) 5dn—1 :
n=1

Reseni. Pouzijeme podilové kritérium. Plati
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45(n+1)+1 - 1
g = lim An41 — lLim 5AFD-T lim 45 +6 | man—1 ~ lim 457 . 46 . pAn . 5 _ 1024 -1
nhoe @, meso LT T nDaoqEnA IS aneof5n. 45058 625
tj. dana rada diverguje.
X n . gn
n" -4
e
)2
n=1

Resend. Aplikujeme podilové kritérium. Plati

(n+1)n+l4n+1 1 1
S . (n41)mtogntlop) . (n+1)"(n+1)-4"-4-n!
g = lim T = lim = lim

" 1\"
= lim4mzlim4(1+—) —de > 1,
n—oo nmn n—oo n

nebot plati, ze lim (1 + %)n = e, tzn. dand fada diverguje.

f) Z (3n2;1 2)!.

n=1

Reseni. Pomoci podilového kritéria dostavame

C BEERT oM@l 234 1) 303 - D(En - 2)
T N ey TN (3 — )l ate 23 .93 . (3n — 2) B
23n
. (Bn+1)-3n(Bn—-1) . 23 —=3n 3 .
- 2 B R i e

z toho plyne, ze dana fada diverguje.

= (2n)!
8) Z En!))2 '

n=1

Resend. Plati

[2(n+1)]!

QERAE 2n + 2)!(n!)? 2n + 2)(2n + 1)(2n)!(n!)?
¢ = lim ©0F _ (2n + )2(n) o 2n2)@n 2)( n)\(n)?*
noo @UL s [(n+ D)22)0 nme [(n 4 Dnl](20)!
. 2n+2)2n+1) . 4n?+6n+2
= 1 i O 2y
oo (n+1)2 v n2+92n+1 ’

tj. dana rada diverguje.
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=, 8. 2p)!
b) Z (2n)! -
n=1
Resend. Plati

8nt+1.2[(n+1)!]
2(n+1)]!

8+ 2((n + 1)1 - (2n)!

= lim = lim
q N 00 8m.2n!

(2n)!
8-8-2(n+1)-n!-(2n)!

= lim

oo 8720 - (2n + 2)(2n + 1)(2n)]  noee (2n 1 2)(2n + 1)

n1—>nc}o 2n +1

=0<1,

tj. dana rada konverguje.

Cviceni 7.1. Rozhodnéte o konvergenci rady:

a) Zl n [konverguje] d) 2—31 =

b) Z_:l Z_j [konverguje] e) . o

) 1 10007 [konverguje] f) 21 2(2137
n= "

7.2 Odmocninové kritérium

Priiklad 7.2. Rozhodnéte o konvergenci rady

a)zg.

n=1

3

Reseni. Uzijeme odmocninové kritérium, plati

g = lim w"/%zlim \/ﬁzlim \/ﬁ:

n—oo 8" -2n!-(2n+ 2)!

8(n+1)

[diverguje]

[konverguje]

[konverguje]

-<1
4 )

podle L’Hospitalova pravidla je lim {/n = 1. Proto dané fada konverguje.

0% ()

n=1

Reseni. Podle odmocninového kritéria dostavame
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lim ¢ 2n \" I 2n 2 <1
= 111m = lim = —

z toho vyplyva, ze dana rada konverguje.

TLEr

=1

3

Reseni. K vySetfeni opét pouZijeme odmocninové kritérium. Plati

) n3 . Vn? ) v'n3 1
q=lim p/-——5 = lim —— = lim =5 <1,

nebot podle L’Hospitalova pravidla je lim v/n? = 1. Dana tada tedy konverguje.

= 10
VL

n=1

Reseni. Pouzijeme odmocninové kritérium. Plati

y 10 oy V10 0= 1 1
= |lim » — = 11m = l1m - - )

tzn. dana rada konverguje.

“ n
e :
) Z In"n
n=2
Resend. Aplikujeme odmocninové kritérium. Plati

Y 1
= tim ¢ L ooy
n—oo \ In"n n—ocolnn oo

proto dana fada konverguje.

- 1
f) Z 3" - arcsin” e
n=1

Reseni. Pomoci odmocninového kritéria dostavame

/ 1 1
g= lim {/3"-arcsin” — = lim 3-arcsin—=3-0=0< 1,

z toho plyne, ze dana fada konverguje.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2009 31

93 (1)

Reseni. Plati

=1 nf 1 1+1 n2—1’ 1 1+1 n—l > 1
2\ o P ) n) "9t %

nebot plati vzorec lim (1 + ;)n = e, tj. dana fada je divergentni.

n—oo
o0
3
h) E n"sin” —.
n
n=1

Reseni. Plati

. O . .3
g= lim {/n"sin” — = lim n - sin —.
n—o00 n n—00 n

Dostavame neurcity vyraz typu oo - 0, ktery upravime na podil, abychom mohli pouzit

L’Hospitalovo pravidlo

. .3 )
lim n -sin— = lim ,

n—oo n n—oo

. 3
q= lim — " lim 3-cos— =3 >1,
n

n—oo — n—oo

dana rada tedy diverguje.

Cviceni 7.2. Rozhodnéte o konvergenci rady:

a) > (_gnnﬂ)n [konverguje| d) > ne™ [konverguje|
n=1 n=1
S " 1 1 - n 2n .
b) Z:: (nz +100> [diverguje] e) nzzzl gn;ﬁ)l)n [konverguje]

c) 21 m [konverguje] £) > +1) [diverguje]
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7.3 Raabeovo kritérium

Priklad 7.3. Rozhodnéte o konvergenci fady

> 1
a)zm.

n=1

K vysetfeni konvergence ¢i divergence dané fady pouzijeme Raabeovo kritérium. Plati

1
n n 1 2
q = limn<1—a+1>zlimn 1—(?)2 zlimn(l——m+ )2):
n—o00 a, n—o00 CES)E n—o00 (n/+-2)
n?4+2n+1 2n + 3
— 1 1——— =" 7 ) =1 —— ] =2>1
nl—{gon( n2+4n—|—4) nl—>nolon<n2—|—4n+4) ’

z toho plyne, Ze dana fada konverguje.

- 1
b) ; (n+1)(n+6)n

Pomoci Raabeova kritéria zjistime konvergenci resp. divergenci dané rady. Plati

1
¢ = limn (1 B (n+2)(n+7)(n+1)> — lim (1 = n(n +1)(n + 6) ) _

n—00 —(n+1)(1n+6)n n—00 n+1)(n+2)(n+7)

I 1 n? 4+ 6n I 3n+ 14 351
= 1m n _ - = 11mn —_— =
n—00 n?2+9n+ 14 n—00 n?2+9n + 14 ’

tzn. dana rada konverguje.

o0

5n+1

n=1

Podle Raabeova kritéria dostavame

5n+2
mFD)! l5nt2 '5
qg = limn 1—(%:1)! —lman(1l-—2 ) —tlimn(1-—2 )=
Jim, : i (n+ D5 ) s (n+ 1)n!

n!
—4
= limn(l-— o = lim n n =00 > 1.
n—00 n+1 n—00 n+1

To znamené, ze dana rada konverguje.

oo 2n
d)z(n+1)(n+2)‘

n=1

Pouzitim Raabeova kritéria ziskame
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lim n <1 — (n+22)7(ln+3 ) = hm n (
(n+1)(n+2)

2n+1

2 (n + 1) (n + 2))
2n(n + 2)(n + 3)

)-—oo<1

TL
m n
n—oo n-+3

z toho plyne, Ze dana fada diverguje.

2n +5

DB
n=1

Podle Raabeova kritéria plati

q =

" (1 -
" (1 -
i (1
i (1
i (1

5(n+1)34+3(n+1)2

2(n+1)+5

2n+5
5n3+43n2

>:

(2n + 7)(5n3 + 3n?) ) B
[5(n3+3n2+3n+1)+3(m2+2n+1)](2n+5)/)

(513 4+ 15n2 + 150 + 5+ 3n2 + 60+ 3) (2n + 5)

10n* 4+ 6n3 + 3513 + 21n? )

10n* 4+ 41n2 + 21n? ) B

(53 + 18n2 + 21n + 8) (2n + 5)

10n* + 41n2 + 21n? ) B

"~ 10n4 + 61n3 + 132n2 + 121n + 40

20n3 + 111n? + 12n + 40

=2>1
n—o0 (10n4 + 61n3 + 132n2 4+ 121n + 40) ’

tzn. dana rada konverguje.

Cviceni 7.3. Rozhodnéte o konvergenci rady:

a) 2_31 ® -1+1)2

[e.9]

b) X

n=1

n?+1
2n2+1

0y

n=1

[konverguje] d) Zl (n%), [konverguje]
[konverguje] e) Zl E;;L); 4" [diverguje]
n=
[diverguje]
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7.4 Integralni kritérium

Priklad 7.4. Rozhodnéte o konvergenci fady

=1
a);%.

Resend. Uzijeme integralni kritérium. Funkce f(7) = -~ je nerostouci a nezapornd na

intervalu (1, 00). Vypoctem integralu zjistime konvergenci resp. divergenci

> d ! 3 t 3
q= / T lim 273dr = > lim [I%] = — lim (t§ — 1> = 00,
1 \:75 t—o00 1 2 t—o0 1 t—o0

tzn. dana rada diverguje.

=2
b);n2+4.

Reseni. Pouzijeme integralni kritérium, polozime f(x) = -2

244"
valu (1, 00) nerostouci a nezédporna. Vypoctem integralu dostavame

/OO 2dx 5 1; /t dzx 5 1 , [ . x}t
= ———— =2 lim —— — =2.- lim |arctg —| =
q 1 1‘2 + 4 t—o0 1 132 + 22 2 t—o0 g 2 1

= i tt tl _ t1<
= jm a,rcg2 arcg2 =3 a,rcg2 00,

Tato funkce je na inter-

coz znamena, ze dana fada konverguje.

> 2
C)Zn2_4.

n=3

Reseni. Opét pouzijeme integralni kritérium, postupujeme obdobné jako u piedchozich

/°° 2dx . /t 2dx
— = 11m .
q 3 .7}2 — 4 t—o00 3 :L‘2 — 4

Provedeme rozklad na parcialni zlomky

pitkladit

Z rovnice 2 = A(x + 2) + B(x — 2) ziskdvdme A = 1, B = —1, t].
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Ly /t ! L) 11'[1| 2| —In |z + 2],

= — lim — Tr = — lim |In|r — — 1n T =

T 9N L \e "2 22 2 3
1

—211" 1 t—2 1.1
— Z1im || — = lim |In —0—-In- =
2t—oo ||+ 2 N 2 t—oo 3—|—2 2 b
= InV5 < oo,

tj. dana fada konverguje.

;\/ 3n+2)5

Reseni. Aplikujeme integralni kritérium. Funkce f(z) = \/(317)5 je nezaporna a ne-

rostouci na intervalu (1, co). Plati

t
= = lim [ (3z+2) 2ds =

& dzx
= | e
1 3z +2)5  t= )y

sub.: 3z+2 = s meze: =t — s=3t+2
= 3dez = ds r=1 — s=5
dey = %

2‘ |:1:|3t+2 2
Ve
2

= —— < o0,

45v/5

z toho plyne, Ze dana fada konverguje.

°) Z nt+2
n=1

1m
9 t—oo

5 < . 1 g 3. , , .
Reseni. Pomoci integralniho kritéria, kdy funkce f(z) = ~i—5 Je nerostouci a nezaporna

na intervalu (1, 00), dostavame

/OO r3dx . /t x3dx
= — = 111N =
q 1 1‘4 + 2 t—00 1 ./E4 + 2

sub.: z*+2 = s meze: =t — s=1t*4+2
= dx3dxy = ds r=1 — s=3
wdy = %

1 442 1
- 4
ol {ln|3|] = z_ltlg?o (In|t* +2| —In|3|) = Z(OO —In3) =

3

tj. dana rada diverguje.
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B v / 3 . 7’ ’ ’ . 7’
Reseni. Funkce f(z) = lnT“” je nerostouci a nezaporné na intervalu (1, 00). Plati

(%) 3 t 3
q = / In xdx: lim In xdx:
1

€T t—oo 1 €T
sub.: lnx = s meze: =t — s=Int ) It
= ) = lim s°ds =
;dl’ = ds r=1 — s=0 t—oo Jq
1 ' . Int 1 ' A
= —lim|s :—hm(ln t—O):oo,
t—o0 0 4 t—o0
tzn. dana rada diverguje.
Cviceni 7.4. Rozhodnéte o konvergenci rady:
a) 2—31 (%il)g) [konverguje] d) >, affsf [konverguje]
b) 23 =i [konverguje] e) 21 e [diverguje]
¢) > [diverguje] c) Y bop [konverguje|
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8 RADY ABSOLUTNE A NEABSOLUTNE KONVERGENTNI

Priklad 8.1. Rozhodnéte, zda dané fada konverguje absolutné ¢i neabsolutné

D1

n=1
Reseni. Nejprve zjistime, zda dana fada viibec konverguje. Pokud ano, budeme vyset-

fovat konvergenci absolutni ¢i neabsolutni.

1) Konvergenci vySetiime Leibnizovym kritériem, které ma dvé podminky:

1. podminka an > Qpit,
1 1
nt Z (n+1)%?

2. podminka lim a, = 0,

n—oo
lim & = 0.
n—oo n

Obé podminky jsou splnény, a proto dana fada konverguje.
2) Nyni rozhodneme o absolutni ¢i neabsolutni konvergenci. Vezmeme fadu s absolut-

nimi hodnotami, tj.

o)

D

n=1

[e.e]

St 5)

n=1

1

(—1)"71g

a napf. integralnim kritériem rozhodneme, zda fada (5) konverguje ¢ diverguje

o0 t 1 17" 1 1 1
q:/ du lim dx:__ lim {—} = —— lim {——1} :§<oo,
1

zd toeo ; xt 3t—oo 23], 3 t—oo |13

fada konverguje. To znamena, ze dané alternujici fada konverguje absolutné.

b)Y ()"

n=1

Reseni. 1) Podle Leibnizova kritéria zjistime konvergenci fady.

1. podminka Leibnizova kritéria se da ovéfit i nasledujicim zptisobem. Clen 3 bu-

deme uvazovat jako funkci y = a ovérime pomoci prvni derivace, zda je tato

J
z241

funkce klesajici. Plati

2 = <0 proxz>1.

. T /_(£E2—|—1)—33'233 1—a?
T T @ @y

Prvni derivace je zaporna, proto je funkce klesajici na intervalu (1, 00), a tedy posloup-
nost {HQLH} je klesajici.

2. podminka je splnéna, nebot
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n
lim
n—oo N2 + 1

Obé podminky jsou splnény, coz znamena, ze dana rada konverguje.

(U

2) Nyni vySetfime konvergenci rady
n?+1 ‘

Zl :Zln;—ll—l' (6)

Pomoci integrélniho kritéria urc¢ime, zda je fada (6) konvergentni ¢i divergentni

*® rdx . b ordx 1. 2 ! L. 2
q = /1 —:hm/l x2+1:§tlir£o{ln|m +1|L:§tlggo(ln|t 1~ In2)) =

fada (6) diverguje, a proto dana alternujici fada konverguje neabsolutné.

Z 5n+1

n=1

Resend. 1) Leibnizovym kritériem zjistime konvergenci fady. Plati

1. podminka

1 1
>
\/ﬁ.5n+1— /n+1-57+2’

1
2. podminka  lim = 0.

n—00 \/_ Hn+l

Obé podminky jsou splnény, proto dana fada konverguje.

2) Poté vySettime konvergenci fady

o0

(="

1 - 1
\/ﬁ.5n+1 :;\/ﬁ.g)nﬂ' (7)

Pouzitim podilového kritéria pro fady s kladnymi ¢leny

1

n V/n+1-5m 5n+1 An.5
g = lim T = gy YL gy Y3 — lim [ —— o —
n—oo n—oo —\/E,5n+1 n—oo W 5n+2 n—o00 n -+ 1 57.5

dostéavame, ze fada (7) konverguje, tzn. dana alternujici fada tedy konverguje absolutné.
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Z nlnn

n=2

Reseni. 1) Pomoci Leibnizova kritéria uréime konvergenci fady. Plati

1 1
1. podminka > ,
nlnn — (n+1)In(n+1)
1
2. podminka lim =0.
n—oo nlnn

Obé podminky jsou splnény, fada tedy konverguje.

2) Nyni zjistime konvergenci fady

Z|an|_znlnn (8)

Pro vysetteni konvergence fady pouzijeme integralni kritérium

Int ds

=00 Jino S

sub. Inz = s
%da: = ds

Int
= tlim {ln\sq = 1tlim (In|Int| —In|In2|) = oo
—oe In2 -

Rada (8) diverguje, a proto dan4 alternujici fada konverguje neabsolutné.

2

Z 2n2+3

n=1

Reseni. Konvergenci alternujici fady zjistime pouzitim Leibnizova kritéria, nejprve oveé-

fime 2. podminku

n2

. 1
lim = -
n—oo 2n? 4+ 3 2

£0

Tato podminka neni splnéna, a proto dana fada diverguje.

P

n=1

3

Reseni. Zadanou fadu pfepiseme do néasledujiciho tvaru
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Nyni staci vysSettit absolutni konvergenci fady pomoci podilového kritéria pro fady s

nezapornymi cleny

3n+1

N . (nF1)! .3l : 3" -3 n!
g = lim = lim 5~ =lm .V =lim .V =
. 1
= 3 lim =0<1,
n—oon + 1

tj. dana rada konverguje absolutné.

8) Y (-1

Reseni. 1) Pomoci Leibnizova kritéria zjistime konvergenci fady.

Pro ovéreni 1. podminky pouzijeme prvni derivaci

23\ 322.3°—2%.3%.In3 373z — 2% -1In3) 2*(3—x-1n3) <0 >3
3z 32z 32z 3 p -

Funkece je klesajici na intervalu (3, c0), a proto je klesajici i posloupnost {g—z}
2. podminka plati, nebot
n? , 3n? 1 .. 3n? 1 6n 1 6

lim — = lim = im — = — lim = — lim =
n—oo 3" n—oo3"-Iln3 In3 n—co 37 In3n—0c3*-In3 In“3n—c3"-1In3

Obé podminky jsou splnény, proto dana fada konverguje.

2) Nyni vySetfime konvergenci fady

- nd n?
2|V =5 )
n=1 n=1
pomoci podilového kritéria. Plati
e (y1Pe3r (P43 +3nt1)-3
g = lim = lim 25— = lim ————— = lim 3 =
n—oo QA n—o0 g_n n—oo n3 .30t n—o0 n3.-3n.3
1. n*+3n+3n+1 1
= - lim =-<L
3 n—oo n3 3

Rada (9) konverguje, coz znamena, ze dana alternujici fada konverguje absolutné.

= ™ 1
h)Zsin (mr—i——) : .
ot 2/ Yn

Reseni. Plati
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Eoo si ( +7T> ! sin(r + =) + sin(27 + =) L s (37 + =) Ly
mi{nmT+ — |- = sm(7m+ < m(2m + —)——= m(onr+ -)—=+---=
= 2) n 2 2/\/2 273
1 1 - 1
= —l+—=——=+--=) (-1)"—.
VoI R Dl

Nyni urc¢ime konvergenci ¢i divergenci fady pomoci Leibnizova kritéria. Nejprve ové-

fime platnost 2.podminky

Bl

1 : 1 . 1 Inn —n
lim =limn »=1lime»™" = lime » = lime 1 =¢”#0.

n—0o0 1Y n n—0o0o n—o0 n—oo n—oo

In

Nutné podminka konvergence neni splnéna, a proto dana rada diverguje.

Cviceni 8.1. Rozhodnéte, které fady konverguji absolutné, které konverguji neabso-

lutné, a které diverguji:

&0 _1)nt+1 o0 yn+1
a) ; (237,)—‘,—3 [kOl’lV. abs.] d) n;l 1517%21_’_1) [kOHV. abs.]
b)Y S [divergujel e) > (~1)inn [konv. neabs]
n=1 n=1
S tvergu = _qyet (21)”
c) 2. o [diverguje] c) > (=1)miiss— [konv. abs.]
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9 MOCNINNE RADY

9.1 Polomér, obor konvergence a obor absolutni konvergence

Priklad 9.1. Urcete polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-

gence mocninné fady

a)z; \;ﬁ

Reseni. Stiredem mocninné fady je xg = 0. Nyni zjistime polomér konvergence

1
| @ntr | a1 : /1L
p= lim |2 = lim Tr = lim 3\/_ =1 =r=1L
n—oo| n—oo I n—oo v/m 4+ 1

Dostavame interval (—1,1), jehoz krajni body je nutné vySetfit.

Pro x = 1 ziskédvame fadu > % Pomoci integralniho kritéria

> d t 1 3 t 3 3
/1 \?/2:’}1’1‘1’1‘) 1 $_3dx:§tli*n°10[x§}1:§tlil}>lo(t§_1)25(00_1)200

zjistujeme, Ze tato fada diverguje.
="

In

Pro x = —1 dostédvame alternujici fadu ) , jejiz konvergenci vySetfime Leibnizo-

vym kritériem. Prvni i druh& podminka tohoto kritéria je splnéna a fada s absolutnimi
leny > ‘ (},/1%"
Dostavame tedy, Ze oborem konvergence je interval (—1,1) a oborem absolutni konver-

=53 {,,/Lﬁ diverguje, proto dana alternujici fada konverguje neabsolutné.

gence interval (—1,1).

(e 9]

b)zgwc”.

n=1
Reseni. Stredem mocninné fady je x¢o = 0 a pro polomeér konvergence plati

4n+1
I ntl 4 4
= lim (CREDER b 1 n

An+1 . 1
—~ = lim ——— = L —.
n—00 4n—4 n—oo 4" - (n 4 1)4 n—oo (n + 1)4 4

Qn

p= lim

n—oo

Dostavéme konvergenéni interval (—1, 1).
v . v n ’ 7’ . ’ . v v/ .
V bodé z = § je fada Y 45 - & = > ;. Integralnim kritériem vySeti{me konvergenci

¢i divergenci rady

> t 1 17" 1 1 1 1
/1 m_f = lim [ 2 %z = —= lim {—} = —— lim (— — 1) = —5(0—1) =3 < 00,

t—o00 1 3t~>oo x?’ 1

to znamena, ze dané rada konverguje, a to absolutné.
V bodé z = —1 je fada >4 - (=1)" = Y (—1)"-t5 = Y (—1)"k, kterd konverguje

4 n4.4n
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absolutné.
Oborem konvergence a absolutni konvergence je interval (—3, 7).
o0
c) Z n"(z +4)"
n=1
Reseni. Stied mocninné fady je xo = —4. Polomér konvergence je roven

p=lim {/|a,| = lim V/n"=limn=00 =r1r=0.
n—oo n—oo

n—oo

Z toho plyne, ze dana fada konverguje jen ve svém stfedu, tj. vz = —4.
= (z=2)"
n - Hn— . En—1°

n=1

Reseni. Stredem mocninné fady je x¢g = 2 a pro polomér konvergence plati

n-5" 1 . n-5".

L n
~ lim 25
nieo (m 1) 5" noee (n+ 1) 57

An+1 1
oon-i—l 5

Qn

p = lim

1
= =— lim
Hn—

Dostavame konvergenéni interval (—3,7).

V bodé & = 7 je fada ) - 5: r = > 2, ktera diverguje.

V bodé v = —3 fada ) - Bi)nl = > (—1)"2 konverguje neabsolutng.

Oborem konvergence je interval (—3,7) a oborem absolutni konvergence je interval

(=3,7).

e) Y n’(z+5)"

Reseni. Stied mocninné fady je zo = —5 a polomér konvergence je roven
2
. Ap+1 . n+1
p = lim | == :hmuzl =r=1
n—oo an n—oo n2

Ziskavame konvergenéni interval (—6, —4).
V bodé z = —4 dostavame fadu > n?, kterd diverguje, protoZe neni splnéna nutna
podminka konvergence, jelikoz lim n? = oo # 0.
V bodé = = —6 dostavame fad(ll_io(—l)" -n?, ktera také diverguje.
Oborem konvergence a zaroven i absolutni konvergence je interval (—6, —4).
0> o

n=1

x—l

Reseni. Stredem mocninné tady je x¢g = 1. Pro polomér konvergence plati
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o 2+ neE (2n)! [(n + 1)n!)? Loy P24l 1
P i Gn+ 2l atee 20+ 2)2n+ 1)(20)!(nl)2  ntedn? +6n+2 4

Konvergenéni interval je (—3,5).
V bodé x = 5 dostavame fadu ) %, jejiz konvergenci vysetfime Raabeovym kri-

tériem. Plati

¢ = limn<1—a"+1>: limn<1—[(n+1)] A <2”>!):

I 1 An® +8n+4 I —2n — 2 1<1
= m n __— = mn| — —_
n— oo 4n2 -+ 6n + 2 n—00 471,2 + 671 + 2 2 ’

to znamena, ze dana rada diverguje.

V bodé x = —3 dostavame fadu y_(—4)" - EZB; => (-1 (71('2);4'1”7 ktera diverguje.

Oborem konvergence a zaroveil i absolutni konvergence je interval (—3,5).

0 =1
n=1
Reseni. Stiedem mocninné fady je zo = 0. Polomér konvergence je
Y n? . 3ntl _ g n?-3"-3 1 lim n? 1 N 3
= lim = lim == —_ == r=3.
P e 1) 32 e (nt1)2-3"-32 3nosen2t2n+l 3

Konvergencni interval je tedy (—3, 3).
, - n—1 3n.1 < esw . “ iz
Pro = 3 dostdvame Fadu > s = > =82 = > 55, jejiz konvergenci vySetifme

napiiklad pomoci integralniho kritéria. Plati

11" 1 1 1
_— = -2 = —— = —— 1 _ — = —
/1 912 lm/ dv = tlirg) {x}l 9 tlggo (t 1> 9 < 00,

dana fada konverguje.
Pro x = —3 dostavame fadu ) % = S (=)t B = S (—1)n L o, kterd
konverguje absolutné.

Oborem konvergence a zaroven i oborem absolutni konvergence je interval (—3, 3).

oo
h)Za"zwn, 0<a<l.
n=1

Reseni. Stred mocninné fady je o = 0 a pro polomér konvergence plati
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p=lim {/|a,| = lim Va” = lim a" =0 = 7= 0.
n—oo n—oo

n—oo

To znamena, ze dand mocninna fada vzdy konverguje. Obor konvergence i obor abso-

lutni konvergence je interval (—oo, 00).

Cviceni 9.1. Urcete polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-

gence:
a) 21(—1)7157’; r =1, OK=OAK=(1,1)]
b) 21(—1)71—1711:"—1 = 1, OK=OAK=(—1,1)|
o) :Ol g r = 5, OK=(3,13), OAK=(3, 13)]
d) né nan I =7, OK=OAK=(—7,7)]
e) ni::l f’;:—ff; [r =00, OK=0OAK=(—00, )]
f) nfl(—m“% r =2, OK=(—2,2), OAK—=(~2,2)]

9.2 Soucet mocninné rady

Priklad 9.2. Urcete soucet ¢iselnych fad pomoci sou¢tu mocninné rady

1
a)znﬁn.

n=1

o

Reseni. Nejprve se¢teme mocninnou fadu ) z". Tato fada je geometricka s kvocien-
n=0

tem ¢ = x, kde |z| < 1. Dostéavame

Zx”:1+x+x2+---+x":

n=0

1—a

o0 o0
Ve — — n O Vv v
Plati Y 2" = Y 2" ' a [2" 'dz = L. Proto mizeme napsat, Ze
n=0 n=1

1
/3 2" e = .
0 n - 3”

=
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Nyni zjistime soucet zadané ciselné rady

1 1 1 1

s & 3 3 [ 3 dr 3
= x"ldx:/ 1 da::/ :[—ln 1—:6] =

>y Z/ > T 1-al)

n=1

= —ln 1—1 —l—lnlz—lngzln%.
3 3 2

[ee) 2n
; "(2n + 1) (;) .

Reseni. Uvazujme mocninnou fadu ve tvaru Z (—1)"(2n + 1)x®". Soucet fady uréime
n=0

z rovnosti (z2+1) = (2n + 1)22". Dostavime

S (1M En+ 1) =D (-1)" (gﬂ"“)' = (Z(—l)”x2”+1) .

n=0 n=0 n=0
Tato fada je geometrickd s kvocientem g = —x?, kde |z| < 1 a plati
oo
Z(_l)nx2n+1 oy — P P g2l _r
— 1+ 22

Proto mtzeme napsat, ze

/

S n 2ntl | _ x /_(1+$2)—x-2x_ 1— 22
(Z(_l)x >_(1+x2>_ (1+22)2 (1422

n=0

Dosazenim za x = % dostaneme hledany soucet fady. Plati

0o 2n 1 1

1- L 1— 1 . 252
S Q) - ke ik
=0 (1+z) (Q+x%)

Cviceni 9.2. Urcete soucet ¢iselnych fad pomoci souc¢tu mocninné fady

2SS L In 4] &) Snn+1) ()" [2]
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9.3 Taylorova a Maclaurinova rada

Priiklad 9.3. Rozvinte nasledujici funkce v Maclaurinovu radu
a)f(x) = cos2”.

Reseni. Nejprve polozime x? = t. Dostavame funkci cost, jejiz rozvoj je

t2 t4 t6 t2n OO tZTL
t=1——+———+4---+(=1)" = -1)" , teR.
cos g a e T g ;( oI
Poté dosazenim za t = 2% dostdvame pozadovanou Maclaurinovu fadu
4 8 12 4n 00 4n
9 A A . T n T
cos e SRR R A oY nzzo( Vet ©
b)f(z) = arcsin .
Reseni. Nejprve zadanou funkci zderivujeme. Plati
/ 1 9 _1
(arcsinz) = ———= = (1—-2%) 2, ze(-11)

V1—a22 B

PoloZime-li —2? = t, dostaneme funkci (1 + t)_%, jejiz rozvoj do binomické rady je

, ! 1 1 3
1+t)2=1 2 )¢ 2 ) =1t 2
(L+0)7 +<1)+(2> * o' Tt T
Dosazenim za t = —2% dostavame
_1 1 3
(1—2?) 2:1—{—51'2—}-22‘2‘1‘4{—..

a integraci dané fady mame

. o ‘ 2\~ 3 _ ! 12 3 4 —
arcsinz = /0 (1—3) 2ds_/o (1—1—53 +22‘2!5 4. )ds =

A
= I ..
2-3 22.2!-5

1

Reseni. Nejprve zadanou funkci upravime
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1 1 1 2 \ !
—_. —=-(1-Zz) .
3—2r 3 1-2x 3 3
2

Poté polozime —zx =t a dostaneme funkci %(1 +t)~1. Jeji rozvoj do binomické fady

je

1 1 —1 -1 -1 1= /-1

(14t =< |1 t 24 th| == t", te(—1,1).
st =g | () (5)e e ()] =35 () ren
Po dosazeni za t = — 2z ziskdme Maclaurinovu fadu

3

- %{1+(f)2(—§x)+-~+(£)

(_§)+} _

1 2 (=1)(=2) [2)° , nl (2\"

— — 1 — . — .. _ _ n —
31" 73T T 3) " Talz) T
I /2\" ,

-2
n=0

d)f(l,) — eCOSJ? .

Reseni. Provedeme rozvoje v Maclaurinovu fadu pro funkce e* a cosx

i £L‘2 $3 £L'4 $5

(] :1+ﬂ+§+§+z+a+"'

2 4

_1 T x
cos T = —§+I—|—~--
Po dosazeni dostavame
3322 1‘42
L2 et a? (‘2‘) at (4‘)
e = e-e F.ed4l ... =¢ 1—§+T+ 1+E+T+ —

e)f(x) = e"sinuz.

Resend. Maclaurinova fada pro funkci e® (viz predchozi piiklad) a sinx je
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x> axb

Sm$:m_§+a+”'

Nyni obé fady navzajem vynasobime a dostaneme Maclaurinovu fadu pro funkci e” sin

. x z2 23 2t 2P 3 ad
e'sinxy = (1+ﬁ+§+§+z+a+"'><$—§+a+"'):
3 45 , T I S 5
R T R S B TR TS
B , T af
—x—l—x—i-g 30+

Cviceni 9.3. Rozvinte nasledujici funkce v Maclaurinovu fadu

a)f(z) =e [1—x2+§+---+(—1)”+1%+..-}
b)f(z) = sin 2z [21;_%4_3?54_...}
o)f(2) = = [1+ 32 + 1326 4+ 3324% + ...
d)f(z) =(1+xz)e” 1422+ 22+ ga° + -]
e)f(z) =1In(1+e”) {1n2+%+%§_%+...}
Priklad 9.4. Rozlozte v Taylorovu fadu nasledujici funkce
a)f(z) = Va3 v bodé zy = 1.
Resend. Plati
fl(z) = 2a> = =4
fl(z)=2%" %x’% = (2 =2,
frfa)==3307% = f1E)=—%
Dosazenim do Taylorovy fady dostavame
3 3 3
flz) = 1—1—5(1:—1)—1—22'2!(:5—1)2 23'3'(x—1)3+ =
3 -1 2 -1 3
= 1+—(:c—1)+(“’ LA Gl Y

2 2.2l 22. 3!
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50

Reseni. Plati

f”(I) — % = f//(2) — 3%7
fra)=-8% = rE)=-4&

Po dosazeni dostavame Taylorovu fadu ve tvaru

6
2
3o gy
r—3 (z—3)? (x-3)3

1— —
3 * 32 33 *

flx) =

Cviceni 9.4. Rozlozte v Taylorovu fadu nasledujici funkce

1
a)f(x) = . bodé zo = —2

[f(x):_%<1+12ﬂ+%+...+(x;_3)n+...

b)f(z) =Inz v bodé xg =1

[f(x):(x_l)_@+%+...+(_1)n+1ﬂ+..

n

c)f(x) = Sin% v bodé zg = 2

[7@) = 1= ()" 25+ () e e+ (2 ()

)

(x—2)2”
(2n)!

(x—3)3+---

|
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10 FOURIEROVY RADY
10.1 Fourierovy fady vzhledem k systému {cosnx,sinnz}

Priklad 10.1. Rozvinte ve Fourierovu fadu v daném zakladnim intervalu periodicity

funkeci:

Regeni. Dané funkce je po ¢astech monoténni a spojitéa na intervalu (—m, 7), v tomto

intervalu je ohranicena. Tato funkce je suda, a proto b, =0, pron € N a

2 [T x? 1 [7 1 ooy r?
== ~dr = — 2de = — 2% = — = —
o 77/0 R T A 67r[$]0 6r 6

2 [T a? [, u =cosnr u=tsinny
a, = -— —cosnrdr = — x°cosnxdr = " =
™ Jo 4 2T 0 v = 1?2 v =21
1 [([x? . o2 [ W =sinnr u=—21cosnx
= —| |—sinnx| —— rsinnxdr | = , " =
27T n 0 n 0 vV =X v :1

1 x? . 2x T 2 / 4
= —||—sinnz+ —cosnzr| —— [ cosnxdr| =
2r\ [ n n? o "o

1 [22 . 2 2 . "
= — —s1nn96+—2003nx——331nnx =
2r | n n n 0

= —cosnmt = —(—1)".
e —(=1)
Dostavame jednotlivé koeficienty
1 1
a1:_17 G'QZZa as = ——

Nyni mtizeme urcit rozvoj funkce. Plati

2 - 2 1 1
IZ:%—f—;ancosnx:%—cosx—l—zcost—gcos?)x—l—---

—4r -3 -2n - ‘ Ed 2n 3 4n

. . ’ Vv z 2
Obr. 1. Periodické rozsifeni funkce %,z € (—m,7)
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Reseni. Obé zadané funkce jsou monoténni, spojité a ohranicené na danych intervalech.

Provedeme integraci v intervalech (—m,0) a (0,7) a dostaneme jednotlivé koeficienty.

Plati
1 0 T 1 27"
aoz—(/ 0dx+/ xdx):—(o—i-{x—])::
™ \J_r 0 s 2 1, 2
1/ /° i 1 T 1 "
a, = - Ocosnxdr + zcosnrdr | = — [0+ —sinnx + — cosnw =
T \J_x 0 T n n 0
1/1 1 1 1 "
= ;(ﬁcosnﬂ—ﬁ>:%(cosnw—l):%[(—l) — 1],
a proto
2 2
a1:——,a2:0,a3:——,a4:0,...
s 9
0 T 1 T 1 i
b, = (/ Osinnmdm+/ xsinnxda:) :—(0+ |:——COSTL(L’—|——281HTLZL‘:| ):
o 0 s n n 0

Al 3=

™ 1 1 .
(——cosmr) = ——cCcosnm = __(_1) 7
n n n

1 1
blzl, b2:—§, bgzg,

Poté ziskané koeficienty dosadime a dostaneme hledany rozvoj

flz) = % + 321(% cosnz + by, sinnx) =
T 2 2 N 1
= —+|——cosx—_—cos3r+--- |+ |sinx— -sin2zx+ Ssindzr+--- ).
4 s 9 2 3

y
3
2
1
—4r —C‘i\ér 27 —‘X ‘ ;rv 2r 3‘}{ ;7! X

Obr. 2. Periodické rozsifeni dané funkce
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Reseni. Fourierovy koeficienty jsou

1 27r1 1 2m 1 ZL'Q
agp 7T/0 2(77 x)dx o J, (m — z)dz o [mc 5 L
1 472
= 2 _ — =
o ( ™o ) 0
1 271'1 2
a, = —/ (’/T—{E)COSR.CEdLE_—/ (m —x)cosnz dr =
(e T
= sinnr| + — sinnxdr | =
nJo
T . 1 2w
= —{ smnx——zcosnx} =0,
T n n 0

171
b, = —/ (ﬂ—x)smnxdx——/ (m — x)sinnz dr =
T Jo

1 ( { T—2x ] T /27r >
= — — COS NI - = cosnxdr | =
2w n 0 n Jo

1 T—x 1 . 2m 1 /o « 1
= — |- Cosnx—ﬁsmnx :—<—+—>:_.

27

W= s

bh=1 b=, bg=

g e

1
2 Y
Hledany Fouriertiv rozvoj je

1 1
= ansinn:r :sin$+§sin2x+§sin3x+---

n=1

[~ W\ o~

Obr. 3. Periodické rozsifeni funkce 5,z € (0, 2m)
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1, z€(0,m),
d)f(z) =10, =€ (m2nm)
3, x=0,m2rT.

Reseni. Pro jednotlivé koeficienty Fourierovy fady plati

1 ™ 27 1 ™
aoz—(/ dx+/ 0dx>:—[x} =1,
T \Jo - T 1o
b 27 1 1 7r
(/ cosnxd:c—l—/ Ocosnxdw) = — [—sinnm} =0,
0 . T |n 0

1 g 27 1 0 1
b, = — (/ sinn:l:d:v—l—/ Osinn:vda:) = — {— cosn:v] = —— (cosnm — cos0) =
0 s

™ nm 0 nm

3| =

Ay =

Fouriertiv rozvoj zadané periodické funkce je

- 12 2 2
flz) = %jt;(ancosnxjtbnsinna:) =5 +;sinx+§sin3x+ asint’)x—%---

e)f(x) =sinz, x € (0,7).

Reseni. Pro Fourierovy koeficienty plati

1 /. 2 o2 4
ay=— [ sinzdr=—|—cosz| =—(—cosm+cos0)=—,
3 Jo T o T g

2 nm N
ap = — sinx cos —xdr = — sin x cos 2nx dx
™ Jo 9 ™ Jo

Pro vypocet pouzijeme vzorec sin v cos § = 3 [sin(a — 3) + sin(a + 3)]
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2 1 [7
a, = —-—/ [sin(1 — 2n)z + sin(1 + 2n)z|dz =
T 2 )
! (1 20) (14 20)e|
= = —cos(l —2n)z — cos n)x| =
| 1- 1 n B
1 [cos(l—2n)m +cos(1+2n)7r_ 11 B
7| 1-2n 1+ 2n 1-2n 1+42n|
R T e ot AN S S O
oo 1—2n 1+2n] 7w\1-2n 1+2n)
- (1—4n2)
4 4 4
a1 = —— = _— = _—
S GV T
2 ("
bn:—/ sin z sin 2nx dx
T Jo
Pouzijeme vzorec sin asin § = 3 [cos(a — () — cos(a + )] a dostaneme
2 1 [7
b, = —-= [cos(1 — 2n)z — cos(1 + 2n)z|dx =
T 2 )
1 1 1 i
= - L —5 sin(1 — 2n)x — T on sin(1 + 2n)x ) = 0.

Fouriertv rozvoj dané funkce je

S 2 4 4 4
flz) = %—1—2(% cos 2nx + by, sin 2nx) = — =3, Cos 21:—15—7Tcos4x—35—7rcos6x+

n=1

—4n -3 -2 - n 2n 3n 4n

Obr. 4. Periodické rozsiteni funkce sinz, z € (0, 7)

£)f(z) = g x € (—t,1).

Reseni. Dané funkce je licha na intervalu (—t,t), a proto jeji koeficienty jsou

CL():O, an:07
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/ .
uw =sin®gr u=—-Ltcos™y
t nm t
!
v =1

t t
xt nmw t nm
—— oS —Z& + — cos—zxdr | =
t |, nm ), t

t

xt nmw n 2 nr
——Cos — sin —x =
n?m2 t ],

1
2t
1 t? 2 t? .
= o | = —cosnm + o sinnT — cos(—nm) — " sin(—nm) | =
1 t2 Lt . (=)™ [ 22 (—1)"t
= (- ) =R () =
2t nm nm 2t nm nm
t t t
by =—, bo=——, bg=—
1 T 2 o 3 371'7

Cviceni 10.1. Rozvinte ve Fourierovu fadu v daném zakladnim intervalu periodicity

funkci
a)f(z) =z v (-m,m)
[f(:c) =2 (sinx— %sian—l— %sin?):z: — }Lsin4x—|—---)]
-, V(_T‘-70)7
b)f(z) =
x, v (0, )
[f(z) = =% — 2 (cosx — § cos 3w + 5 cosba + -+ ) + 3sinw — Lsin2z — 3sindz + - - - |

sinz, v (0,7),

)= 0, v (m,2m).

[f(x) =1+ boing — 2 (22 4 s | st L))

d)f(z) =2* v (0,27)
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[f(x):%7r2+4(cosx+;116082x+---) —47T(sinx+%sinx+---)}

a, v (=0,1),

e)f(x) =
—a, v (t,2t).

[f(ac): 4?“(sin%x—i—%sin?’%x+%sin57”x+...)}

Priklad 10.2. Rozvitite danou funkei v intervalu (0, 7) ve Fourierovu fadu sinovou a

kosinovou
a)f(z) = .

Reseni. Nejprve provedeme rozvoj ve Fourierovu fadu sinovou. Pro pomocnou funkei

F(z) plati

Vypoctem dostavame Fourierovy koeficienty

2 (™ . 2 T ™ 1 [7
b, = — rsinnx dr = — [——COSTLZL‘} + - cosnrdr | =
T Jo T n o nJ

2 T 1 . T 2 T
= — |——cosnz+ — sinne :—(——cosmr—l—O—i-O—O):
T n n o T n
2
— _Z(—1)"
=(-1)

2
b1:2, b2:—1, bgzg,
Rozvoj v sinovou fadu je tedy

2
flz) = 251nx—sin2x+§sin3x+-" ,pro x € (0, ).
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—4n -3 L2

Obr. 5. Liché periodické rozsifeni funkce x,z € (0, )

Nyni provedeme rozvoj ve Fourierovu fadu kosinovou. Pomocna funkce je ve tvaru

Pro Fourierovy koeficienty plati

2 (7 2
aoz—/ rdr = —
T Jo T

2 [T 2 (12 . =~ 1 [T
ayp, = — rcosnrdr = — [—smnx] - — sinnrdr | =
T Jo T\ Ln 0o n.Jy

2 [z . 1 T2 1 1
= — |—sinnx+ —cosnr| = — O—i-—2cosn7r—0——2 =
T |n n 0o T n n

_ 2 (=)™ —1].

n2m

4 4

ap = ——, GQZO, ag = ——, ...
T 9m

Po dosazeni dostavame Fourierovu fadu kosinovou

4
s

cosx — —cos3z + -+ ,pro x € (0, 7).
97

—4r -3 -2 - ‘ b4 2n 3 4n

Obr. 6. Sudé periodické rozsifeni funkce x,z € (0, )
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b)f(z) = zsinz.

Reseni. Provedeme nejprve rozvoj ve Fourierovu fadu sinovou. Pro pomocnou funkci

plati

rsinzx, x € (0,7),
Fa) = (0,7)
—[~zsin(—z)] = —zsinz, z € (-m,0).

Koeficienty hledané rady jsou

b, =

2 (7 1 ["
—/ xsinxsinnz dr = —/ [ cos(1 — n)z — xcos(1 + n)z|de =
m 7 Jo
1 [zsin(l—n)z cos(l—n)z sin(l+n)z cos(l+n)z]"™
T 1—n (1 —mn)? 1+n (L+n)?2 |,
l COSl—TL?T_ _cos(l—i—n)w_()_ 1 o4 1 B
s (1—n)? (14 n)? (1—n)? (1+n)?
(1) — 1 1] 4n (1)1

(1—-n)2 (1+n)?] 7 (1-n)2(1+n)?

16 32
by = —=— . b by = ——2
2= g =0 = s

Pro n = 1 nema dany vysledek smysl, proto je nutné pouzit pro vypocet b, integral ve

tvaru

by

2 [T 2 [T 1 (7
—/ :vsinxsina:dx:—/ xsinzxdx:—/ (x — xcos2z)dr =
T Jo T Jo T Jo

1 [2? 1 o 1 1
— [x——zsirﬂx—zcost} :—(77'2—0———0“’0“__) =

T2 2 o 2 2 2) 2

Hledany rozvoj v sinovou radu je

f(z) = T sing — = sin 2z —

5 o 2257rsin4x+--- ,pro x € (0, 7).

-4r

VANV V\ A

A U U7

Obr. 7. Liché periodické rozsiteni funkce x sinz, x € (0, 7)
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Nyni provedeme rozvoj v kosinovou fadu, pro jejiz pomocnou funkci plati

rsinx, x € (0,7),
Flr) = (0,m)
—xsin(—z) = xsinz, x € (—m,0).

Fourierovy koeficienty jsou

a, = z/ a:sin:ccosm:d:c:l/ [2sin(1 — n)z + zsin(1 + n)z|dz =
7 Jo 7 Jo
1 _xcos(l—n)x+s1n(1—n)x zcos(l+n)x Sim(l%—n)ac]Tr
7| 1—n (1 —n)? 1+n (1+n)? |,
1 _meos(l —n)m _7rcos(1+n)7r+0+0_0+0_0}_
T | 1-—n 1+n
L[ D () (C)(-2)
T x| 1-n  1+n }_(1—71)(1—1—71)'
1
ay = 2, CLQZ—g, g =7 -

Koeficient a; ziskdme vypoctem prislusného integralu. Plati

2 [T 1 [ 1 T
a = —/ xsinxcosmdx——/ rsin2x dr = — —£0082x——sin2x =
T Jo T Jo m 2 4

1
= (m—0+04+0) ==
27r( T +0+0) 5

Dosazenim dostaneme Fourierovu fadu kosinovou

1 2 1
fz) = 1—§cosx—50082x+1c053x+--- ,pro z € (0, 7).

SNAN SN NN NN

-4n -3 -2 - n 2n 3 4n

Obr. 8. Sudé periodické rozsiteni funkce zsinz, z € (0, )

Cviceni 10.2. Rozviiite danou funkci v intervalu (0, 7) ve Fourierovu a) sinovou a b)

kosinovou rfadu

[a)3sin2z + {sindx + ;sin6z + -+ v (0,7)]
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[b)2 (cos @ + g5 cos3x + sz cosba + -+ ) v (0,7)]

b)f(z) = zcosz.

la)f(z) = —3sinz + 2 (3sin2z — A sin3z+---) v (0,7)

3 ]
3
[b)f(z) = =2+ Fcosz — 2 (5 cos2z + iz cosda+---) v (0,7)]
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11 APLIKACE NEKONECNYCH RAD

11.1 Uziti mocninnych fad

Priklad 11.1. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu s chybou mensi nez je uvedeno
a)sinl®  [107°].

Reseni. Pouzijeme Maclaurinovu fadu fce sin x

3 2P

sma::x—ﬁ—{—g%-“-

Poté dosadime za r = {55
m m <7T>31+<7T)51+
180 180 180/ 3! 180/ 5!

V rozvoji vezmeme tieti ¢len, ktery spliiuje danou podminku. Plati

T \° 1
— ) = <1078
<180> 5!

Nyni ur¢ime piibliznou hodnotu vyrazu
T s T \3 1 m\° 1
— = (=) = — ] = =0,0174524.
35~ 180~ (1s0) 31+ (380) 5 °°

b) arctg? [107°] .

Reseni. Derivaci ziskame

/ 1
arct =——7=(1 H-t
(arctga) = 1 = (1+4?)
Dostéavame geometrickou fadu, jejiz koeficient je ¢ = —22?. Radu mifiZzeme napsat ve
tvaru
T o0 1 T
arctgr = dt = L2+t =t 48 =0 2 ) dt =
retg s / (;th) /0( )
23 . 25T g9 gl . 213 .
3 ) 7 9 11 13

V rozvoji vezmeme sedmy ¢len, ktery splinuje danou podminku
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(\?) < 107°.
VB VB (VY1 (VB 1 (VB
wetezm = 3o \3 )3T 3 ) s ) 7

11 13

V3 1 V3 1
X)) = Y2 2 0.5236.
(3 TRASE 13 0,5236

Cviceni 11.1. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu s chybou mensi nez je uvedeno

Ptiblizna hodnota vyrazu je

a)cos10° (1074 [0, 9848] c)e?  (1073) [7,389)

b)sin10° (10%) [0, 17364] d)arcsin0,45 (1073) [0, 466]

Priiklad 11.2. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lent

a)—= [n=4].

Reseni. Polozime-li —;11 = x dostavame funkci e”. Prvni 4 ¢leny rozvoje této funkce jsou

P ST LT
R TR TR
Dosazenim za x = —;11 urc¢ime ptibliznou hodnotu zadaného vyrazu

PG S (0 0 1 Y (. R
cTTiTy 1) 2 1) 3.2

b) /1,015 [n=3).

Reseni. Nejprve upravime zadany vyraz do tvaru (1 + )%, kde z € (—1,1)

$/1,015 = {/1+ 0,015 = (1 +0,015)5.

Pro prvni tfi ¢leny rozvoje v Maclaurinovu fadu plati
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1 1 1 1
(1+z)s =1+ (i)x—l— <;>x2: 1—|—§x—§m2.

Dosazenim za x = 0,015 urc¢ime pribliznou hodnotu vyrazu
s . 1 1 5 .
v1,015 =1+ 3 0,015 — 9 0,015 = 1,004975.

c)ln3 [n=6].

Reseni. Pro vypocet hodnoty In 3 pouzijeme rozvoj funkce In % kde z € (—1,1). Nej-

1—x

prve odvodime rozvoj v Maclaurinovu fadu pro tuto funkci. Vychéazime z predpokladu

lniji =In(l+2) —In(1 — x).
Pro In(1 + x) dostavame
In(l+z)=z— s + v +oe (—1)”+1x—n +.= i(—l)”“x , xe(—-1,1),
2 3 n — n
a pro In(1 — x) plati
ln(l—x):—x—x;—%3—%-"—1-(—1)"“#—1—---:—::%n, re(—1,1).

Potom mtizeme napsat

1+ ( 2 28 ) ( 2 8 )
ln = r——4+ ——4+--- — - — — — — + -+ —

11—z

Pro prvnich Sest ¢lent rozvoje plati

1+=x T T T T
lnl—x: T+ —=—+—=—+=+—=+—-—+--- 1.

= In 3 dostavame x = % a po dosazeni do rozvoje ur¢ime pribliznou

14z
11—z

hodnotu vyrazu
11 1 1 1 1

. 11 1 1 .
1n3:2(—+—'—+—' I B —):1,0986.

7 rovnice In

1
9 93 3" 95 5 91 7190 g "ol 7]
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)
d) lné [n =5].

Reseni. Pro zjisténi hodnoty vyrazu vyuZijeme rozvoje v Maclaurinovu fadu funkce
In(1 + z). Plati

[ S

In(1 e
n(l+z)==x 2—|—3 4—|—5+

Z rovnice In(1 + x) = In% dostavame = = —%. Po dosazeni uré¢ime piibliznou hodnotu

daného vyrazu

15. 1 121+
n—-=———\|—=| =
6 6 6/ 2

a) 1 (n=3) [0,3678] c)ln5 (n=09) [1,6094]

b)(1,5)> (n=3) (2, 25] d)lni (m=3)  [-0,693]

Priklad 11.3. Urcete nasledujici limity

. VI—x— 1+ 22
a)hn% . :

Reseni. Pro vyjadieni odmocnin pouzijeme binomicky rozvoj funkci /1 — z a v/1 + 22.
Plati

g 2 2 2
]jm\/1 v \/1+I = hml|:<1_£_x_+...)_(14_%4_...)}:

—0 T z—0 T
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1 1
b)xh_{go [ﬁ —2%In (14—;)} :

Reseni. Pouzijeme rozvoj v Maclaurinovu fadu funkce In(1 + z). Plati

| 1+1 _ 1 1+1+
o x2)  x2 2zt 36

Po dosazeni do limity dostavame
. 1 5 (1 1 1 . 1 1 1
S {—— (;—2—+3—+)] ﬂ:ﬁ(w”ﬁ—@*“) =

Cviceni 11.3. Urcete nésledujici limity

Dl SEI [ O [e-w(e D] [
22 P
R e

Priklad 11.4. Vyjadfete mocninnou fadou

xet

a) . t_zdt

Reseni. Provedeme rozvoj funkce e! v Maclaurinovu fadu. Plati

. t "
e =14+—=+=+5+ -+

TRITREE] T te(=00,00).

Poté ziskanou fadu dosadime do integralu a po integraci dostaneme pozadovanou moc-

metdt—/x L A P
o 2 o \e2 ot 20 3l B

= [—1+1n!t\+i+ e +---r:
t 21 " 2.3l .

x? "

23 T amr

ninnou radu

1+1 |+ = +
= —— +Injz|+ =
x 2!
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TIn(l+t
b)/ Mdt.
0 t
Reseni. Maclaurintiv rozvoj funkce In(1 + t) je
2t "
(1 +1) =t — — 4 — — e (=) L
n(l+1t) st + +(=1) —+

Dosazenim do integralu dostavame

TIn(1+1t) v t 2t tn
——dt = l— 4= — =+ + (=)
el G B S S e

t2 t3 t4 tn+1
= |- 4 4. —1)"
l IR T (=1) (n+1)2
1'2 1;3 374 :L,TH*I
= po_ 4T L. —1)"
S W e v St prag

Reseni. Provedeme binomicky rozvoj funkce ﬁ Plati

1—t9"1 = 1- (_11>t9+ (_21)2518 — (_nl)t9”+-~

= 14+ +t% 4+ 4"+

Integraci dostavame

th

= 14+ 4+ )t = |+ — + ...
/Ol_tg /0(+ et ) [+1 ot

IL‘lO x9n+1

IR TR o s

8 N——

dt =

9n+1+
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Cviceni 11.4. Vyjadfete mocninnou fadou

a)ofme?tdt [ln]x\+:c+2“f—;!+3"f—;!+--~_
) [ ik R
c)zsintht [%3_1_;4_%+
d)ofln%dt [:c—‘g—2+§—§—j—4+-~-_

Priiklad 11.5. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lent nebo se za-

danou presnosti

2) /1 < [n = 6]
—dz |n )
01 T

Reseni. Maclaurintiv rozvoj funkce e” je

i I2 $3 $4 $5

e’ _14—1‘4—54—54—54—54‘

Dosazenim do integralu zjistime ptibliznou hodnotu vyrazu

1 x 1 2 3 4

e 1 T T T

“dxr = 1 4 dr =
/o,1$x /0’1< + +2'+3'+4‘+5'>

2 1’3 .7}4 LL’S

1
T
= 1 = 3,518.
[H‘%’J”sz!+3-3!+4.4!+5~5!}01 ’

0,5 dx

o V1+a*

Reseni. Nejprve urc¢ime binomicky rozvoj dané funkce. Plati

b)

[na tisiciny].

Jun

1 —1 zt
(1+2%) 2=1+(12>x4+---=1—7+---

Druhy clen rozvoje splituje danou podminku

1/1\*
— (= 1073,
2(2><0

Po dosazeni do integralu dostaneme
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05 dp 0,5 4 25
I —— 1——)doe = |z —— = 0,497.
/0 V14 axt /0 ( 2 ) [ 10} 0

Cviceni 11.5. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lenii nebo se za-

danou presnosti

0,2 0,5
a) [ Sz dr (107%) (32, 831] ¢) [ {4 (107 [0,4940]
0, 0

0,5

4
b) [ cos””—l2 dr (na tisiciny) [0, 500] d) fe% de (n=4) [2,834]
0 2
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ZAVER

Ukolem této préace bylo vytvoieni sbirky piikladii slouzici studentfim jako pomocny
material k predmétu Matematika III. Pro vytvoreni sbirky byl vyuzit profesionalni
systém IXTEX, ktery je urcen pro psani védeckych a matematickych dokumenti vysoké
typografické kvality a rtznych jinych druht dokumentti, od jednoduchych dopist po
slozité knihy.

Teoreticka ¢ast je rozdélena na pét kapitol. V jednotlivych kapitolach jsou definovany
Prakticka cast navazuje na poznatky popsané v teoretické casti. Pro kazdou kapitolu
v teoretické c¢asti jsou v ¢asti praktické vypracovany vzorové priklady a uvedeny i ne-
fesené priklady na procviceni.

Prvni kapitola je rozdélena na dvé podkapitoly - urceni souctu rady pomoci rozkladu
na parcialni zlomky a soucet geometrické rady.

Dalsi kapitola je zaméfena na urcovani konvergence resp. divergence fady s nezapor-
nymi ¢leny pomoci riznych kritérii. Jednotlivd kritéria tvori podkapitoly. Patii sem
limitni podilové, limitni odmocninové, limitni Raabeovo a integralni kritérium.

Rady alternujici jsou popsany ve tieti kapitole. VySetfuje se jejich absolutni ¢ neab-
solutni konvergence. Nejprve se pomoci Leibnizova kritéria zjisti konvergence rady a
poté kritérii pro fady s absolutnimi ¢leny se urci, zda je absolutni ¢i neabsolutni.
Nésledujici kapitola se zabyva mocninnymi fadami a je délena na podkapitoly. V prvni
podkapitole jsou uvedeny priklady na urceni poloméru, oboru konvergence a oboru
absolutni konvergence. Dalsi ¢ast je zaméfena na soucet Ciselné fady pomoci souctu
mocninné fady. Posledni podkapitola se zabyva rozvojem fad v Maclaurinovu fadu a
rozlozenim v fadu Taylorovu.

Tématem paté kapitoly jsou Fourierovy fady vzhledem k systému {cos nz, sin nx}. Pri-
klady jsou zaméfeny na rozvoj funkce v zadaném intervalu periodicity do Fourierovy
fady. Dale jsou zde uvedeny priklady na rozvoj funkce ve Fourierovu fadu sinovou a
kosinovou.

V posledni kapitole jsou uvedeny priklady na vyuziti mocninnych fad v matematice.
Jsou zde FeSeny priklady na urceni priblizné hodnoty vyrazu (napf. pfirozeného loga-
ritmu, odmocniny, aj.), na zjisténi limity, na vyjadfeni integralu pomoci mocninné fady
¢1 na urceni hodnoty integralu.

Byla tedy vytvofena sbirka fesenych a nefeSenych prikladi dle pozadavkd zadani.
Sbirka je spiSe zaméfend na praktickou cast, ve které jsou podrobné vysvétleny po-

vvvvvv

staci k porozuméni dané problematiky.
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CONCLUSION

The aim of this work was to create a collection of examples, which is going to serve
as auxiliary material to Mathematics III. The professional system TEXwas used to
create this collection. This system is intended for writting scientific and mathematic
documents or another types of documents, from simple letters to difficult books.

The theoretical part is divided into five chapters. There are defined the most important
terms in individual chapters.

The practical part continues to pieces of knowledge, that are described in theoretical
part. Model examples and unsolved examples are shown for every chapter in theoretical
part.

The first chapter is divided into two subchapters - evaluation sum of series through
decomposition of partial fraction and sum of geometric series.

The next chapter is aimed at identification convergence or divergence of series with
non-negative terms using different criteria of convergence. The subchapters are formed
by individual criteria. There are the limit ratio test, the limit radical test, the limit
Raabe test and the integral test.

Alternating series are described in the third chapter. It is searched if they are abso-
lutely or conditionally convergent. Firstly it is founded out convergence of series by
Leibniz criterion. Then it is identified if series with absolute terms are absolutely or
conditionally convergent.

The next chapter explains power series and it is divided into two subchapters. In the
first subchapters there are shown examples to evaluation radius of convergence, con-
vergence region and absolutely convergence region. The next part is aimed at sum of
number series using sum of power series. Last subchapter is engaged in function ex-
pansion in Maclaurin series and decomposition in Taylor series.

Subject of the fifth chapter are Fourier series. The examples are aimed at expansion in
Fourier series in the given interval. There are shown examples of expansion in Fourier
sine and cosine series.

In the last chapter there are shown examples of using power series in mathematics.
There are solved examples of finding approximate value of terms (e.g. natural logari-
thm, square root), of finding limit, of expression the integral and of finding value of
integral.

It was created the collection of solved and unsolved examples according to the require-
ments of task. This collection is focused on practical part, in which there are explained
the methods of solving examples. In the theoretical part there are mentioned only the

most important terms, which are enough for understanding of this problem.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

R mnozina vsech realnych cisel
R* mnozina vsech realnych ¢isel rozsirena o —oo, 400
N mnozina vSech prirozenych ¢isel
{an}2, nekoneéna posloupnost

an n-ty ¢len posloupnosti

[e.e]
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